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Exercices d’analyse asymptotique générale

1. La formule
k2

1 + kx2
⌧ 1

x

est-elle valable pour chaque k > 0 fixé lorsque x > 1 ? Est-elle valable uniformément pour
k > 0 et x > 1 ? Si non, déterminer un domaine de validité de la forme k > 0, x > x0(k).

2. Montrer que
Z x

1

(1 + 1/t)t dt = ex − 1
2e lnx + O(1) (x > 1).

3. Montrer que
�
x + 1 + O(1/x)

 x = exx + O
�
xx−1

�
(x ! 1).

4. Montrer que si l’on a
f(t) ⇡

X
n>0

antn (t ! 0),

et si f est intégrable sur [0, x] pour x assez petit, alors

Z x

0

f(t) dt ⇡
X
n>0

anxn+1

n + 1
(x ! 0).

5. (a) Montrer que, pour chaque entier naturel n fixé, on a
Z y

0

(ln t)n dt ⌧ y(ln y)n (y ! 0+).

(b) Déterminer la suite {cn}1n=0 telle que

x

Z 1

2

e−xt

ln t
dt ⇡

X
n>0

cn

(lnx)n+1
(x > 0, x ! 0).

6. Montrer que l’on a

(xe2x−2n)n ⌧ ex2+x (x > 0, n 2 N⇤).
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7. Montrer que l’on a

X
16n6x

����
Z u

0

ei(n−v)t dt

���� ⌧ ln(1 + ux) + u (x > 1, u > 0, v 2 R).

8. Nombres logarithmiques.(1) On définit la suite {Ln}1n=0 des nombres logarithmiques
par le développement de Taylor

x

ln(1 + x)
=

X
n>0

Lnxn (0 < x < 1).

(a) Montrer que

Ln =
Z 1

0

✓
s

n

◆
ds =

1
n!

Z 1

0

Γ(s + 1)
Γ(s − n + 1)

ds =
(−1)n+1

n!

Z 1

0

sΓ(n − s)
Γ(1 − s)

ds (n > 0).

(b) En utilisant la formule de Stirling réelle, en déduire que

Ln =
(−1)n+1

n

n
1 + O

⇣ 1
n

⌘oZ 1

0

s

Γ(1 − s)ns
ds =

(−1)n+1

n(lnn)2
n
1 + O

⇣ 1
lnn

⌘o
.

9. Soit a0 2 R et {an}1n=0 la suite définie par an+1 = an + e−an − 1. Montrer que an > 0
pour tout n > 1, que {an}1n=1 est décroissante, et qu’il existe K > 0 et C > 0 telle que
an 6 K2−2n/C pour n > 0.

1. La résolution de cet exercice nécessite des connaissances sur la fonction  d’Euler qui sont
disponibles dans le chapitre I.
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Exercices sur la fonctionGammad’Euler

10. Le théorème de Bohr–Mollerup. Soit ' : R ! R une fonction convexe telle que
'(1) = 0, '(x + 1) = '(x) + lnx (x > 0).

(a) Montrer que, pour tout entier n > 1, la fonction

 n(x) := {'(n + 1 + x) − '(n + 1)}/x

est croissante sur [−1, 0[[]0, 1].
(b) En déduire que

0 6 '(x) − ln
�
n!nx/

nY
j=0

(j + x)
�

6 1/n (0 < x 6 1, n > 1).

(c) Montrer que ' est uniquement déterminée et satisfait la formule de Gauss

e'(x) = lim
n!1

n!nx
nY

j=0

(j + x)−1 (x > 0).

11. Une autre caractérisation de Γ.
(a) Montrer que Γ0(x)/Γ(x) < lnx (x > 0). En déduire que x 7! exx−xΓ(x) est

décroissante pour x > 0.
(b) Montrer que Γ est uniquement déterminée par la propriété de décroissance de (a)

et les conditions Γ(1) = 1, Γ(x + 1) = xΓ(x).

12. Preuve de Gauss de la formule d’Euler.
(a) Montrer que, pour tout entier n > 0 et tout nombre complexe s tel que σ > 0,

Γ0(s)
Γ(s)

= −
X

06j<n

1
(s + j)

+
Γ0(s + n)
Γ(s + n)

.

(b) Montrer que Γ0(s)/Γ(s) = ln s + O(1/s) pour s 2 R, s > 1.
(c) En déduire la formule d’Euler Γ(s) = limn!1 ns n!

Q
06j6n 1/(s + j).

13. Soient {aj}k
j=1 et {bj}k

j=1 deux suites finies de nombres complexes telles que

bj /2 Z (1 6 j 6 k),
X

16j6k

aj =
X

16j6k

bj .

Montrer que Y
n>1

Y
16j6k

n − aj

n − bj
=

Y
16j6k

Γ(1 − bj)
Γ(1 − aj)

·
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14. Soient k > 2 et "k = e2⇡i/k. Montrer, en utilisant le résultat de l’Exercice 13, que

Y
n>1

⇣
1 − x

nk

⌘
=

k−1Y
j=0

Γ
�
1 − "j

kx1/k
�−1 (x > 0).

15. Montrer que
Z 1

−1

(1 + t)x−1(1 − t)y−1 dt = 2x+y−1 Γ(x)Γ(y)
Γ(x + y)

(x > 0, y > 0).

16. L’intégrale de Dirichlet.
Montrer que pour f 2 C[0, 1], ↵j > 0 (1 6 j 6 n), β =

Pn
j=1 ↵j , on a

Z
Pn

j=1
tj61

f
⇣ X

16j6n

tj

⌘ Y
16j6n

dtj

t
1−↵j

j

=

Qn
j=1 Γ(↵j)
Γ(β)

Z 1

0

f(u)uβ−1 du.

17. Calculer l’intégrale double
R


x↵yβ dxdy, où ↵, β sont des paramètres positifs et ∆
est le domaine x > 0, y > 0, xµ + y⌫ 6 1 (µ > 0, ⌫ > 0).

18. Calculer
R z+1

z
log Γ(w) dw pour tout z 2 C r R−.

19. La formule de Legendre–Gauss.
(a) En utilisant la formule de Legendre, montrer que

R 1

0
lnΓ(x) dx = 1

2 ln(2⇡).
(b) Montrer que pour tout entier n > 2 on aY

06j<n

Γ
⇣x + j

n

⌘
= (2⇡)

1
2 (n−1)n

1
2−xΓ(x) (x > 0).

20. (a) En utilisant directement la définition de Γ(s) sous forme intégrale, montrer que

−Γ0(1) = lnx − 1
x

Z 1

0

(ln t)e−t/x dt (x > 1).

(b) En utilisant l’approximation ln t =
P

n6t 1/n − γ + O(1/t) (t > 1), retrouver la
formule

Γ0(1) = −γ.

21. Formules de Gauss et Dirichlet.

(a) Montrer que γ =
Z 1

0

1 − e−t

t
dt −

Z 1

1

e−t

t
dt puis que

γ =
Z 1

0

⇣ 1
1 − e−t

− 1
t

⌘
e−t dt.

(b) Montrer que pour <e z > 0 on a
Γ0(z)
Γ(z)

= −γ − 1
z

+
X
n>1

z

n(z + n)
. En utilisant (a)

et en écrivant 1/(z + n) =
R 1
0

e−t(z+n) dt (<e z > 0), montrer la formule de Gauss

Γ0(z)
Γ(z)

=
Z 1

0

⇣e−t

t
− e−zt

1 − e−t

⌘
dt (<e z > 0).

(c) Montrer que lim
"!0

Z 1

"

⇣ 1
(1 + x)2 ln(1 + x)

− e−x

x

⌘
dx = 0. En déduire grâce au

résultat de (b) la formule de Dirichlet

Γ0(z)
Γ(z)

=
Z 1

0

⇣
e−x − (1 + x)−z

⌘ dx

x
(<e z > 0).
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22. Une autre démonstration de la formule des compléments.
(a) Pour ↵ 2]0, 1[, montrer l’existence de l’intégrale I(↵) :=

R 1
0

t↵−1 dt/(1 + t) et
calculer sa valeur. On pourra soit utiliser la méthode des résidus, soit traiter d’abord le
cas ↵ = p/q 2 Q par le changement de variable t = uq et conclure par un argument de
continuité.

(b) Déduire de (a) que la formule des compléments Γ(z)Γ(1− z) = ⇡/ sin(⇡z) est valide
pour z 2 C r Z.

23. (a) Soit TN (⇠) le polynôme déterminé par la relation

TN (sinx) = sin{(2N + 1)x}.

Montrer que

TN (⇠) = (2N + 1)⇠
Y

16k6N

⇣
1 − ⇠2

�
sin2 ⇡k

2N + 1

⌘
.

(b) Choisir ⇠ = sin{⇡x/(2N + 1)} et faire tendre N vers l’infini en justifiant soigneuse-
ment le passage à la limite pour obtenir la formule d’Euler

sin(⇡x) = ⇡x
Y
k>1

�
1 − x2/k2

�
.

(c) En déduire, grâce à la formule du produit de Weierstrass, la formule des compléments
pour Γ(x).

24. (a) Montrer les formules

Z 1

0

tz−1 cos tdt = Γ(z) cos
�

1
2⇡z

�
(0 < <e z < 1),

Z 1

0

tz−1 sin tdt = Γ(z) sin
�

1
2⇡z

�
(−1 < <e z < 1).

(b) Calculer la valeur des intégrales de Fresnel

I =
Z 1

0

cos(t2) dt, J =
Z 1

0

sin(t2) dt.

25. Sur le volume de la boule unité de Rn et les fonctions sphériques.
On dit que f : Rn ! R est sphérique s’il existe une fonction g : R+ ! R telle que

f(x) = g(kxk), où kxk désigne la norme euclidienne de x 2 Rn. On désigne par µ la
mesure sur R+ image de la mesure de Lebesgue sur Rn par l’application x 7! kxk, de
sorte que

R 1
0

g(t) dµ(t) =
R

Rn g(kxk) dx pour toute fonction g : R+ ! R telle que le
second membre ait un sens.

(a) Montrer que, pour tout y 2 R+, on a µ([0, y]) = ynVn avec Vn = µ([0, 1]). En déduire
que dµ(y) = nVnyn−1 dy sur [0,1[.

(b) En choisissant une fonction sphérique f convenable, montrer que

Vn = ⇡n/2/Γ(1 + n/2).

(c) Montrer que
Z

Rn

�
1 + kxk2

�− 1
2 (n+1) dx = ⇡

1
2 (n+1)/Γ

�
1
2 (n + 1)

�
.
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26. (a) Montrer que, pour tout σ > 1
2 , il existe une constante M0(σ) telle que l’on ait

|Γ(x + iy)| 6 M0(σ)e−|y| (1
2 6 x 6 σ, y 2 R).

(b) Montrer que pour z = 1
2 + iy, s = σ + i⌧ , σ > 1, on a

Γ(z − k)Γ(s − z + k) = (−1)kΓ(z)Γ(s − z)
Y

16j6k

⇣
1 +

s − 1
j − z

⌘
.

En utilisant l’estimation |1 + w| 6 exp
�
<ew + O(|w|2)

 
(w 2 C), en déduire que, pour

chaque s vérifiant σ = <e s > 1, il existe une constante M(s) > 0 telle que

|Γ(z − k)Γ(s − z + k)| 6 M(s)kσ−1e−|y| (k > 1, z = 1
2 + iy, y 2 R).

(c) On pose pour s 2 C, <e s > 1, u 2]0, 1[, k > 0,

Ik(s, u) :=
1

2⇡i

Z 1
2−k+i1

1
2−k−i1

Γ(z)Γ(s − z)u−z dz.

Montrer que cette intégrale est absolument convergente et tend vers 0 lorsque k tend vers
l’infini.

(d) Montrer que l’on a pour v 2 C, |v| < 1,

Γ(s)(1 + v)−s =
X
k>0

(−1)k Γ(s + k)
k!

vk.

(e) Montrer que I0(s, u) = (1 + u)−sΓ(s) pour <e s > 1, u 2]0, 1[.
(f) Montrer que l’on a pour a, b 2 [1,1[, <e s > 1,

Γ(s)
(a + b)s

=
1

2⇡i

Z 1
2+i1

1
2−i1

Γ(z)Γ(s − z)
azbs−z

dz.

[On distinguera les cas a < b, a = b et a > b.]
(g) Montrer qu’il existe une constante σ0 que l’on calculera (on ne demande pas la valeur

optimale) telle que l’on ait pour σ > σ0

Γ(s)
X
m>1

X
n>1

(m3 + n2)−s =
1

2⇡i

Z 1
2+i1

1
2−i1

⇣(3z)⇣(2s − 2z)Γ(z)Γ(s − z) dz

où ⇣ désigne la fonction zêta de Riemann.



Université de Lorraine
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Exercices sur l’analyse asymptotique

des fonctions implicites

27. Montrer que, pour chaque entier n > 1, l’équation sinx = 1/ lnx possède une unique
solution xn dans l’intervalle ]2⇡n, 2⇡n + 1

2⇡[ et que l’on a

xn = 2⇡n +
1

ln 2⇡n
+ O

⇣ 1
(ln 2⇡n)3

⌘
(n ! 1).

28. (a) Montrer que, pour tout entier n > 1, l’équation (sinx)2 = 1/ lnx possède
exactement deux solutions réelles, xn et yn, dans ]2⇡n − 1

2⇡, 2⇡n + 1
2⇡[.

(b) On convient dans la suite que xn < yn. Donner un développement asymptotique
pour yn − 2⇡n lorsque n ! 1. On s’attachera essentiellement à donner la forme
du développement et à préciser la nature de la convergence sans chercher à calculer
explicitement les coefficients qui interviennent.

29. Soit t 7! f(t) une fonction positive satisfaisant à

etf(t) = f(t) + t + O(1) (0 < t < 1).

Montrer que

f(t) =
ln t

t
+ O

⇣ 1
t2

⌘
(t ! 1).

30. Montrer que la solution positive de l’équation ey + ln y = x peut être écrite, pour x
assez grand, sous la forme

y = lnx +
ln2 x

x
F

⇣ ln2 x

x lnx
,

1
x lnx

,
ln2 x

x

⌘

où F (λ, µ, ⌫) est une série entière de trois variables convergente dans un voisinage de
l’origine.

31. Soit E : [1,1[! R+ la fonction définie par

E(t) :=
Z t

1

ev

v
dv.

(a) Montrer que E est bijective.
(b) Pour x > e, on note y = y(x) la solution de E(y) = ex et l’on pose

λ :=
1
x

, µ :=
lnx

x
, ⌫ :=

ex − E(x + lnx)
xex

·

Montrer que

⌫ ⇡ λµ

1 + µ
−

X
j>2

(j − 1)!
⇣ λ

1 + µ

⌘j

(x ! 1).
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(c) On pose

Gx(Z) :=
Z Z

0

ev

1 + µ + λv
dv (x > e, Z 2 C, |Z| < 1).

Montrer que Gx est holomorphe sur le disque unité et que, pour x assez grand, l’équation

Gx(Z) = ⌫/λ

possède dans ce disque une solution unique, que l’on notera z = z(x).

(d) Montrer que, pour x assez grand, on a y(x) = x + lnx + z(x).

(e) Montrer qu’il existe une suite réelle {dkh}h>0, k>0 telle que, pour x assez grand, l’on
ait

z =
X

k>1, h>0

dkh

⇣⌫

λ

⌘k

(1 + µ)k
⇣ λ

1 + µ

⌘h

.

(f) Montrer qu’il existe une suite {Ph}1h=1 de polynômes à coefficients réels tels que
deg Ph 6 h (h > 1) et

y − x − lnx ⇡
X
h>1

Ph(lnx)
xh

(x ! 1).
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32. Soit ↵ 2 R. Déterminer la nature de la série

X
n>2

1
n1+i↵ ln2 n

·

33. Soit β 2]0, 1[. On pose fβ(t) := eit

.
(a) Montrer qu’il existe un entier naturel k tel que f

(k)
β 2 L1([1,1[).

(b) Donner un équivalent asymptotique de la quantité

SN (β) :=
X

16n6N

ein

(N ! 1).

34. Soient k 2 N et f 2 C2k+1
�
[1,1[, R

�
. On suppose de plus que f (2k+1) 2 L1[1,1[.

Montrer qu’il existe une constante Ck(f), que l’on explicitera, telle que l’on ait, pour tout
entier n > 1,

(1)
X

16m6n

f(m) =
Z n

1

f(x) dx + 1
2f(n) +

X
16j6k

B2j

(2j)!
f (2j−1)(n) + Ck(f) + Rk,n(f)

où Rk,n(f) ! 0 lorsque n ! 1.
En déduire que si f (2j+1) 2 L1(R) pour j > m alors Ck(f) est indépendant de k lorsque

k > m.

35. Variations des Br(x). Posons, pour m > 1, " 2 {0, 1}, x 2 R,

'2m+"(x) := (−1)m{B2m+"(x) − B2m+"}.

(a) Montrer que, pour 0 6 x 6 1, on a '2(x) = x(1 − x), '3(x) = x(x − 1
2 )(1 − x).

(b) Calculer
P

r>0 br(1
2 )yr/r!. En déduire que '2m+1(1

2 ) = 0 pour m > 1.
(c) Montrer que, pour m > 1, on a '0

2m+1(x) = (2m + 1){'2m(x) − |B2m|}, et
'0

2m+2(x) = −(2m + 2)'2m+1(x).
(d) Établir par récurrence sur m > 1 que '2m(x) > 0 et (x − 1

2 )'2m+1(x) > 0 pour
0 < x < 1, x 6= 1

2 .
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36. Majoration du terme d’erreur. Soient k 2 N et f 2 C2k+2
�
[1,1[, R

�
telle que

f (2k+2) 2 L1[1,1[. On pose

Sh,n(f) := 1
2f(n) +

X
16j6h

B2j

(2j)!
f (2j−1)(n) (0 6 h 6 k + 1, n 2 N⇤).

(a) Montrer que l’on a, pour tout entier n > 1,

(2)
X

16m6n

f(m) =
Z n

1

f(x) dx + Sk,n(f) + C⇤
k(f) + R⇤

k,n(f)

où C⇤
k(f) est une constante que l’on précisera et où l’on a posé, avec la notation 'r de

l’exercice 35

(3) R⇤
k,n(f) :=

(−1)k+1

(2k + 2)!

Z 1

n

f (2k+2)(x)'2k+2(x) dx.

(b) On e↵ectue désormais l’hypothèse supplémentaire que f (2k) 2 L1([1,1[) et donc
limx!1 f (2k−1)(x) = 0. Montrer que

C⇤
k−1(f) = C⇤

k(f), R⇤
k−1,n(f) − R⇤

k,n(f) =
B2k

(2k)!
f (2k−1)(n).

(c) Montrer que, si f (2k+2) et f (2k) sont de signe constant et de même signe sur [1,1[,
alors R⇤

k−1,n(f) et R⇤
k,n(f) ont des signes opposés. En déduire que

|R⇤
k,n(f)| 6

���� B2k

(2k)!
f (2k−1)(n)

���� ,
autrement dit, que la valeur absolue du terme d’erreur de la formule d’Euler-Maclaurin (2)
n’excède pas celle du dernier terme retenu.

37. Montrer que pour tous entiers n > 1, k > 1, on a

γ =
X

16m6n

1
m

− log n − 1
2n

+
X

16j6k

B2j

2jn2j
+ "n

où γ désigne la constante d’Euler et où |"n| 6 B2k/{2kn2k}. Montrer que le choix n = 50,
k = 7, permet de calculer γ avec 24 décimales exactes.

Remarque. Sommation au plus petit terme. On sait que |B2j | ⇠ 2(2j)!/(2⇡)2j . Lorsque
n est fixé, le rapport de deux termes consécutifs dans la somme en j est donc voisin de
(j/⇡n)2. Il s’ensuit que le meilleur terme d’erreur obtenu par cette méthode correspond
au choix de k voisin de ⇡n. La taille de "kn est alors de l’ordre de e−2⇡n. Pour n = 10, on
obtient déjà 27 décimales exactes à condition de connâıtre les valeurs de B2k pour k 6 32.

38. Montrer que pour tous entiers n > 1, k > 1, on a

1
6⇡2 =

X
16m6n

1
m2

+
1
n
− 1

2n2
+

X
16j6k

B2j

n2j+1
+ "n

avec |"n| 6 B2k/n2k+1. Montrer que le choix k = 8, n = 100 permet de calculer ⇡2/6 avec
33 décimales exactes.
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39. Soient N 2 N⇤ et f 2 C3([0, 1], R). On pose

fN (x) :=
f(x/N)

x
(1 6 x 6 N).

(a) Montrer que l’on a uniformément pour 1 6 x 6 N

fN (x) =
f(0)
x

+
f 0(0)
N

+ O
⇣ x

N2

⌘
,

f 0
N (x) =

−f(0)
x2

+ O
⇣ 1

N2

⌘
,

f 00
N (x) =

2f(0)
x3

+ O
⇣ 1

N3

⌘
.

(b) Établir la formule asymptotique

X
16n6N

f(n/N)
n

=
Z 1

1/N

f(y)
y

dy + γf(0) +
f 0(0) + f(1)

2N
+ O

⇣ 1
N2

⌘

où γ désigne la constante d’Euler.
(c) Application. Donner une formule asymptotique pour

X
16n6N

cos(⇡n/2N)
n

lorsque N ! 1.

40. Soit f une application continue et dérivable de [1,+1[ dans R+ telle que f 0(x) décrôıt,
f 0(x) ! 0 (x ! 1), et xf 0(x) ! 1 (x ! 1).

(a) En utilisant la formule d’Euler–Maclaurin à l’ordre 0 et la seconde formule de la
moyenne, montrer que

(4)
X

16n6N

eif(n) = o(N) (x ! 1).

(b) En intégrant par parties
R N

1
eif(t) dt, montrer que (4) n’a pas lieu si xf 0(x) tend

vers une limite finie.

41. Pour x 2 R, j 2 N, on pose 'j(x) := e−xxj/j!, et l’on note

Sn(x) :=
X

06j6n

'j(x) (n 2 N, x 2 R).

Le but de ce problème est d’évaluer Sn(x) uniformément par rapport à x lorsque n ! 1,
une question initialement posée et partiellement résolue par Ramanujan.

(a) Soit Q : R+ ! R+ la fonction définie par Q(y) := y ln y − y + 1 =
R y

1
ln tdt. Établir

les formules

Q(1 − v) = v2

Z 1

0

1 − s

1 − sv
ds > 1

2v2 (0 6 v < 1),

Q(1 − v) = 1
2v2 + O(v3) (0 6 v 6 1

2 ).
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(b) Montrer que l’on a

n! = nne−n
p

2⇡n
n
1 + O

⇣ 1
n

⌘o
(n > 1), (1)

et

'j(n) =
e−nQ(j/n)

p
2⇡j

n
1 + O

⇣1
j

⌘o
(1 6 j 6 n)

(c) Soit p := [n/2], b := Q(1
2 ) > 0. Montrer queX

06j6p

'j(n) ⌧ e−bn
p

n (n > 1).

(d) Soit Fn(u) := e−nQ(1−u/n)/
p

2⇡(n − u) (n > 1, 0 6 u < n). On pose

Tn :=
X

06k6p

Fn(k) (n 2 N⇤).

Montrer que, pour toute constante c vérifiant 0 < c < b, on a

Sn(n) =
n
1 + O

⇣ 1
n

⌘o
Tn + O

�
e−cn

�
(e) Montrer que

Tn =
Z p

0

Fn(u) du + 1
2Fn(0) + In + O

�
e−cn

�

avec In :=
R p

0
B1(u)F 0

n(u) du.

(f) Calculer la dérivée logarithmique de Fn(u) et en déduire que

|F 0
n(u)| ⌧ u + 1

n3/2
e−u2/(2n) (0 6 u 6 p).

En déduire que

Tn =
Z p

0

Fn(u) du + O
⇣ 1p

n

⌘
·

(g) Montrer que

Fn

�
v
p

n
�
⌧ e−v2/2

p
n

(0 6 v 6 1
2

p
n)

et que

Fn

�
v
p

n
�

=
e−v2/2

p
2⇡n

n
1 + O

⇣v(1 + v2)p
n

⌘o
(0 6 v 6 1

2n1/6).

En déduire que

Tn = 1
2 + O

⇣ 1p
n

⌘
(n > 1)

et que la même évaluation est valable pour Sn(n).
(h) Montrer que S0

n(x) = −'n(x). En déduire que, pour x := n + z
p

n, |z| 6 n1/6, on a

(⇤) Sn(x) = Φ(z) + O
⇣ 1p

n

⌘
,

où l’on a posé Φ(z) :=
R 1

z
e−v2/2 dv/

p
2⇡.

(i) Montrer que la formule asymptotique (⇤) est en fait valable uniformément pour
x 2 R, n > 1.

1. On ne demande pas de redémontrer que la constante d’Euler–Maclaurin de la fonction t 7! ln t
est 1

2
ln(2⇡).
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42. Soit ↵ 2]0, 1[. On pose

f(t) :=
Y
n>1

⇣ 1
1 − ↵e−nt

⌘
.

Déterminer un développement asymptotique de ln f(t) lorsque t ! 0+.

43. Un exercice qui nécessite des prises d’initiatives. En appliquant la formule d’Euler-
Maclaurin sur l’intervalle [1, N ] à la fonction

f(x) := ln
⇣ x#

1 − e−x#

⌘
,

et en faisant tendre N vers l’infini, montrer que, pour tout entier k > 2 fixé on a, lorsque
# tend vers 0 par valeurs positives,

Y
n>1

⇣ 1
1 − e−n#

⌘
=

�
1 + O(#k)

 
e⇡2/6#−#/24

r
#

2⇡
.

44. Montrer que |B2k+1(x)| 6 (k + 1
2 )|B2k| pour tous x 2 R, k > 1. En déduire que, pour

<e s = σ > 0, n > 1, k > 1, on a

⇣(s) =
X

16m6n

1
ms

− n1−s

1 − s
− 1

2ns
−

X
16j6k

B2j

2jns+2j−1

✓
s + 2j − 2

2j − 1

◆
+ "k,n(s)

avec |"k,n(s)| 6
k + 1/2

(σ + 2k)nσ+2k

����B2k

✓
s + 2k
2k + 1

◆���� .
45. Pour |⌧ | 6 (1 − δ)2⇡x et y > x, montrer que

(5)
X

x<n6y

n−i⌧ =
Z y

x

t−i⌧ dt + O(1).

en adoptant la stratégie suivante : appliquer la formule d’Euler–Maclaurin à l’ordre 0 à
f(t) := t−i⌧ , développer B1(t) en série de Fourier, intégrer terme à terme et majorer
chacune des intégrales obtenues par la seconde formule de la moyenne.

46. Montrer que, pour tous σ0 > 0, 0 < δ < 1, et uniformément pour σ > σ0, x > 1,
0 < |⌧ | 6 (1 − δ)2⇡x, on a

(6) ⇣(s) =
X
n6x

n−s − x1−s

1 − s
+ O(x−σ).

On pourra commencer par établir, en e↵ectuant une sommation d’Abel reposant sur la
formule

m−σ−i⌧ = m−i⌧

Z 1

m

σ dt

t1+σ

et en faisant appel au résultat démontré à l’Exercice 45, que l’on a, dans les conditions
indiquées, X

x<m6n

m−s =
x1−s − n1−s

1 − s
+ O(1).

On pourra ensuite appliquer la formule de l’Exercice 44.
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47. Formule sommatoire de Cauchy–Poisson : un cas simple de validité.
Soit f 2 C(R, C). On suppose que la série

P
n2Z |f(x+n)| est uniformément convergente

sur [0, 1], autrement dit que

"N := sup
06x61

X
|n|>N

|f(x + n)| ! 0 (N ! 1).

(a) Montrer que, pour tous entiers N > 0, M > 0, on a
Z N+M

N

|f(x)|dx 6 "N .

En déduire que l’intégrale
Z +1

−1
|f(x)|dx est absolument convergente et en particulier que

les intégrales

bf(p) :=
Z +1

−1
f(x)e−2⇡ipx dx

sont convergentes pour chaque entier p 2 Z.
(b) Montrer que la fonction ' définie sur R par '(x) :=

P
n2Z f(x+n) est 1-périodique,

continue et vérifie
cp(') = bf(p) (p 2 Z).

(c) On suppose que la série
P

p
bf(p) est absolument convergente. Montrer que ' est en

tout point somme de sa série de Fourier et, en particulier, que l’on aX
n2Z

f(n) =
X
p2Z

bf(p).

48. Fonction thêta de Jacobi.
On définit la fonction thêta de Jacobi par la formule

#(z) :=
X
n2Z

e−⇡n2z (<e z > 0).

(a) Montrer que #(1/z) = #(z)
p

z où la racine carrée est prise en détermination
principale.

(b) Montrer que, lorsque z ! 0 dans le secteur |=mz| 6 c|<e z|, on a

#(z) =
1p
z

+ O
⇣e−⇡/d|z|p

|z|

⌘

avec d =
p

1 + c2.

49. Une série de Fourier très petite au voisinage de l’origine.
Soit T > 0 et

f(t) =
X
n>0

ane2⇡in2t =
X
n2Z

(−1)ne−⇡n2(T−2it).

(a) Montrer que

f(t) =
1

2
p

z

n
#
⇣ 1

4z

⌘
− #

⇣1
z

⌘o
(z = T − 2it).

(b) En déduire que

f(t) ⌧ e−⇡/8T

T
(−1

2T 6 t 6 1
2T ).
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50. Sommes de Riemann.
Pour T > 0, désignons par HT l’espace des fonctions T -périodiques Riemann-intégrables

sur une période. On munit HT de la norme de la convergence en moyenne quadratique,
notée k · k2. Soit f 2 HT , de moyenne M(f). On pose

fk(x) :=
1
k

X
06j<k

f
⇣
x +

jT

k

⌘
(k 2 N⇤).

(a) Montrer que cn(fk) :=
⇢

cn(f) si n ⌘ 0 (mod k),
0 si n 6⌘ 0 (mod k).

(b) En déduire que limk!1 kfk−M(f)k2 = 0, autrement dit que fk converge vers M(f)
dans HT .

51. Montrer que l’on a

X
n>1

e−n2t

n
= 1

2 ln(1/t) + 1
2γ + O

�p
t
�

(0 < t 6 1)

où γ = −Γ0(1) est la constante d’Euler.

52. En admettant le théorème des nombres premiers sous la forme forte

#(x) :=
X
p6x
p2P

ln p = x + Om

�
x/{lnx}m

�
(x > 1, m > 1),

où P désigne l’ensemble des nombres premiers, montrer que
X
p2P

e−py ⇡
X
n>0

cn

y{ln y}n+1
(y ! 0+)

où l’on a posé cn := −
R 1
0

e−t(ln t)n dt.

53. On pose σ(n) :=
P

d|n d (n 2 N⇤).
(a) Montrer que

S(x) :=
X
n6x

σ(n) = 1
12⇡2x2 + O(x lnx) (x > 2).

(b) Pour y 2 [0, 1[, transformer l’expression

T (y) :=
X
n>1

nyn

1 − yn

en faisant intervenir σ(n) puis S(n) (n 2 N⇤).
(c) Déterminer a 2 R tel que

T (y) ⇠ a

(1 − y)2
(y ! 1−).
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54. Montrer que Z 1

0

exxn

(1 + x2)n
dx ⇠

p
⇡e

2n
p

2n
(n ! 1).

55. Déterminer un développement asymptotique pour l’intégrale

In :=
Z ⇡

0

xn sinxdx (n ! 1).

56. Évaluer asymptotiquement

Sn :=
X

06k6n

✓
n

k

◆
k!
nk

·

On pourra utiliser la formule n

Z 1

0

e−nxxk dx = k!/nk.

57. Soient f et g deux fonctions analytiques réelles, définies sur [−1, 1]. On suppose que
f est à valeurs positives et possède un unique zéro à l’origine.

(a) Montrer le plus petit indice k tel que f (k)(0) 6= 0 est nécessairement pair. On posera
k = 2m.

(b) Montrer qu’il existe un nombre réel δ > 0 et une fonction analytique h : [−δ, δ] ! R
injective tels que f(t) = h(t)2m pour tout t 2 [−δ, δ].

(c) Déterminer un développement asymptotique de l’intégrale

F (x) :=
Z 1

−1

g(t)e−xf(t) dt (x ! +1).

On pourra établir la formuleZ 1

−1
e−xy2m

y2j dy =
1

mx(2j+1)/2m
Γ
⇣2j + 1

2m

⌘
(j 2 N, m 2 N⇤, x > 0).

58. Déterminer un développement asymptotique selon les puissances de 1/n pour
l’intégrale double

J(n) :=
Z 1

0

Z 1

0

e−n(x2+y2)(1 − x − y)n dxdy.

Calculer les deux premiers coefficients non nuls.
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59. Montrer que

Z 1

−1

eix

(x3 + 3x − 2i)n
dx ⇠ 2e in

p
⇡

4n
p

3n
(n ! 1).

60. Déterminer un équivalent asymptotique pour l’intégrale

J(t) :=
Z

R

eitx

(1 + x2)t
dx

lorsque le paramètre réel t tend vers +1.

61. Soit ↵ 2]0,1[. Déterminer un développement asymptotique pour

F↵(t) :=
Z

R

ez−tz2

1 + t↵z2
dz.

On distinguera les cas ↵ < 1, ↵ = 1 et ↵ > 1.

62. Montrer que

Z i+1

i−1

e−z2

(1 + z)n
dz ⇠

p
⇡(2e)n/2ei

p
2n

in
p

2enn/2
(n ! 1).
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63. Soient {an}1n=0 2 RN et b 2 R. On pose sn :=
P

06m6n am (n > 0).
(a) Calculer bN := (1/N)

P
06n6N sn en fonction de a0, . . . , aN . En déduire que, sous

l’hypothèse

(8·7) lim
N!1

bN = b,

une condition nécessaire et suffisante pour que la série
P

n>0 an converge vers b est que
l’on ait

P
06n6N nan = o(N) (N ! 1).

(b) On suppose la condition (8·7) réalisée.
(i) Calculer sn en fonction de bn et bn−1. Montrer que les séries S(z) :=

P
n>0 snzn

et A(z) :=
P

n>0 anzn convergent dans le disque unité ouvert.
(ii) Montrer que S(x) = (1 − x)

P
n>0 nbnxn pour 0 < x < 1. En déduire que

limx!1−(1 − x)S(x) = b. On pourra poser bn = b + "n (n > 0) où "n tend vers 0 et
majorer E(x) := |

P
n>0 "nnxn|.

(iii) Pour 0 < x < 1, écrire (1 − x)S(x) en fonction de A(x).
(c) Soit K 2 R. La condition infn2N nan > −K est-elle une condition taubérienne

suffisante pour que l’hypothèse (8·7) implique la convergence vers b de la série
P

n>0 an ?

64. Déduire du Théorème 4.1 l’estimation(1)

X
n6x

µ(n)
n

⌧ lnx

ln2 x
(x ! 1).

65. Soit {ap} une suite bornée indexée par les nombres premiers. Montrer que si
P

ap p−σ

tend vers une limite lorsque σ ! 1+ alors la série
P

ap/p converge. Montrer que le résultat
est faux pour une suite indexée par les entiers.

66. Soit A une constante positive et {bn}1n=1 une suite complexe satisfaisant à |bn| 6 A⌧(n)
pour tout entier n > 1 et à

(8·8)
X
n>1

bn

nσ
= o

⇣ 1
(σ − 1)2

⌘
(σ ! 1+).

(a) Est-il vrai que l’on a nécessairement
P

n6x bn/n = o
�
(lnx)2

�
(x ! 1) ?

(b) Même question pour la relation asymptotique
P

n6x bn = o(x lnx) lorsque x ! 1.
(c) Soit {an}1n=1 une suite complexe bornée telle queX

n>1

an

nσ
= o

⇣ 1
σ − 1

⌘
(σ ! 1+).

On suppose maintenant que bn :=
P

d|n ad. Montrer que l’on a (8·8). L’hypothèse
supplémentaire concernant la structure de la suite n 7! bn implique-t-elle une modification
de vos conclusions quant à la validité des relations considérées en (a) et (b) ?

1. Cette estimation non triviale est bien entendu beaucoup plus faible que l’assertion
P

n µ(n)/n,
équivelente au théorème des nombres premiers, mais elle n’utilise qu’une information très fragmen-
taire sur la série de Dirichlet 1/⇣(s) associée à la fonction de Möbius.
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67. Théorème de Berry–Esseen. Soit X une variable aléatoire réelle, de moyenne nulle,
de variance égale à 1, et de moment absolu d’ordre 3 fini %. On pose F (x) := Prob (X 6
x) (x 2 R) et

'(⌧) :=
Z +1

−1
ei⌧x dF (x) (⌧ 2 R).

Enfin, on désigne par Fn(x) la fonction de répartition de (1/
p

n)
Pn

j=1 Xj , où les Xj sont
des variables indépendantes de même loi que X.

(a) Montrer que % > 1.
(b) En utilisant les inégalités���eiy −

X
06j6m

1
j!

(iy)j
��� 6

1
(m + 1)!

|y|m+1 (y 2 R, m > 0)

et | log(1 − y) + y| 6 |y|2 (y 2 C, |y| 6 1
2 ), montrer que

|'(⌧) − 1| 6 1
2⌧2, |'(⌧) − 1 + 1

2⌧2| 6 1
6%|⌧ |3 (⌧ 2 R),��� log '(⌧) + 1

2⌧2
��� 6 1

4⌧4 + 1
6%|⌧ |3 (|⌧ | 6 1).

(c) Montrer que l’on a pour tout n > 1���'⇣ ⌧p
n

⌘n

− e−⌧2/2
��� ⌧ e−⌧2/4

n
%
|⌧ |3p

n
+

⌧4

n

o
(%|⌧ | 6

p
n).

(d) Déduire de ce qui précède que l’on a

sup
x2R

���Fn(x) − 1p
2⇡

Z x

−1
e−t2/2 dt

��� 6 C
%p
n

où C est une constante absolue convenable.(2)

68. Sur une idée de Wirsing (1956). Soient P un ensemble de nombres premiers, et # la
fonction indicatrice de l’ensemble des entiers dont tous les facteurs premiers sont dans P.
On pose T (x) :=

P
n6x #(n). On suppose l’existence de constantes δ > 0 et K > 0 telles

que, lorsque x ! 1,

(i)
X
p6x

#(p) ⇠ δx

lnx
, (ii)

Y
p6x

⇣
1 +

#(p)
p − 1

⌘
⇠ K(lnx)δ.

(a) Montrer que, pour x ! 1, on a

(iii)
X
n6x

#(n) lnn ⇠ δx
X
m6x

#(m)
m

, (iv) T (x) ⇠ δx

lnx

X
m6x

#(m)
m

·

(b) Montrer que la relation (i) seule implique, lorsque σ ! 0+,X
p6exp(1/σ)

#(p)
p

(1 − p−σ) −
X

p>exp(1/σ)

#(p)
p1+σ

= γδ + o(1).

En déduire que
X
m>1

#(m)
m1+σ

⇠ e−γδ
Y

p6exp(1/σ)

⇣
1 − #(p)

p

⌘−1

(σ ! 0+).

(c) Montrer que sous les hypothèses (i) et (ii), on a

T (x) ⇠ δKe−γδ

Γ(δ + 1)
x(lnx)δ−1 (x ! 1).

2. Feller (1970) montre que la valeur C = 3 est admissible.
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69. Une réciproque d’un théorème d’Ingham (Corollaire 7.3). Soit {an}1n=1 une suite
complexe bornée telle que

P
n>1 an/n = a.

(a) Montrer que, pour tout y > 1 fixé, on a

X
N/y<n6N

an

�
N

n

⌫
=

X
m6y

Z N/m

0

X
max(t,N/y)<n6N/m

an

n
dt = o(N).

(b) En déduire que

(8·9) lim
N!1

1
N

X
16n6N

an

�
N

n

⌫
= a.

(c) Application. Soit # 2 RrZ. On pose ⌧⇤(n,#) :=
P

d|n e(d#). Montrer que la quantité

1
N

X
n6N

⌧⇤(n,#)

tend vers une limite finie lorsque N tend vers l’infini et la calculer.

70. (a) Montrer que
P

n>0 ne−n2σ ⇠ 1/(2σ) lorsque σ ! 0+.
(b) En déduire la variante suivante du théorème de Hardy–Littlewood : soient K 2 R

et {an}1n=0 une suite réelle vérifiant nan > −K (n > 1) et

F (σ) :=
X
n>0

ane−σn2
= s + o(1) (σ ! 0+);

alors la série
P

n>0 an converge et est de somme s.
(c) Montrer que limσ!0+

P
n>0(−1)ne−σn2

= 1
2 . Qu’en déduisez-vous ?

71. Soit g(n) :=
P

d|n µ(d)ein/d (n > 1). Montrer que la série
P

n>1 g(n)/n converge et
calculer sa somme.
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I. Soient N 2 N⇤ et f 2 C3([0, 1], R). On pose

fN (x) :=
f(x/N)

x
(1 6 x 6 N).

(a) Montrer que l’on a uniformément pour 1 6 x 6 N

fN (x) =
f(0)
x

+
f 0(0)
N

+ O
⇣ x

N2

⌘
,

f 0
N (x) =

−f(0)
x2

+ O
⇣ 1

N2

⌘
,

f 00
N (x) =

2f(0)
x3

+ O
⇣ 1

N3

⌘
.

(b) Établir la formule asymptotique

X
16n6N

f(n/N)
n

=
Z 1

1/N

f(y)
y

dy + γf(0) +
f 0(0) + f(1)

2N
+ O

⇣ 1
N2

⌘

où γ désigne la constante d’Euler.
(c) Application. Donner une formule asymptotique pour

X
16n6N

cos(⇡n/2N)
n

lorsque N ! 1.

II. (a) Montrer que, pour tout entier n > 1, l’équation (sinx)2 = 1/ lnx possède
exactement deux solutions réelles, xn et yn, dans ]2⇡n − ⇡/2, 2⇡n + ⇡/2[.

(b) On convient dans la suite que xn < yn. Donner un développement asymptotique
pour yn − 2⇡n lorsque n ! 1. On s’attachera essentiellement à donner la forme
du développement et à préciser la nature de la convergence sans chercher à calculer
explicitement les coefficients qui interviennent.
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Pour x 2 R, j 2 N, on pose 'j(x) := e−xxj/j!, et l’on note

Sn(x) :=
X

06j6n

'j(x) (n 2 N, x 2 R).

Le but de ce problème est d’évaluer Sn(x) uniformément par rapport à x lorsque n ! 1,
une question initialement posée et partiellement résolue par Ramanujan.

(a) Soit Q : R+ ! R+ la fonction définie par Q(y) := y ln y − y + 1 =
R y

1
ln tdt. Établir

les formules

Q(1 − v) = v2

Z 1

0

1 − s

1 − sv
ds > 1

2v2 (0 6 v < 1),

Q(1 − v) = 1
2v2 + O(v3) (0 6 v 6 1

2 ).

(b) Montrer que l’on a

n! = nne−n
p

2⇡n
n
1 + O

⇣ 1
n

⌘o
(n > 1), (1)

et

'j(n) =
e−nQ(j/n)

p
2⇡j

n
1 + O

⇣1
j

⌘o
(1 6 j 6 n)

(c) Soit p := [n/2], b := Q(1
2 ) > 0. Montrer queX

06j6p

'j(n) ⌧ e−bn
p

n (n > 1).

(d) Soit Fn(u) := e−nQ(1−u/n)/
p

2⇡(n − u) (n > 1, 0 6 u < n). On pose

Tn :=
X

06k6p

Fn(k) (n 2 N⇤).

Montrer que, pour toute constante c vérifiant 0 < c < b, on a

Sn(n) =
n
1 + O

⇣ 1
n

⌘o
Tn + O

�
e−cn

�

(e) Montrer que

Tn =
Z p

0

Fn(u) du + 1
2Fn(0) + In + O

�
e−cn

�

avec In :=
R p

0
B1(u)F 0

n(u) du.

1. On ne demande pas de redémontrer que la constante d’Euler–Maclaurin de la fonction t 7! ln t
est 1

2
ln(2⇡).
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(f) Calculer la dérivée logarithmique de Fn(u) et en déduire que

|F 0
n(u)| ⌧ u + 1

n3/2
e−u2/(2n) (0 6 u 6 p).

En déduire que

Tn =
Z p

0

Fn(u) du + O
⇣ 1p

n

⌘
·

(g) Montrer que

Fn

�
v
p

n
�
⌧ e−v2/2

p
n

(0 6 v 6 1
2

p
n)

et que

Fn

�
v
p

n
�

=
e−v2/2

p
2⇡n

n
1 + O

⇣v(1 + v2)p
n

⌘o
(0 6 v 6 1

2n1/6).

En déduire que

Tn = 1
2 + O

⇣ 1p
n

⌘
(n > 1)

et que la même évaluation est valable pour Sn(n).
(h) Montrer que S0

n(x) = −'n(x). En déduire que, pour x := n + z
p

n, |z| 6 n1/6, on a

(⇤) Sn(x) = Φ(z) + O
⇣ 1p

n

⌘
,

où l’on a posé Φ(z) :=
R 1

z
e−v2/2 dv/

p
2⇡.

(i) Montrer que la formule asymptotique (⇤) est en fait valable uniformément pour
x 2 R, n > 1.
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I. Soit ↵ 2 R. Déterminer la nature de la série

X
n>2

1
n1+i↵ ln2 n

·

II. Soit β 2]0, 1[. On pose fβ(t) := eit

.
(a) Montrer qu’il existe un entier naturel k tel que f

(k)
β 2 L1([1,1[).

(b) Donner un équivalent asymptotique de la quantité

SN (β) :=
X

16n6N

ein

(N ! 1).

III. Soient f et g deux fonctions analytiques réelles, définies sur [−1, 1]. On suppose que
f est à valeurs positives et possède un unique zéro à l’origine.

(a) Montrer le plus petit indice k tel que f (k)(0) 6= 0 est nécessairement pair. On posera
k = 2m.

(b) Montrer qu’il existe un nombre réel δ > 0 et une fonction analytique h : [−δ, δ] ! R
injective tels que f(t) = h(t)2m pour tout t 2 [−δ, δ].

(c) Déterminer un développement asymptotique de l’intégrale

F (x) :=
Z 1

−1

g(t)e−xf(t) dt (x ! +1).

On pourra établir la formule

Z 1

−1
e−xy2m

y2j dy =
1

mx(2j+1)/2m
Γ
⇣2j + 1

2m

⌘
(j 2 N, m 2 N⇤, x > 0).
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I. Déterminer un développement asymptotique pour l’intégrale

In :=
Z ⇡

0

xn sinxdx (n ! 1).

On pourra e↵ectuer le changement de variable x = ⇡e−y.

II. Soient f et g deux fonctions analytiques réelles, définies sur [−1, 1]. On suppose que
f est à valeurs positives et possède un unique zéro à l’origine.

(a) Montrer le plus petit indice k tel que f (k)(0) 6= 0 est nécessairement pair. On posera
k = 2m.

(b) Montrer qu’il existe un nombre réel δ > 0 et une fonction analytique h : [−δ, δ] ! R
injective tels que f(t) = h(t)2m pour tout t 2 [−δ, δ].

(c) Déterminer un développement asymptotique de l’intégrale

F (x) :=
Z 1

−1

g(t)e−xf(t) dt (x ! +1).

On pourra établir la formule

Z 1

−1
e−xy2m

y2j dy =
1

mx(2j+1)/2m
Γ
⇣2j + 1

2m

⌘
(j 2 N, m 2 N⇤, x > 0).

III. Déterminer un équivalent asymptotique pour l’intégrale

J(t) :=
Z

R

eitx

(1 + x2)t
dx

lorsque le paramètre réel t tend vers +1. On pourra poser c :=
p

2 − 1, noter que
1+ c2 = 2(1− c), 1− c2 = 2c, c

p
2 = 1− c, et écrire le développement de Taylor à l’origine

du polynôme P (y) := (1 + y − c2)2 + 4c2y.
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I. Évaluer asymptotiquement

Sn :=
X

06k6n

✓
n

k

◆
k!
nk

lorsque l’entier n tend vers l’infini. On pourra utiliser la formule n

Z 1

0

e−nxxk dx =
k!
nk

·

II. (a) Montrer que pour chaque entier n > 1 l’équation x sin⇡x = 1 possède une solution
unique xn dans l’intervalle ]2n, 2n + 1

2 [.
(b) On pose xn = 2n + yn. Montrer que limn!1 yn = 0, et en déduire un équivalent

asymptotique de yn.
(c) Déterminer une fonction gn holomorphe dans le disque unité telle que, pour n > 1,

yn soit l’unique solution de l’équation

gn(z)
2n

= z

dans le disque D(0; 1
2 ) = {z 2 C : |z| < 1

2}. On pourra utiliser, après l’avoir démontrée,
l’inégalité | sin⇡z| > 2|z| (|z| 6 1

2 ).
(d) Montrer l’existence d’une suite complexe double {cjk}k>0, 06j<k telle que, pour tous

entiers k > 0, n > 1, on ait

1
2⇡i

I
|z|=1/2

dz

(sin⇡z)k(1 + z/2n)k
=

X
06j6k−1

cjk

(2n)j
·

Montrer que
|cjk| 6 2k−2 (0 6 j 6 k − 1).

(e) Montrer que pour n > 2, on peut écrire

yn =
X
m>1

bm

(2n)m
,

où la série est absolument convergente. Vérifier que la valeur de b1 est compatible avec le
résultat obtenu en (a).

III. Déterminer un équivalent asymptotique pour l’intégrale

J(t) :=
Z

R

eitx

(1 + x2)t
dx

lorsque le paramètre réel t tend vers +1. On pourra poser c :=
p

2 − 1, noter que
1+ c2 = 2(1− c), 1− c2 = 2c, c

p
2 = 1− c, et écrire le développement de Taylor à l’origine

du polynôme P (y) := (1 + y − c2)2 + 4c2y.
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Master de Mathématiques (M2) 2013/14 Durée : 3h
Méthodes analytiques
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I. (a) Déterminer x0 > 0 tel que l’équation ey = xy possède une solution réelle unique
y = y(x) > 1 pour x > x0.

(b) Montrer que pour x assez grand on a

y(x) = lnx + ln2 x +
X
n>1

Pn(ln2 x)
(lnx)n

où Pn est un polynôme réel sans terme constant et de degré 6 n. Notant g(z) := z/(ez−1),
expliciter les coefficients de Pn en fonctions des dérivées à l’origine des fonctions g(z)k et
ezg(z)k (k > 1). Donner l’expression de P1(X) et P2(X).

II. (a) Montrer que, si z = x + iy, x > 0, et si u + iv désigne la détermination principale
de

p
z, alors

u =
q

1
2x + 1

2

p
x2 + y2.

(b) Établir l’évaluation asymptotique

F (t) :=
1

2⇡i

Z 1+i1

1−i1
et(z−p

z) dz

z
⇠ 2e−t/4

p
⇡t

(t ! 1),

où la racine carrée complexe est définie en détermination principale. On pourra utiliser
sans la redémontrer l’inégalité

q
1
2 + 1

2

p
1 + v > 1 + 1

16 min(v, v1/4) (v > 0).
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la rédaction et de la présentation.

I. I. Soit k un entier supérieur ou égal à 2.
(a) Montrer qu’il existe un nombre réel r > 0 tel que, pour tout w 2 ]0, r[, l’équation

z = 1 + wzk possède une unique solution réelle z(w) dans l’intervalle [1, 2].
(b) Montrer que, si r est choisi assez petit, cette solution z(w) admet un développement

en série entière convergent
z(w) = 1 +

X
n>1

ak,nwn,

où {ak,n}n>1 est une suite d’entiers que l’on déterminera. On vérifiera que le rayon de
convergence de la série est en fait égal à (k − 1)k−1/kk.
Remarque. Pour k = 2 on obtient ainsi les nombres de Catalan.

II. Déterminer deux polynômes de degré 2 à coefficients rationnels P (X) et Q(X) tels que
l’on ait, pour une constante convenable C > 0,

Y
16n6N

nn = CNP (N)e−Q(N)
n
1 + O

⇣ 1
N2

⌘o
(N > 1).

III. Le but de ce problème est de déterminer le comportement asymptotique lorsque
x ! 1 de la fonction de Bessel

J0(x) :=
1
⇡

Z ⇡

0

cos(x sin t) dt.

(a) On pose J(x) =
1
⇡

Z ⇡/2

−⇡/2

eix cos t dt. Montrer que J0(x) = <e J(x).

(b) Déterminer l’axe principal du col correspondant à l’intégrale J(x). Montrer que

J(x) =
1
⇡

Z
L

eix cos z dz + O
⇣ 1

x

⌘
(x > 1)

où L est un segment oblique du plan complexe que l’on explicitera.
(c) Montrer que, dans l’intégrale précédente, on peut remplacer L par un sous-segment

de longueur 6 2x−5/12 , quitte à induire une erreur de l’ordre de e−cx1/6
où c est une

constante absolue strictement positive.
(d) Déterminer une formule asymptotique pour J(x) puis pour J0(x).



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


