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Intégrale de Cauchy et

intégrale de Riemann (résumé)

1. Notion d’intégrale

Pour les Grecs, la notion d’aire d’'un domaine plan résulte d’un passage a la limite a
partir de ’aire des domaines polygonaux, elle-méme obtenue par triangulation.
Les propriétés géométriques évidentes souhaitées pour 'aire A(D) d’un domaine D du
plan sont :
(i) la croissance, soit Dy C Dy = A(D1) < A(D»),
(ll) l'additivité disjointe, soit D1 ﬂDQ = = A(Dl UDQ) = A(Dl) —|—A(D2)
Cela implique en particulier que 'aire est toujours positive ou nulle, et que, pour des
domaines bornés, 'on peut se ramener systématiquement & 1’étude de domaines limités
par l'axe y = 0, une courbe y = f(x), et des droites verticales x = a, x = b. Supposant le
probleme de lexistence résolu, et désignant par F'(z) l’aire du type précédent limitée par
les droites d’abscisses a et z, les propriétés (i) et (ii) impliquent facilement par comparaison
avec des aires de rectangles que ’on a pour h # 0

Flx+h)— F(x
h
ott 'on a posé m = infrogicorn f(t), M = sup,c;c,ip f(t). En particulier, si f est
continue, on voit en faisant tendre A vers 0 que F' est nécessairement dérivable au point
x et satisfait a

F'(x) = f().

On obtient ainsi un lien entre le calcul intégral et la recherche des primitives. Il a été
montré en DEUG que laire F'(x) peut étre rigoureusement définie dans le cas des fonctions
continues. Cela établit, grace au calcul précédent, que toute fonction continue sur un
intervalle posséde des primitives.

Le procédé utilisé en DEUG reposait sur I’étude des sommes de Darboux supérieures et
inférieures relatives & des subdivisions 0 = {xg =a < x1 < ... <z, = b} de [a,b], soit

n—1 n—1
so(f) =Y mj(wjp1 —a;), Se(f) = Mjwjs — ),
§=0 Jj=0

avec m; = infy; <t<a;y (1), Mj =sup, <i<a,,, [(t) (0 <j <n). Laquantité

b
F(b) = / Ft)dt
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était alors définie, dans le cas d’une fonction f continue, comme la valeur commune (c’est
la le théoreme!) des deux nombres

s(f):sgpsa(f) et S(f):iI;fSU(f)'

La démonstration repose sur le fait qu’une fonction continue sur un intervalle fermé borné
est en fait uniformément continue. Une conséquence pratique importante de cette étude
est que l'aire F'(b) est égale a G(b) — G(a) pour toute primitive G de f sur [a, b].

L’un des buts de ce cours est d’étendre la notion d’intégrale a des classes de fonctions
plus générales que les fonctions continues. L’intégrale des fonctions continues, telle qu’elle
est définie ci-dessus, satisfait & certaines propriétés essentielles que I’on aimerait conserver
pour les généralisations envisagées :

1. Linéarité : L’application f — f; f dt est une forme linéaire sur Cla, b].

2. Positivité - f >0 = f: fdt > 0. (Attention & la signification de f > 0.)
Ces deux propriétés ont des conséquences tres importantes, notamment la croissance

f>9g= f: fdt > ffgdt, dont les cas particuliers f ou g constante sont rassemblés
dans les inégalités de la moyenne

1 b
m<f<M2>m<—/ fdt < M.
b—a J,

Lorsque f est continue, on en déduit, par le théoréeme des valeurs intermédiaires, la formule
de la moyenne

b
e lats g [ Fae=£©)

Une autre conséquence, tres utile en pratique, des deux points précédents est I'inégalité

‘/abfdt‘g/ab\f\dt.

3. Continuité. La forme linéaire f +— fab f dt est continue lorsque Cla, b] est
muni de la norme de la convergence uniforme

[flloc = sup [f(?)]-
<b

a<t<

On a en fait | f; fdt] < (b—a)| f|leo, ’apres les inégalités de la moyenne.

4. Relation de Chasles. f;fdt = facfdt + fcbfdt, avec la convention
habituelle de signes lorsque la borne inférieure dépasse la borne supérieure.

2. Intégrale de Cauchy

Une fonction en escalier est une fonction qui est constante sur chacun des intervalles
ouverts associés a une subdivision convenable de [a, b], soit

fl)=y;  (zj <z <zj11),

avec r9g = a < 1 < ... < x, = b fixés. L’intégrale des fonctions en escalier est
intuitivement évidente : c’est la somme des aires des rectangles délimités par la fonction,
autrement dit

On peut aussi vérifier sans peine que cette somme est égale a s(f) et a S(f).
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Proposition 2.1. L’ensemble Escla,b] des fonctions en escalier sur [a,b] est une sous
algebre de 'ensemble Bla,b] des fonctions bornées sur [a, b].

Corollaire. L’application f ~— f; fdt est une forme linéaire continue positive sur
FEscla,b] muni de la norme de la convergence uniforme.

L’extension de Cauchy de la notion d’intégrale repose sur le résultat suivant.

Lemme 2.2. Soit f € Bla,b] telle qu’il existe une suite { f,, }°>; de fonctions de Esc|a, b]

convergeant uniformément vers f. Alors la suite { f: fndt}o2, converge et sa limite ne
dépend pas de la suite {f,}22, choisie.

On définit alors 'intégrale de Cauchy de f par la formule

b b
/fdt:: lim/fndt.

3. Fonctions réglées

Définition. Une fonction f : [a,b] — R est dite réglée si elle posseéde une limite a droite
en a, a gauche en b, et a la fois une limite a droite et une limite a gauche en tout point
de ]a,b[. On note Rég[a,b] I'ensemble des fonctions réglées sur [a, b].

Les fonctions continues et les fonctions en escalier sont réglées. La fonction définie sur
[—1,1] par f(z) = sin(1/z) si z # 0 et f(0) = 0 n’est pas réglée. Une fonction réglée
est nécessairement bornée : sinon, soit {z, }72; une suite de points de [a,b] satisfaisant
a |f(zn)| > n. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer, grace au théoreme de
Bolzano-Weierstrass, que x,, — x € [a,b]. Il est clair que f ne peut avoir de limites a
gauche et a droite en z.

Proposition 3.1. Régla,b] est une sous-algébre de Ba,b].

Le résultat fondamental suivant permet de caractériser les fonctions réglées parmi les
fonctions bornées.

Théoréme 3.2. Soit f € Bla,b|. Les deux propositions suivantes sont équivalentes.
(i) f € Régla,b].
(ii) f est limite uniforme sur |a,b] d’une suite de fonctions en escalier.

La démonstration fait appel, pour le sens (i)=-(ii), au théoreme de Heine-Borel-
Lebesgue. Etablissons cette implication. Soit f € Régla,b]. Nous allons montrer que pour
chaque € > 0 il existe une fonction g = g. € Fsc[a, b] telle que ||f — gl|oo < €.

Pour chaque z € [a, b], les limites

fle=)= "lim_ f(z),  flz4+)= lim_ f(z)

Yy—x,y<x Yy—x,y>x

existent. Cela implique I’existence d’un nombre réel positif d, (dépendant aussi de €) tel
que
—-) = <e siy<u,
0<|y—z| <d, et Ga,b)i{‘f(x ) — (W)l :
(0<ly=+ velab) = ) - )l <e siy>w

Maintenant, on a trivialement [a,b] C U,cjap)]T — 0z, @ + 0z[. Le théoreme de Borel-
Lebesgue implique donc l'existence d’un ensemble fini {x1,...,x,} de points de [a, b] tel
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que [a,b] C Uigjcnl®j — 0a,,x; + 0g, [ Désignons par {z;,}}_, la suite croissante des
nombres z; £ 9., . On a p < 2n. Choisissons un entier R assez grand pour que 'on ait

(b—a)/R< Ogggp(%ﬂ — 2n),

X

et posons a, =a+7r(b—a)/R (0<r<R).
Nous allons établir que

Vre[0,R] 3 e[l,n]:|ar,art1] Clae — 0zp, xo + Oz

Pour chaque indice r il existe un m tel que x,, — d5,, < ar < Ty, + d5,,. Si U'intervalle
|Tm—0z,,, Tm+0ds, [ ne contient aucun xx—0d,, , la propriété de recouvrement des intervalles
|zj — 0z;, 25 + 0, implique [a,,ar41] C [ar,b] ClTm — e, , Tm + 0z, [, et la conclusion
attendue est bien réalisée avec £ = m. Sinon, on peut supposer xy + 0, > Ty, + 0., (faute
de quoi lintervalle |z — d,, , Tk + 04, | serait superflu) et l'on a soit z,, — d,,, < ar <
T — Og), < Ty, + 05,5 SOIt Xy — Oy, < X — 0z, < Ap < Ty + O, . Dans le premier cas,
on peut choisir £ = m, puisque a,41 < ar + (Ty, + 0z,,) — (Tk — 0z, ) < Ty, + 04, . Dans le
second cas, on peut choisir £ = k, puisque a,4+1 < ar + (2 + 0z, ) — (T +02,,,) < T+ Iz, -

Nous sommes donc en mesure d’associer a chaque indice r de [0, R] un indice ¢ = £(r)
(par exemple le plus petit possible) tel que 1 < ¢ < n et [ay, arp1] Clxe — a0y, e + 0y, |-
Définissons alors une fonction en escalier g sur [a,b] en posant pour a, < = < arq1
(0<r<R)

Tm

f(xf(r)_) sia, << Lo(rys
g(z) =< f(mery)) sz = x40,
@y +)  siar < zgy < & < arg1,

et g(b) = f(b). La définition des ¢, implique immédiatement ||f — g||~ < €. Cela acheve
la démonstration de 'implication (i)=-(ii).

Corollaire 3.3. Toute fonction continue sur [a,b] est limite uniforme de fonctions en
escalier.

Corollaire 3.4. Toute fonction monotone sur [a,b] est limite uniforme de fonctions en
escalier.

Ce dernier énoncé découle du fait qu’une fonction monotone bornée est réglée, ce que
I’on peut établir facilement.

Le Théoréme 3.2 montre donc que l'intégrale de Cauchy est définie sur Rég[a, b]. 11 est
important de noter que ce n’est pas le nombre des discontinuités d’une fonction qui régit
son appartenance a Régla,b], mais leur nature. Cependant, le théoréme suivant, qui peut
étre prouvé facilement grace au Théoreme 3.2 (et moins facilement sans — cf.I’exercice
no. 30) montre qu’une fonction réglée ne peut avoir “trop” de discontinuités.

Théoreme 3.5. L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction réglée est dénom-
brable.

Remarque. Cet ensemble peut effectivement étre infini. La fonction définie sur [0, 1] par
f(0)=0, fx)=y, si 1/(n+1)<z<1/n (n=1,2,...)

est génériquement discontinue en tous les 1/n et est réglée si, et seulement si, la suite
{yn}52, est convergente.
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4. Propriétés fondamentales de I’intégrale de Cauchy

La définition de l'intégrale de Cauchy et le corollaire a la proposition 2.1 impliquent
facilement, par passage a la limite, le résultat suivant.

Théoréeme 4.1. L’application [ +— f; fdt est une forme linéaire continue positive sur
Régla,b] muni de la norme de la convergence uniforme. De plus, cette application satisfait
a la relation de Chasles.

Les propriétés 1 a 4 du §1 sont encore satisfaites pour les fonctions réglées. Cependant,
il faut noter deux différences importantes avec le cas des fonctions continues : d’une part,
on peut avoir f > 0, ff fdt =0 et f non identiquement nulle ; d’autre part, la formule
de la moyenne n’est plus valable. (Trouver des contre-exemples!)

Théoréme 4.2. Soit f € Régla,b]. L'intégrale indéfinie F(z) = ff f(t)dt est continue
sur [a,b] et est dérivable en tout point de continuité de f. En un tel point, on a
Fl(z) = f(x).

11 faut surtout retenir que F'(z) n’est pas nécessairement dérivable partout (exemple :
f(z) = sgn(z)) mais noter aussi que F' peut, dans certains cas, étre dérivable en un point
de discontinuité de f. Construire des exemples.

Le résultat suivant est tres important en pratique pour majorer des intégrales dont
I’intégrande comporte un facteur oscillant.

Théoréme 4.3 (Seconde formule de la moyenne). Soient f, g deux fonctions réglées
sur [a,b]. Si f est décroissante et satisfait a f(b) > 0, alors il existe & € [a,b] tel que

b €
/ f(Dg(t)dt = f(a) / o(t) dt.

Corollaire 4.4. Soit f une fonction monotone sur [a, b], bornée par M en valeur absolue.
Alors on a

‘/abf(t)emdt‘ < % (x #£0).

Corollaire 4.5. Soient f, g deux fonctions réelles définies sur [a,oo[ et réglées sur tout
intervalle [a,b] (b > a). On suppose que f(x) tend vers 0 en décroissant lorsque x — oo et

que A := sup,s, | ff g(t)dt| < co. Alors I'intégrale [ f(t)g(t)dt est convergente et I'on
a

‘/aoo f()g(t)dt — /abf(t)g(t) dt‘ <24f(b)  (b>a).

5. Retour sur l’'intégrale de Riemann

Le procédé des sommes de Darboux peut converger bien que la fonction ne soit pas
continue, ou méme réglée. Riemann introduit a priori’espace des fonctions pour lesquelles
le procédé est convergent.

Définition. On appelle subdivision d’un intervalle [a, b] une suite finie o = {zg,...,Tn}
telle que a = z9g < 1 < ... < z, = b. Le pas d’une subdivision o est la quantité
|o|| = maxogjen(zj11 — 2;). Etant données f € Bla,b] et o subdivision de [a,b], on
appelle somme de Darboux inférieure, resp. somme de Darboux supérieure, de f relative
a o la quantité

n—1
se(f) == ij(xj+1 —xj), resp. So(f):= ZMj(ijrl —z;),
j=0
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ou I'on a posé m; = infy;<i<a;y, [(1), Mj = sup, <i<a,,, () (0 < j <n). On définit
l'intégrale de Riemann inférieure, resp. supérieure, de f par

b b
s() = [ FOdt=swso (). resp. S = [ F(0)d = int S,().

On dit que f est intégrable au sens de Riemann si on a s(f) = S(f). La valeur commune

de ces deux nombres est alors appelée intégrale de Riemann de f et notée f; f dt. Enfin,
on désigne par R[a,b] I'’ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur [a,b].

Si o, 7 sont deux subdivisions de [a, b], on désigne par o U 7 la subdivision constituée
de la réunion de tous les points de ¢ et de ceux de 7. On a alors

(1) o (f) < seur(f) < Sour(f) < S6(f).

En effet, posons 0 = {x¢,...,z,} et cUT = {yo,...,yp}; alors tous les x; sont des y
et 'on a pour tout couple {z;, 2,11} de points consécutifs de o, ; = Ym, Tj+1 = Ym+k,
avec m, k convenables. Il suit

k-1
inf  f(t)(@j41 —x5) = Z inf  f(t)(Ym+it1 — Ymti)

z <E<Tj41 T SESTH41

=0
k—1

<0 it SO — Yms).

Ym4i SESYmtit+1

En sommant cette inégalité pour 0 < j < n, on obtient s,(f) < s,ur(f). L'inégalité
opposée pour les sommes de Darboux supérieures s’obtient de facon analogue. Enfin,
I'inégalité centrale s,ur(f) < Sour(f) est évidente. I découle en particulier de (1) que

(2) s(f) < S(f),
donc il est équivalent de dire que f € Rla,b] et que S(f) < s(f).

Etant donnée une fonction o — (o) définie sur Pensemble des subdivisions, on dit que
@(o) tend vers £ lorsque ||o|| tend vers 0, et on note lim,_q @(c) = ¢, si I'on a

Ve>0 F>0: o) <n=|p(o) - <e.

Théoréme 5.1 (Critére de Riemann). Soit f € Bla,b]. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(i) f€Ra,0]

(i) limjoy—o s (f) — s(f) = 0.

Démonstration. Montrons d’abord I'implication (ii)=-(i). Sous ’hypothese (ii), on a pour
tout € > 0 l'existence d’un 6 > 0 tel que

o] <0 = S(f) < So(f) <s5(f) +e<S(f) +e¢,

ot 'on a tenu compte de (1). Cela implique limo|—0 85(f) = limo)—o So(f) = S(f).
Similairement, on obtient lims||—¢ 85 (f) = lim|;| o S (f) = s(f), donc s(f) = S(f), et
f € Rla,b].

Montrons maintenant 'implication (i)=-(ii). Posons, pour chaque subdivision
0= {$Oa- '-7$n} de [a,b},

Do(f)=So(f) = so(f) = Y (My—my)d; (6 = xju1 — ;).

o<i<n
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Soit € > 0. Nous devons montrer que, pour un nombre réel > 0 convenable, on a
|Ds(f)| < edesque ||o|| < n.Par définition de la borne supérieure, il existe une subdivision
o1 = o1(e) telle que s(f) —e/4 < s, (f) < s(f). De méme, il existe oo = 02(¢) telle que
S(f) < Sop(f) < S(f) + €/4. Or, I'hypothese f € Rla,b] équivaut a s(f) = S(f). En
posant o3 = 01 U 03, on déduit donc de (1) que D,,(f) < /2.

Posons o3 = {yo, ...,yn}. Bien entendu, N = N(e). Nous choisissons

n==e/BWN+1D[fll)

Considérons alors une subdivision o telle que ||| < 1. On décompose la somme D, (f)
sous la forme D, (f) = Dgl)(f) + D,(,Q)(f), ol Dc(,—l)(f) porte sur les indices j tels que

T;,T;11] ne contient aucun yy, et D((,Z) porte sur tous les autres indices. On peut
Jr i+ Y
écrire

N-—1
D(f) = Y. (Mj—my);
h=0 yn<w;j<wjt1<Yn+t1
N-—1
< ( su H— inf  f(t )5.
h= Z yhgtgl)/h,+1 f( ) Yr SESYn+1 f( ) J

0 Yn<z;j<xjt+1<Yh+1
1

N
< ( sup  f(t)—  inf f(t)) (Yn+1 —yn) = Doy (f).

0 \Yh<t<ynt1 Y SESYh1

>

Donc Dgl)( f) < €/2. Maintenant, observons qu'un méme point y; appartient au plus

a deux intervalles [z;,zj11] tels que l'indice j apparaisse dans DC(,Q)( f). Cette somme
comporte donc au plus 2N + 2 termes, et chacun d’entre eux est trivialement majoré par
20 oc- Dol 2

DP(f) < 2N +2)20l|f [ = /2,

d’apres le choix de 7. Finalement, on obtient D, (f) < /2 + ¢/2 = ¢, ce qui termine la
démonstration.

On peut aussi caractériser les fonctions de R[a,b] en termes d’encadrement par des
fonctions en escalier ou des fonctions continues.

Théoréme 5.2. Pour toute fonction bornée sur [a,b], on a

b b b
s(f):/ fdt = sup / gdt = sup / gdt
a g<f,g€Esclab] Ja g<f,9€Ca,b] Ja

b b b
S(f):/fdt: inf /Gdt: inf /Gdt.
a G>f,geEscla,b] J, G>f,g€Ca,b] J,

Démonstration. Les formules relatives aux fonctions en escalier sont presqu’immédiates.
Si o = {zop,...,Tn} est une subdivision de [a,b] on a s,(f) = ffgdt avec

g(x) = Z mj1[$j71j+1[(‘r) < f(l’) (a ST < b)
o<i<n
Cela implique

b
(3) sf)< s / gdt.

g<f, g€ Escla,b]
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Pour montrer I'inégalité opposée, considérons g € FEsc[a,b] telle que g < f. On désigne
par {z;}7_, la suite finie obtenue en posant zo = a, z, = b et ot les z; (1 < j < n)
sont les discontinuités de g sur ]a,b[. On a clairement g(z) < inf;, <p<q,,, f(z) pour
zj < x < xjy1. Si o est la subdivision de [a,b] dont les points intérieurs sont les
zj+te (1 < j < n)avec 0 < € < min(zj;1 — z;), un calcul facile montre que
se(f) = f:gdt — 2nel/f|loo- On en déduit s(f) > f:gdt. Cela montre bien que (3)
est en fait une égalité. La formule relative a S(f) peut étre établie de maniére analogue.

Etablissons maintenant les formules concernant les fonctions continues. Soit g une
fonction en escalier telle que g < f. On peut construire une fonction gi, affine par
morceaux, telle que g1 < g et

b
(4) / (9—g)dt<e.

Considérons, en effet, la suite {z; }?;11 des points de discontinuité de g, posons zg = a,
T, = b et choisissons 7 tel que 0 < 7 < min(x;41 — x;). Posons encore y; = g(z;—),
y;f = g(z;+). Si, par exemple, g(x;) = yj ety; > yj, on définit g1 sur [x; —n, ;] comme
I'unique fonction affine telle que g1(x; —n) =y, , g1(x;) = yj. Procédons semblablement

dans les autres cas. La relation (4) est alors satisfaite dés que n est assez petit. Cela
montre que

b b
sup / gdt < sup / gdt.
g<f,g€Esc[a,b] Ja g<f,g9€Cla,b] Ja

Pour prouver l'inégalité opposée, il suffit de remarquer que, si g est continue, le Théo-
reme 3.2 implique l'existence, pour tout € > 0, d’une fonction gy € FEsc[a,b] telle que
lg — golleo < €/(b— a). La fonction en escalier g1 = go — /(b — a) satisfait alors g1 < g

ot [Pgrdt> [Pgdt—e.

Corollaire 5.3. Soit f : [a,b] — R. Les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(i) feRlab],
(i) Ve>03g,G € Escla,b]: g < f <G, ff(G—g)d
f

t<e,
(ili) Ve>03g¢,G € Cla,b]: g < gG,ff(G—g)dtgs.

Parallelement au Théoreme 4.1, on peut établir le résultat suivant, dont la démons-
tration est facile a partir du critere de Riemann.

Théoréme 5.4. R[a,b] est une sous-algébre de Bla,b]. L’application f fab f dt est une
forme linéaire continue positive sur R[a,b] muni de la norme de la convergence uniforme.
De plus, cette application satisfait a la relation de Chasles.

De méme, le Théoréme 4.2 reste valable en remplagant Régla,b] par Rla,b], avec une
démonstration inchangée.

Le Corollaire 5.3 permet d’établir facilement le résultat suivant, qui fait le lien entre
I'intégrale de Cauchy et celle de Riemann.

Théoreme 5.5. On a Régla,b] C Rla,b]. De plus, l'intégrale de Riemann de toute
fonction réglée coincide avec son intégrale de Cauchy.

La seconde formule de la moyenne et son corollaire 4.4 sont également valables pour les
fonctions Riemann-intégrables. La démonstration n’est pas tout-a-fait la méme, et il est
conseillé d’en pourvoir les détails.

Nous avons déja noté que la fonction f définie sur [0, 1] par f(0) = 0 et f(z) = sin(1/z)
pour x # 0 n’est pas réglée. Le critere de Riemann implique immédiatement qu’elle est
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dans R[a, b]. En effet, pour o = {zg,...,z,}, ||o]| < 0,1 <k <n,ona

Do(f) <2(zk—xo)+ Y ( sup sin(l/t)— inf  sin(1/t))(zj1 — ;)
~  z;<t<z; TjSESTj41
k<j<n IxIxTj+1
< 2z + Z (Tj41 — xj)z/ac? < 22, + 6/x3.
k<j<n

En choisissant £ maximal sous la contrainte x > N ,ona T, < Vo + 6, d’ou
Dy (f) < 3V6 +34.

Donc limj,(|—o Do (f) = 0, et on a bien f € Rla, b].

Lebesgue a obtenu une caractérisation tres simple des fonctions Riemann-intégrables
parmi les fonctions bornées. Elle repose sur la notion féconde d’ensemble négligeable.
Désignons la longueur d’un intervalle ouvert I =]a,b[ par A(I) =b — a.

Définition. Un ensemble N C R est dit négligeable si, pour chaque ¢ > 0, il existe une
famille dénombrable d’intervalles ouverts {1;} e telle que N C Uje L et 3, ; A(I;) <e.

Un ensemble fini, et plus généralement un ensemble ayant un nombre fini de points
d’accumulation, est négligeable. La propriété suivante est capitale.

Théoreme 5.6. Une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

Définition. Lorsqu’une propriété est satisfaite pour tous les nombres réels d’un ensemble
de référence sauf ceux d’un ensemble négligeable, on dit qu’elle est satisfaite presque

partout (pp).

Théoréme 5.7 (Lebesgue-Vitali). Soit f € Bla,b]. Alors f € Rla,b| si, et seulement
si, f est continue pp.

Ainsi, contrairement & la notion de fonction réglée, la notion de fonction Riemann-
intégrable est indépendante de la nature des discontinuités : elle ne repose que sur la
“mesure” de leur ensemble.

Le critere de Lebesgue-Vitali implique immédiatement le Théoreme 5.5, au vu du
Théoreme 3.5 qui assure que 1’ensemble des points de discontinuité d’une fonction réglée
est dénombrable. Il permet aussi d’exhiber des fonctions bornées non Riemann-intégrables,
comme la fonction caractéristique des nombres rationnels, notée 1g.

6. Limites

Il s’agit de trouver des conditions suffisantes sur une suite simplement convergente
{fn}>2, de fonctions de Régla,b] ou de R[a, b] pour que l'on ait

b b
li At = lim £, dt.
(*) Jm /a f /a Jim f

Commencons par un résultat trés simple.
Théoréme 6.1. Si f, € Régla,b] et si || fn — flloo — 0, alors f € Régla,b] et la relation
(%) est vérifiée.

Les hypotheses de ce théoréeme sont trop fortes. Il est cependant a noter que, sauf
exception, un affaiblissement des hypotheses sur la convergence nécessite d’imposer que
la fonction limite est réglée.
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Définition. Soit K un sous ensemble fini de [a,b]. On dit qu’une suite {f,}32, de
fonctions définies sur [a, b] converge vers f uniformément sauf au voisinage de K si, pour
tout ensemble V' de la forme

V =Ugek|z — e,z + ¢ (e > 0),

on alimy,_, SUDPse[q,b]\V |fn(z) — f(2)| = 0.

La convergence uniforme sauf au voisinage d’un ensemble fini d’une suite de fonctions
réglées n’implique pas en général que la fonction limite soit réglée. Construire des contre-
exemples.

Théoréme 6.2. Soit {f,}>2, une suite bornée de fonctions de R|a, b] On suppose qu’il
existe une fonction f et un ensemble fini K C [a,b] tels que {f,}>, converge vers f
uniformément sauf au voisinage de K. Alors f € Rla,b] et la re]atmn (x) est satisfaite.

L’hypothese de bornitude de la suite {f, }5°; est essentielle : si f,(z) = n?2™(1—1x), on
a, sur [0, 1], convergence uniforme vers 0 sauf au voisinage de {0}, mais (x) n’a pas lieu.

La démonstration du Théoreme 6.2 est esquissée a l'exercice 29. On peut affaiblir les
conditions sur K, en le supposant seulement compact et négligeable. La version Cauchy
de ce théoreme est de moins bonne qualité, en ce sens que la fonction limite n’est plus
alors automatiquement intégrable.

Lorsqu’on impose a priori I'intégrabilité de la limite simple, I'interversion du passage
a la limite et de l'intégration nécessite seulement I'’hypothese que la suite est bornée.
Il faudra attendre la théorie de Lebesgue pour que l'intégrabilité de la fonction limite
découle automatiquement de ’hypothese de bornitude. En pratique, il est assez difficile
de trouver des conditions générales permettant d’affirmer qu’une limite de fonctions
Riemann-intégrables est Riemann-intégrable.

Théoréme 6.3 (Arzela, 1885). Soit {f,}32, une suite bornée de fonctions de R[a, b].
On suppose qu’il existe une fonction f € Rla,b] telle que {f,}°>, converge simplement
vers f. Alors la relation (x) est satisfaite.

La démonstration que nous indiquons ici est due & Varouchas (1986). Elle repose sur le
résultat auxiliaire suivant.

Lemme 6.4. Soit {f;}"_; une suite finie décroissante de fonctions définies sur [a,b]. On
suppose que f; est bornee et on se donne une suite {g;}}_; de fonctions de Ra,b] telle
que g; < f; (1 <j <n). On pose G; :=mini¢;<;g; (1 <j<n). Alorson a

/G > Y /g]dt— /fjdt /fndt /f]dt—/ gjdt)

1<j<n 1<js<n—1 ==
Démonstration du lemme. On procede par récurrence sur n, le cas n = 1 étant immédiat
puisque G = g1 et que la seconde somme en j est vide. Supposons donc le résultat acquis
aurang n — 1 avecn > 2. On a alors G,,_1 < fn_1 et g, < fn < frno1 dou

1<<n

Gn = min(anlvgn) = anl + gn — maX(anhgn) Z anl + gn — fn71~

f]dt+/ gndt—/fn L dt,

Nous déduisons du lemme 6.4 la proposition suivante.

En appliquant ’hypothese de récurrence, il suit

b
/Gndt 3 /g]dt_

1<jg<n—1 1<j<n—22%

d’ou I'inégalité souhaitée en regroupant les termes.
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Proposition 6.5. Soit {f,}°%, une suite de fonctions définies sur [a,b] et a valeurs
dans [0, M]. On suppose que { f,,}22; tend simplement vers 0. Alors on a

b
lim fndt =0.

—
n—oo a

Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que la suite {f,,}52; est
décroissante : dans le cas contraire, il suffit de considérer f; :=sup;,, f;.
Soit € > 0. D’apres le Théoreme 5.2, il existe pour Chaque n une fonction g, de Esc|a, b

telle que g, < fn et f gndt > f fndt —e/2™. Soit G, = minigj<, g;. Alors G, est
continue et tend simplement vers 0. Comme la suite {Gn}n:1 est décroissante, le théoreme
de Dini (cf.exercice no. 4) implique alors que |G|/ — 0. Par le Théoreéme 6.1, il suit

que fab G, dt — 0. En appliquant alors le Lemme 6.4, on obtient

b oo
limsup/ fndt<Z€/2j:a
Ja j=1

n—0o0

Cela acheve la démonstration de la proposition.

Démonstration du Théoréme. 11 suffit d’appliquer la Proposition 6.5 a la suite de fonctions
intégrables {|f — fn|}52.

Le corollaire suivant constitue la version «intégrale de Riemanny du théoreme fonda-
mental de I’analyse.

Théoréme 6.6. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable dont la dérivée f' est dans
Rla,b]. Alors

b
/ f(t)dt = £(b) - f(a).

Démonstration. Par continuité, il suffit de prouver le résultat pour toute intégrale sur
[a, B] avec a < a < B < b. D’apres le théoréeme des accroissements finis, on a, pour |h|
assez petit,

ft+h)—F(t)

fr(t) == Y

= f'(t + Oh) (t € [, 8], ¥ = 9(t, h) € [0,1]).

On a donc |fn(t)| < M := ||f||oc uniformément en h et ¢. par le Théoreme d’Arzela, il

suit
B B
i [ pde= [ o
Par ailleurs, on a

/jfh(t)dt:%/j:h dt——/ f(t) /ﬂ+hf(t)dt—%/aa+hf(t)dt

— f(B) = fla)  (h—0).

Cela acheve la démonstration.

Remarque. Nous donnons a ’exercice 11 la version «dérivée continue» de ce théoreme,
qui est notablement plus simple a établir.
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7. Intégrales généralisées

Définition. Soit f : [a,4+00[— R une fonction Riemann-intégrable sur tout intervalle
[a,b] (b>a). On dit que f posséde une intégrale de Riemann généralisée sur [a,+o0[ si
fj fdt tend vers une limite lorsque b — +o0o. Cette limite est alors notée faoo fdt.

De méme, lorsque f € Rla, c] pour tout ¢ (a < ¢ < b), on dit que f posséde une intégrale
de Riemann généralisée sur [a,b| si fac fdt tend vers une limite lorsque ¢ — b—. Cette

limite est alors notée f; fdt.

Il est facile de vérifier qu'une condition suffisante pour que f posséde une intégrale
généralisée de I'un des types précédents est que |f| possede une intégrale généralisée —
suppléer les détails. On dit alors que l'intégrale relative a f est absolument convergente.
Une intégrale généralisée convergente mais non absolument convergente est dite semi-
convergente — exemple : [ (sinz/x) da.

On peut passer de 'un a l'autre des types de semi-convergence par changement de
variables. Dans la suite, nous ne traiterons donc que du cas d’un intervalle non borné. Nous
désignons par R[a, +o00[ 'ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur tout intervalle
[a, b] avec b > a.

Théoréme 7.1 (Convergence dominée). Soit {f,}°2; une suite de fonctions de
Rla, +o00[ converge simplement vers une fonction f € Rla,+oo[. On suppose de plus
lexistence d’une fonction fixe g possédant une intégrale de Riemann généralisée sur
[a, +o0] et telle que | f,,| < g pour tout n > 1. Alors, f,, (n > 1), f possedent des intégrales
généralisées sur [a,+oo[ et on a

nli{lf—loo /aoo fn(z)de = /aoo f(z)dz.

L’hypothése d’existence de la fonction g dans ce théoréeme est automatiquement réalisée
lorsque la suite est croissante.

Théoréeme 7.2 (Convergence monotone). Soit {f,}°2, une suite croissante de
fonctions a valeurs dans RT et possédant des intégrales de Riemann généralisées sur
[a, +oo[. Si{fn}o2, converge simplement vers une fonction f possédant une intégrale de
Riemann généralisée sur [a,+o0], on a

lim /aoo fn(z)de = /:o f(z)dz.

n—-+o0o
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Exercices sur la continuité

et la convergence

1. Soient f, g des fonctions réelles continues sur R. Montrer que h := max(f,g) est
également continue sur R. On dit que f est majorée par 1 en moyenne si 'on a

sup‘/om f(t) dt’ < L

T€ER

Est-il vrai que si f et g sont toutes deux majorées par 1 en moyenne, alors il en va de
méme de h 7 Donner un équivalent, lorsque = tend vers 'infini, de foz max (0, sint) dt.

2. 1) Soit G un sous-groupe additif de R. On pose a := inf{z € G : x > 0}. Montrer que
si >0, alors on a G := aZ = {an : n € Z}. On dit alors que G est discret.

2) Montrer que si a = 0, alors pour, tout nombre réel £ et tout € > 0, il existe un
nombre z dans G tel que |x — £| < e. On dit alors que G est dense dans R. Donner un
exemple de sous-groupe additif de R qui est dense dans R.

3) Soit p € R. Montrer que G(p) := {mo+n:m € Z, n € Z} est un sous-groupe additif
de R. Caractériser les nombres réels p pour lesquels G(p) est discret.

4) Application : calculer limsup,,_, . sin(2wnz). (Lorsque = = p/q avec p € Z, ¢ € N*
et (p,q) = 1, on introduira l'unique entier r tel que r < ¢/4 < r + 1, on montrera que
max,>1 sin(2rnz) = max (sin(27r/q), sin(2r(r + 1)/q) et on montrera que application
n — mp de Z/qZ dans lui-méme est injective et donc surjective.)

3. Une fonction numérique f définie sur un intervalle I est dite uniformément continue
(sur I) si
lim  sup [f(z)— f(y)| =0.

e—0 z,yel
le—yl<e
Donner des exemples de fonctions continues mais non uniformément continues sur ]0, 1].
En raisonnant par ’absurde et en utilisant le théoreme de Bolzano-Weierstrass, montrer
que toute fonction continue sur un intervalle fermé [a, b] est uniformément continue. La
fonction x +— sin x est-elle uniformément continue sur R 7 Méme question pour la fonction

x — sin 2.

4. 1) Soit {f,}52; une suite monotone de fonctions réelles et continues sur [0,1]. On
suppose que f, converge simplement vers une fonction continue f. Montrer que la
convergence est uniforme. (Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Dini.
On pourra raisonner par I'absurde et appliquer le théoréeme de Bolzano-Weierstrass.) Le
théoréme de Dini est-il valable pour des fonctions définies sur [0, oo[ ? Peut-on se dispenser
de ’hypothese que f est continue ?

2) On abandonne maintenant I’hypothese que la suite {f,}°2; est monotone et on la
remplace par 'hypothese que chaque f,, est monotone. On suppose toujours que la limite
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simple f est continue. Montrer que la convergence de f,, vers f est encore uniforme. (On
pourra introduire des ‘points tests’ xx := k/N (0 < k < N) sur [0, 1] avec N suffisamment
grand.) Montrer que '’hypothese de la continuité de la fonction limite f est indispensable.

5. Critere d’Abel.
1) Soit A > 0, et {an}pZq, {bn}pl; deux suites réelles. On pose A, =3, <, @m- On
suppose que
(i) sup,,>1 |[An| < A4,
(ii) by, décroit vers 0 lorsque n — oo.
Montrer que pour tous entiers M > 1, N > 1 on a

Z anby, = AN+ MbON+M + Z Ap(by — bpg1) — ANDN 1.
N<n<N+M N<n<N+M-1

En déduire que

> anba| < 24byia,
N<n<N+M

et en particulier que la série ) a,b, converge.

2) Soit A > 0 et soient f, g deux fonctions continues sur [0, oo[ telles que
0 sl [ o<
x>0 0

(ii) g est de classe C1, décroissante et tend vers 0 lorsque z — oc.
Montrer que 'intégrale généralisée

Awfwmwa

est convergente et estimer la vitesse de convergence.
3) Application. Montrer I'existence de l'intégrale généralisée fooo sin z2 dz. Estimer la
vitesse de convergence. Que faut-il penser de 'intégrale généralisée fooo | sin 22| dx ?

6. 1) Soit F(h) = foh(sinu/u) du (h € R). Montrer que, pour tout h > 0, on a
0 < F(h) < F(m). Montrer l'existence de L = limj,_, 1o F'(h).

2) Montrer que la série f(z) = > .°_ (sinma)/m est uniformément convergente sur
tout intervalle @ < x < 27 — o avec 0 < a < 7. [On pourra utiliser le critére d’Abel.]
Montrer que la n-iéme somme partielle f,(x) de la série f(z) est uniformément bornée.

3) Montrer que la fonction ¢ — h(t) = (2 s.in(%t))71 — ¢t~ est prolongeable en une
fonction dérivable sur | — 2, 27].

4) Etablir Videntité 1+2 > _icos(mt) = sin ((n+1)t)/sin(3¢). En déduire une expres-
sion pour f,(z) et montrer directement que f,(z) — F((n+ %)z) + 1 est uniformément
bornée sur [—2, 27].

5) Montrer que f(z) =L —xz/2 (0 < x < 27) et calculer L en spécialisant x = 7.

6) Application. Calculer > | cos(nz)/n* (0 <z < 2m).

7. Soient f, g des fonctions continues sur R et coincidant sur ’ensemble des rationnels
dyadiques. Montrer que f = g.

8. Soit f : R — R une application quelconque. Montrer que ’ensemble E des nombres
réels en lesquels f posseéde un maximum local strict est fini ou dénombrable.
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9. Existe-t-il une fonction numérique continue f : [0,1] — R telle que f(z) soit rationnel
pour z irrationnel et irrationnel pour z rationnel? [On pourra procéder de l'une des
trois fagons suivantes : (a) montrer que la propriété est conservée par toutes les fonctions
fap : x — af(x) + b avec a, b € Q, puis établir que f,, possede nécessairement un
point fixe pour a, b convenables ; (b) montrer que f(]0, 1]) est dénombrable, et conclure en
appliquant le théoreme des valeurs intermédiaires ; (¢) montrer que f(z) =+ est irrationnel
pour tout x € [0, 1] et en déduire que ces deux fonctions sont constantes. |

10. Montrer qu’une fonction dérivée satisfait au théoreme des valeurs intermédiaires. [On
pourra considérer une fonction f dérivable sur un intervalle ]a, b[ et telle que f’ prend des
valeurs des deux signes. Il s’agit alors de montrer que f’ s’annule sur ]a, b[. Montrer que f
n’est pas monotone et appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires a f pour montrer
'existence de deux points u, v de |a, b] tels que f(u) = f(v). Conclure.]

11. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable dont la dérivée est continue. Montrer,
en utilisant le théoréme des accroissements finis et la continuité uniforme de f/, que
fu(t) == {f(t + h) — f(t)}/h tend uniformément vers f’(t) sur tout intervalle fermé
[ar, B] Cla, b[ lorsque h — 0. En déduire que 'on a

b
/ () dt = £(b) — f(a).
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Cauchy et I'intégrale de Riemann

12. En s’inspirant de l'exercice 10, construire une fonction réglée f dont lintégrale
indéfinie F(z) = [ f(t) dt est non dérivable en certains points. Que peut-on néanmoins
dire de I'ensemble des valeurs de = ou F' n’est pas dérivable ? Est-il possible que F' soit
dérivable en 2y mais que 'on ait F'(zq) # f(xo) ?

13. Pour 0 < z < 1, soit f(z) = Yoo {na}/n?, ou {u} désigne la partie fractionnaire
du nombre réel u. Montrer que f est réglée. Déterminer ’ensemble E des points de
discontinuité de f et calculer 'oscillation w,(f) := limsup,_,, f(y) — liminf, ., f(y) de

f en chaque point de E. Calculer fol f(x)dz.

14. Pour n € N*, on pose f,(x) =1/(1 +n|logz|) (0 <z <1),et f,,(0) = 0. Montrer
que, pour chaque n, f, est réglée et calculer lim,,_. 1 fol fn(x)da.

15. Soit f : [a,b] — RT une fonction réglée, a valeurs positives ou nulles, et d’intégrale
de Cauchy nulle.

1) Montrer que pour tout entier n € N* il existe une fonction en escalier f, telle que
f(z) < fulz) < f(z) + 1/n sur [a, b].

2) Montrer que pour tout ¢ > 0 et tout § > 0 P'ensemble E(§) = f~1([§, +oc[) peut étre
recouvert par une famille finie d’intervalles dont la somme des longueurs n’excede pas ¢.
En déduire que E(0) est négligeable, puis que 'ensemble E = {z € [a,b]: f(z) # 0} est
négligeable.

3) Traiter la question précédente en supposant seulement f Riemann-intégrable.

16. Soit f € Rla,b] une fonction telle que 'ensemble N = {t € [a,b] : f(t) < 0} soit
négligeable. Montrer que f: f(z)dz > 0.

Application. Si f est intégrable sur [a,b] et si E = {t € [a,b] : f(t) # 0} est négligeable,
alors f; f(z)dz = 0.

17. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée telle que, pour cﬂaque e > 0, 'ensemble
A, ={t €a,b]: |f(t)| > €} soit fini. Montrer que fabf(a:) dz = fff(:z:) dz =0.

Application. Soit f : [0,1] — R Papplication définie par f(z) =0siz € Q, et f(p/q) =1/q
sip,q € N, (p,q) = 1. Montrer que f est intégrable au sens de Riemann et calculer son

intégrale. Retrouver le résultat par un raisonnement direct. (On pourra utiliser le résultat
de l'exercice 15.)
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18. Pour toute fonction f de Ba, b], on considere la fonction défaut d’intégrabilité

Df(x):/xf(t)dt—/xf(t)dt (@ € [a,1]).

Montrer que pour f € Régla,b], la fonction Dy(x) est dérivable sur [a,b] et de dérivée
nulle. [On admettra que l'intégrale inférieure et I'intégrale supérieure satisfont & la relation
de Chasles.] Retrouver ainsi I'inclusion Réga,b] C R[a, b].

19. Désignons par {z} la partie fractionnaire du nombre réel z, et posons
Bi(z) = {#} — 5. Montrer que fyz Bi(x)dx est uniformément borné pour y,z € R. En

calculant f:_l f'(z){z}dz pour n = 2,3,..., N, montrer que l'on a pour toute fonction
f de classe C* sur [1, N]

S f(n) = / f(@)de + L(FQ) + F(V)) + / By (2)f'(x) de.

En supposant que f’ est monotone pour x assez grand et tend vers 0 & l'infini, établir
existence d’une constante C' = C(f) telle que l'on ait pour N assez grand

(+) S f(n) = / f(@)dz + LF(N) + C + O(f (V).

Applications. Calculer, en faisant appel a des résultats classiques d’analyse, la constante
C(f) pour f(x) = logz, f(x) = 1/x. Ecrire la formule asymptotique (x) pour f(z) =
log x/x en évaluant le terme principal — on ne demande pas la valeur de C(f) dans ce
cas.

20. Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann-intégrable. Montrer que pour tout ¢ > 0 il

existe une fonction en escalier g telle que f; |f(t) —g(t)|dt < e.
Montrer le Lemme de Riemann-Lebesgue : pour toute fonction Riemann-intégrable sur
[a, b], on a

b b
lim / f(t)cosat dt = lirf / f(t)sinzt dt = 0.

T——+00

On traitera d’abord le cas des fonctions en escalier.

21. Etant donnée une fonction f & valeurs réelles, on appelle majorant essentiel de f tout
nombre réel m tel que f~1(Jm, +oo[) soit négligeable.

1) Montrer que toute fonction bornée possede un plus petit majorant essentiel. On
appelle ce nombre borne supérieure essentielle de f et on le note essup f.

2) Soit f : [a,b] — R une fonction Riemann-intégrable positive ou nulle. Pour tout p > 0
on définit la moyenne d’ordre p de f comme la quantité

w0 = {4, [ rera)”

Montrer que I'on a lim,_, . M,(f) = essup f en étudiant d’abord le cas des fonctions
continues. [ Pour montrer que lim,_, 1o M,(f) > essup f lorsque f € R|a,b], on établira
que pour tout A < essup f il existe un nombre réel positif § ne dépendant que de A tel
que, pour toute subdivision o = {z;}7_, de [a,b], on a 20<j<n’Mj>A($j+1 —z;) =2 46.]
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22. Soient a, b tels que 0 < a < b. On pose f,(z) := ax®™~! — bz®"~1. Montrer que
fn possede une intégrale de Riemann généralisée sur |0, 1]. Pour 0 < x < 1, calculer
F(z):=3Y7", fu(z) et montrer que F peut étre prolongée en une fonction continue en 1

possédant une intégrale généralisée sur |0, 1] que l'on calculera. Comparer fol F(x)dz et

Do fol fo(z)da.

23. Calculer f(z) = 0. 2*" "1 /(2n+1) pour 0 < z < 1. Montrer Pexistence et calculer
la valeur des intégrales généralisées fol f(z)dz, et fol flx)z~tda.

24. Montrer que l'intégrale généralisée fooo e 2% cosxdr est convergente et calculer sa
valeur.
. 2 . X , .
25. Soit p > 0. Etablir la formule / log —dx = Z ——— en précisant le sens
o 1—2 "=z — (p+ k)2

accordé & chacun des deux membres.

26. Soit p > 0. Montrer, grace au critere d’Abel, que la série Y ;= (—z)%/(p + k)
est uniformément convergente sur [0, 1]. Etablir ensuite, en précisant le sens de chaque
expression, la formule fol P ldz /(14 2) =30y (=1)F/(p + k).

27. Soit f une fonction a valeurs positives ou nulles possédant une intégrale de Riemann
généralisée sur |0, 1]. Est-il vrai que pour chaque € €]0, 1] la suite f,,(z) := 2™ f(x) converge
uniformément vers 0 sur ]0, 1 — €] ? Peut-on déterminer limy, ., 1o [, 2™ f(z)dz ?

28. Construire une fonction f ayant une intégrale de Riemann généralisée sur [0, +oo[ mais
telle que limsup,_,, ., f(x) = oo. Peut-on imposer de plus que f soit continue sur R?
uniformément continue sur R 7

29. On considere les intégrales de Wallis I,, = fow/2(sin t)™ dt.

1) Trouver une relation entre I, et I,,_o. Montrer que I,, tend vers 0 en décroissant et
que I, /I, +1 tend vers 1. Donner une formule explicite pour Ia,, et Io, 1.

2) Sans considérer la parité de n, calculer nl,I,,—1. En déduire un équivalent de I,, de
la forme ¢/n®.

3) Ecrire le développement en série entiere de 1 /V/1+ x et de arcsinx au voisinage de
lorigine. A I'aide de la question précédente, donner un équivalent du n-iéme coefficient
de chacune d’elles.

4) Intégrer entre 0 et /2 I'identité ¢ = arcsin(sint) ou le second membre sera écrit
comme une série entiere en sint. Justifier 'intégration terme a terme et en déduire la
valeur d’une série remarquable.

5) Etablir les inégalités (1 — t2/n)" <et ([t| </n), et e < (14 t2/n)" (t€R). En
déduire par intégration un encadrement de l'intégrale gaussienne G = fjoooo e~t" dt. En
faisant appel aux résultats des questions 1 et 2, calculer la valeur de G.

30. Soit {f,}>2; une suite bornée de fonctions de Rla,b] convergeant simplement vers
une fonction f, et uniformément sauf au voisinage d’un ensemble fini K. On désigne par
E,, 'ensemble des points de discontinuité de f,, et on pose £ = Uy E,,.

1) Montrer que I’ensemble E* = E'U K est négligeable.
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2) Soit x € [a,b] ~ E*. Pour n > 1, 6 > 0, on pose

an(6;z) = sup |[fu(z) — fu(y)l, Bu(diz)= sup [fu(y) — f(y)]-

lz—y|<d lz—y|<d

Montrer que pour tout n fixé on a limgs_g ay,(d;2) = 0 et que pour § > 0 fixé assez petit
on a lim, o 3, (6;z) = 0. En déduire que f est continue en z et donc que f € Ra, b].

3) Soit o = {xg,...,xr} une subdivision de [a,b]. Pour § > 0, on désigne par J;(o,0)
I'ensemble des indices j € [0, k] tels que [x; — §, x;41 + ] ne contienne aucun point de K.
On pose alors Jo(0, ) = [0, k] 31 (0, d). Montrer que

Y (@) <2AK|G+ o).
jGHQ(O’,KS)

Montrer que SUpjcy, (5,5) SUPs, <o<a,; 4, |/ (2) = fu(x)] — 0 lorsque n — oo. En déduire une
preuve directe que f € Ra, b] et la validité de la formule [ f(t) dt = limp, oo [0 fo(t) dt.

31. On se propose ici de démontrer, sans faire appel au théoreme de Borel-Lebesgue, que
I’ensemble des points de discontinuité d’une fonction admettant en tout point une limite
a gauche et une limite a droite est dénombrable.

Soit f € Régla,b]. On pose E,, := {z € [a,b] : w,(f) > 1/n} ou loscillation w,(f) est
définie comme a ’exercice précédent.

1) Soient z € [a, b], n € N*. Montrer I'existence d’un nombre réel d,,(z) > 0 tel que I'on
ait | f(z+) — f(y)| < 1/2n pour tout y satisfaisant & z < y < x + §,(z).

2) Etablir que les intervalles |, 2 + 8, (z)[ sont deux & deux disjoints lorsque x parcourt
E,.

3) Pour p,n € N*, on pose E,, , := E, N{z € [a,b] : ,(z) > 1/p}. Montrer que E,, ,
est fini. Conclure.

4) A quel endroit la démonstration proposée en cours fait-elle appel au théoreme de
Borel-Lebesgue ?

32. Théoréme de Lebesgue-Vitali.

Soit f € Bla,b]. On se propose de prouver ici que f € Rla,b] si, et seulement si,
I'ensemble E(f) des points de discontinuité de f est négligeable. On définit 'oscillation
w¢(x) de f en un point = de [a, b] par la formule

wy(x) := lim sup f(y) = F(2)I-

€0 |y—z|<e, |z—z|<e

Pour p € N*, on pose E, := {x € [a,b] : ws(z) > 1/p}.
Etant donnée une subdivision ¢ = {z; }7_q de [a,b], on pose

M. = sup f(a;)7 mj = inf f(l‘), Da(f) = Z (Mj - mj)(xj-i-l - xj)’

2, <z<T541 Tj ST 41 0<j<n

1) Montrer que f est continue en x si, et seulement si, on a wy(x) = 0. En déduire que
E(f) = U2, E,.
2) Supposons que f € R[a, b).
(a) Montrer que pour chaque p > 1 et chaque ¢ > 0 il existe une subdivision
op = {z;}]_¢ de [a,b] telle que Dy, (f) < e/2p.
(b) Soit J(op) = {j : 0 < j < n, |zj,x;41[NE, # @}. Montrer que pour tout
j € 3(op) on a Mj —m; >1/p. En déduire que 3,5, (21 — ;) <&/2.
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(c) Montrer que E, est négligeable pour tout p > 1 et en déduire que E(f) est
négligeable.

3) Soit f une fonction non nulle de Bla, b] telle que E(f) est négligeable.
(a) Montrer que pour chaque entier p > 1, 'ensemble E, est une partie fermée de
[a, b], donc compacte.
(b) Soient € > 0, p > 3(b — a)/e. Montrer qu’il existe une suite finie {I}X_,
d’intervalles ouverts telle que

E, C Ui I, > AUk) < /Ol fllse)-
1<k<K

(c) On pose F(p,e) = [a,b] ~ UE_ Iy. Montrer que F(p,¢) est compact. Montrer
que pour tout & de F(p,¢) il existe un nombre réel positif n(§) tel que, notant

V(&) =I€ = n(&), £+ (&)L,

on ait sup, ey |f(y) — f(2)| < 1/p. Montrer qu’il existe une suite finie {&n}12,
d’éléments de F(p,¢) telle que F(p,e) C UH_, V(&,).

(d) Soit § = min{e/(12H||f||oc), mini<k<i A(Ig)} et o = {z;}]_; une subdivision
de [a,b] de pas ||o|| < 6. On décompose Dy (f) = DS (f) + D (f) + D (f) ot DV (f)
correspond aux indices j tels que [z, ;1] NI # @ pour au moins un indice £, D((f (f)
correspond aux indices j tels que [z}, zj41] C V(&) pour au moins un indice h et DC(,?’)( f)
porte sur tous les autres indices — pour lesquels, en particulier, [z}, z;41] contient un
point de la forme &, & 7(&,). Etablir les inégalités

DM < Iflloe Y- AUk) +2llol) <3l flle Y Alr) <e/3

1<k<K 1<k<K

DA (f)<(b—a)/p<e/3
D) (f) <AH| flslol < e/3.

Conclure.
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Intégrale double

1. Définition

La théorie de l'intégrale de Riemann en dimension supérieure ou égale a 2 est une
extension naturelle de celle des fonctions d’une variable. Pour éviter des notations trop
lourdes, nous considérons ici le cas de deux variables, mais on pourra sans peine étendre
I’étude au cas général.

Soit P = I x J un pavé de R?. On définit la mesure de P par la formule

A(P) = MDA(J),

ce qui n’est autre que l'aire du rectangle I x J. Une fonction en escalier sur P est une
fonction bornée de la forme

plx,y) = D zlp(z,y) + d(z,y)

1<j<n

ot les P; sont des pavés ouverts disjoints dont la réunion des adhérences U, ¢ j<, P; coincide
avec P, et ou le support de 9 est P\ Ui¢j<n ;. On pose alors

/P ol dedy = [ /P ooy dedy= 3 AP,

1<j<n

On peut établir facilement que 'application ¢ — || p ¢ dx dy est une forme linéaire positive
sur I'ensemble E'sc(P) des fonctions en escalier sur P. Comme en dimension 1, l'intégrale
de Riemann d’une fonction bornée f sera définie en comparant f avec des fonctions en
escalier dont les intégrales sont proches.

Considérons un pavé fermé borné P = [a,b] x [c,d] de R%. Une subdivision de P est le

produit cartésien 0 = o1 X 02 d’une subdivision 07 = {zg = a < 1 < ... < x,, = b}
de [a,b] et d’une subdivision o9 = {yo = ¢ < y1 < ... < y, = d} de [¢,d]. On pose
systématiquement

Pij = [vs, zig1]}[yj,¥j4+1), G =21 —x, mj=yjp1—y; (0<i<m, 0<j<n),

o = max{ ol o2} = max{ max &, max n;},

(de sorte que A\(P;;) = 0;n;) et 'on définit pour toute fonction f de B(P) (I’ensemble des
fonctions bornées sur P) les sommes de Darboux supérieure et inférieure

So(f) = Z MiA(P;),  sq(f) = Z mij A(Fij),

0<i<m, 0<j<n 0<i<m, 0<j<n
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ou l'on a posé M;; = sup(, y)ep, f(z,y), mij = inf, y)ep,, f(@,y). Une fonction f de
B(P) est dite Riemann-intégrable si l'on a

sup s, (f) = ilngU(f),

et la valeur commune des deux membres est alors appelée intégrale de Riemann de f

sur P, et notée
// f(z,y)dzdy ou /f(fﬁ,y)d:vdy-
P P

On désigne par R(P) I'’ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur P. Le critere de
Riemann reste valable, avec une démonstration identique a celle qui a été faite dans le cas
d’une variable.

Théoréme 1.1 (Critére de Riemann). Soit P un pavé fermé borné de R?, f € B(P).
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) feRP)

(i) limyej—o (So(f) — s4(f)) = 0.

Une partie N de R? est dite négligeable si, pour tout ¢ > 0, on peut trouver une
famille dénombrable {I;};c5 de pavés ouverts recouvrant N et telle que >4 A(I;) <e.
Les principales propriétés des ensembles négligeables en dimension 1 restent valables
en dimension 2. En particulier, une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est
négligeable. Une propriété vérifiée en tout point d’une partie A de R? sauf peut-étre ceux
d’un ensemble négligeable est dite satisfaite presque partout (pp) sur A. Le théoreme de
Lebesgue-Vitali peut étre démontré dans ce cadre, en utilisant la compacité des pavés
fermés bornés de R2.

Théoréme 1.2 (Lebesgue-Vitali). Soit P un pavé fermé borné de R? et f € B(P).
Alors f € R(P) si, et seulement si, f est continue pp sur P.

Le Théoreme 1.1 ou le Théoreme 1.2 permettent facilement de montrer le résultat
important suivant.

Théoréme 1.3. Soit P = [a,b] x [c,d] un pavé de R? et f : P — R une fonction bornée
qui est continue sur P sauf peut-étre sur une courbe y = ¢(x) (resp. x = ¢ (y)) ot  (resp.
1) est continue et monotone. Alors f € R(P).

Démonstration. Déduisons ce théoreme du critere de Riemann. Placons-nous par exemple
dans le cas d’une courbe y = () et supposons ¢ croissante. Soit o une subdivision de P
et ¢ > 0. Nous devons montrer que D,(f) = So(f) — s5(f) < € deés que ||o|| est assez
petit. A cette fin, nous scindons la somme

D,(f) = Z(Mi' — mi;)\(Pij)

(2]

en deux sous-somimes, D,(,l)( f) et D,(,2)( f), correspondant respectivement aux couples
d’indices (7,7) tels que P;; C K. = {(z,y) € P : |y — ¢(zx)] > €} et tels que
Pi;N (PN K.) # @. Comme f est continue sur K., elle est en fait uniformément continue
sur ce compact. Or, la distance maximale de deux points d’'un méme pavé P;; n’excede
pas v/2||o||. On a donc, pour ¢ fixé, im0 Supp,, . (M;; —m;;) = 0. Comme de plus
> MPij) = A(P) est indépendant de ||o|], il s’ensuit que

(Ve > 0) lim DM (f) =o0.

lloll—0
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Considérons maintenant D((yz)( f). Pour chaque indice 4, la condition P;; N (P \ K.) # @
implique ¢(z;) — e < yj41 et y; < (zit1) + €, grace a la croissance de . D’ou, a i fixé,

Yo ) < @l@ir) — o) + 26 + 2|0
Pijﬁ(P\Ks)fg

En sommant sur toutes les valeurs de 14, il suit, notant M := supp |f(x,y)],

DP(f) <2M Y (i1 — z3)(pl(@ivr) — o(2:) + 26 + 2o

0<i<n
< 2M o ((b) — p(a)) + 4M(b - a)(e + o).

On a donc
lim sup D (f) < 4M (b — a)e.

llol[—0

Compte tenu de I’estimation obtenue pour Df(,l)( f), et puisque € était arbitraire, on peut
ainsi écrire
(Ve > 0) limsup D, (f) < ¢,
llell—0

ce qui implique clairement le résultat souhaité.

Remarque. Le théoreme précédent est encore vrai si 'on suppose seulement ¢ ou o
monotone, sans hypothese de continuité. Il suffit de remplacer dans la démonstration
I'ensemble K. par K} = {(z,y) : [y —o(x)|+|y—p(x—)|+ |y — p(x+)| > €}, qui est fermé
sous 'hypothese indiquée, et de remarquer que > . . {¢(z;+) —p(z;—)} < p(b) —p(a).

A la lumiere du théoréme de Lebesgue-Vitali, le Théoréme 1.3 peut encore étre interprété
comme ’assertion qu’une courbe (continue) monotone est négligeable. Bien entendu, il
s’étend immédiatement aux fonctions qui sont continues sur un pavé sauf peut-étre sur
un nombre fini d’arcs de courbes (continues) monotones. Un cas particulier important est
celui de fonctions dont le support est un domaine borné D limité par un nombre fini de
tels arcs. Si, par exemple, P est un pavé fermé borné et f est une fonction continue sur
P, on définit l'intégrale de f sur D par la formule

//Dfdxdyz//Pf(x,y)lp(:c,y)dxdy.

Plus généralement, la formule précédente permet de définir l'intégrale de f € R(P) sur
un sous-domaine D quarrable, c’est-a-dire dont la fonction indicatrice 1p est intégrable.
Un pavé est a I’évidence quarrable.

Parallelement au Théoreme 1.5.2 et au Corollaire 1.5.3, on peut énoncer le résultat
suivant.

Théoréme 1.4. Soit P un pavé fermé borné de R%. Pour toute fonction f € B(P), on a

s() =swss(f) = swp /P sy dedy= sup [ /P g(w,y) dz dy,

g<f, g€ Esc(P) 9< f, g€C(P)

S(f)=inf S, (f) = inf // z,y)dxdy = inf // r,y)dxdy.
(£)=infSo(f)= _, Jnf )] 9@y dzdy= _ if || g(z.y)ddy

En particulier, f est Riemann-intégrable si, et seulement si, I’'une ou I'autre des conditions
suivantes est réalisée :

(i) YVe>03g,G € Esc(P):g<
f

<G, [[p(G—g)drdy <k,
(i) Ve>03g9,GeCP):g< G

f
<G, [[p(G—g)dady <e.
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2. Intégrales itérées

Il s’agit de savoir dans quelles conditions une intégrale double peut étre calculée par
intégrations successives, soit

1) //Pfdxdyz/: dx/cdf(x,y)dy:/j dy/abf(m,y)dx.

Le premier cas a considérer est celui des fonctions continues. Le Théoreme 1.2 fournit
immédiatement que f € R(P) et la continuité uniforme de f sur P implique que les
intégrales partielles fcd f(z,y)dy et fab f(x,y) dz sont bien définies (en tant qu’intégrales
de fonctions continues) et dépendent continiiment de z et y respectivement. Ainsi les trois
membres de (1) ont bien un sens.

Théoréme 2.1. Soit P un pavé fermé borné de R?. Si f € C(P), on a (1).

11 ne suffit pas que f € R(P) pour que l'on ait (1). En effet, il se peut que les intégrales
partielles ne soient pas définies pour chaque valeur de la variable qui est considérée comme
parametre. Le Théoreme 2.2 ci-dessous montre qu’en fait tout contre-exemple a (1) avec
f € R(P) est de ce type. Il en va en particulier ainsi de la fonction définie sur le carré
[0,1]? par f(z,y) = lo(x)1g(y)(1/q: +1/q,) ol g, désigne le dénominateur de z si z € Q
et 'on convient que ¢, = 0o si & € Q. On vérifie facilement (mais il est instructif d’écrire
les détails!) que f est continue en tout couple (z,y) € (R~ Q)? et que le complémentaire
de ’ensemble de ces points est négligeable.

Un autre écueil a éviter concernant la formule (1) consiste & croire que le premier membre
est défini des que le second et le troisieme le sont et ont méme valeur. Si, par exemple,
on pose E = {(a + Bv2,a — 3v2) € [0,1]? : a, 8 € Q}, on vérifie que E est dense dans
[0,1]2, et donc que f(x,y) = 1g(x,y) est partout discontinue. Par conséquent f est non
intégrable sur P = [0, 1]2. Cependant, pour chaque valeur de z, on a f(z,y) = 0 sauf peut-
étre pour une valeur de y. L’intégrale partielle fol f dy est donc bien définie (méme au sens
de Cauchy) et vaut 0. Il s’ensuit que 'intégrale itérée fol dx fol f(z,y)dy est elle-méme

bien définie et vaut également 0. Similairement, on a fol dy fol f(z,y)dz =0.

Enfin, il faut noter que 'existence de 'une des deux intégrales itérées n’implique pas
nécessairement celle de autre. Considérons par exemple la fonction f définie sur [0, 1]2
par f(z,y) = 1lg(x) + 2ylr g(x). Alors la fonction partielle y +— f(z,y) est affine,
donc intégrable, pour chaque valeur de z et l'on a fol flxz,y)dy = 1, de sorte que
fol dx fol f(z,y)dy = 1. Cependant, la fonction x +— f(x,y) n'est pas intégrable sur
[0,1] siy # 1.

A. Warusfel a montré en 1993 que, pour toute fonction bornée, si les deux intégrales
itérées existent alors elles sont égales.

Le théoreme suivant montre que la relation (1) est satisfaite dés que les trois membres
sont définis. Nous désignons respectivement par f, et f, les fonctions partielles y — f(z,y)

et z— f(z,y).

Théoréme 2.2. Soit P = [a,b] x [c,d] un pavé fermé borné de R? et f € R(P) une
fonction telle que

(Vz € [a,b]) fo € Rle,d], (Vy € [c,d]) [y € Rla,b].

Alors la relation (1) a lieu.

Ce résultat est en fait une conséquence de la proposition suivante.
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Proposition 2.3. Soit f € R(P). Alors les fonctions x fcdf dy et x — fcdf dy sont
dans R[a, b, les fonctions y f;f dx et y — f;f dz sont dans Ric,d], et I'on a

//Pfd:zdy:/abd$£fdy:/abdxffdy:/cddy/Lbfd$:/cddyffdx.

Pour la démonstration de ce résultat, nous ferons appel & deux lemmes.

Lemme 2.4. L’intégrale de Riemann supérieure et 'intégrale de Riemann inférieure en
dimension 1 satisfont a la relation de Chasles.

Démonstration. Montrons par exemple que I'on a pour toute fonction f € Bla, b)

/abfda::/acfdz—f—/cbfdx (a < c<b).

A cette fin, nous utilisons le Théoréme 1.5.2 sous la forme

b b
(2) / fdx = sup / gdx.
Ja 9<f,g€Esc[a,b] Ja

A tout couple (g1,92) € Escla,c] x Escle,b] on peut associer une fonction g € Esc|a, b]
définie par g(x) = g1(x) si x € [a, [ et g(x) = g2(x) si x € [¢,b]. On a clairement

b b b
/9d$:/91d$+/92d$,
d’ou

b c b c b
/ flx)dz > sup / grdx + sup / godx = / fdx+ / fdx.
Ja 91<f, g1€Escla,c] Ja g2<f, g2€Escle,b] Je Ja Je

Pour montrer 'inégalité inverse, on considére g € Esc[a, b] telle que g < f et on introduit
les restrictions respectives g1 et g2 de g a [a, ] et [¢,b]. On a alors

b c b c b
/gdw:/ gldw+/ gzdxé/fdflf*'/fdffa

ce qui acheve la démonstration.

Lemme 2.5. Pour f,g € Bla,b], on a

/ab(f—i-g /fdx+/—gdm
Lb(f+g /fda:+/gdm

Remarque. 11 est important de noter qu’il n’y a pas égalité en général. Si, par exemple, on
choisit f = —g = 1¢ sur [0, 1], la premiére inégalité se lit : 0 < 1+ 0.

Démonstration. Les deux inégalités sont équivalentes, quitte a changer le signe des deux
fonctions. Montrons la seconde. Pour tout couple (h, k) € Escla,b]? tel que h < f, k < g
onah+k e Escla,b]l et h+k < f+ g, dou

/Lb(erg) /ab(h+k)dx_/abhdx+/abkdx.

Le résultat requis s’obtient alors en prenant le supremum du membre de droite sur h et k
indépendamment.
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Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration de la Proposition 2.3.
Posons F(z) = fcd f(z,y) dy, et considérons une subdivision o de P. Par le lemme 2.4, on

Z /3/7+1

oj<n 293

peut écrire

Grace au lemme 2.5, il suit

£ x [ e [epa= 33 [ [T ey

o<y<n = 0<i<m 0j<n 222

ou I’égalité découle d’'une nouvelle application du lemme 2.4. Comme l'on a f(x,y) > m;;
pour z; < T < Tiy1, Yj < Y < Yj+1, le terme général de la somme double est au moins
égal a m;;0;m;, d’ou

b
/ F(z)da > s, (f).

On montre semblablement que

[rows s | wfenw= ¥ % [ [ e

o<j<n 0<i<m 0<j<n
d’otli, en majorant le terme général de la somme double par M;;d;n;,

b T b
sg(f)g/F(:U)d:ng/F(x)d:céSo(f).

En faisant alors tendre ||o|| vers 0, on obtient que F' € R[a, b] et que la premiere des quatre
égalités de la proposition est vérifiée. On procede symétriquement pour les trois autres.

3. Changements de variables
Rappelons d’abord 1’énoncé relatif au cas d’une seule variable.

Théoréme 3.1. Soit f € Rla,b], et ¢ : [, 3] — [a, b] une bijection monotone de classe C*.

On a b ﬁ
/ /(@) d‘””:/ fe@®)]¢'(t)| dt.

Démonstration. Supposons par exemple ¢ croissante. Il suffit de prouver la formule lorsque
f est continue. En effet, supposant ce cas traité, en choisissant deux fonctions continues

g, G telles que g < f < Getf (G — g)dx < e, on a par le Théoreme 1.5.2

/j‘f dtg/aﬁg(gp(t))gp/(t)dt g/a fdote,

et symétriquement

B B8 b
/ Fo() ¢ () dt > / o(0(6) () dt > / fdr—e.

(63
On en déduit immédiatement le résultat en faisant tendre € vers 0.
Lorsque f est continue le théoréme de dérivation des fonctions composées nous permet
d’affirmer que, notant ¢ 'application réciproque de ¢, la fonction

P(x)
F(z) = / £ ()¢ (t) dt

est 'unique primitive de f sur [a,b] s’annulant en 2 = a. On a donc en particulier
F(b) = f; f dx. Cela achéve la démonstration.
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Nous admettons 1’extension suivante du Théoréme 3.1.

Théoréme 3.2. Soit P un pavé borné de R? et f : P — R une fonction Riemann-
intégrable. Soit ¢ : Q — R? une fonction définie et de classe C* sur une partie Q de R?
telle que P C g(Q) et telle que la restriction de ¢ a A = p~1(P) soit bijective. On pose
o(u,v) = (g(u,v),n(u,v)). On suppose de plus que le jacobien

| 0¢/0u  0&/0v
To(w0) =1 o 0u  on/ov
ne s’annule pas sur A. Alors on a

/f(x,y)dxdy:/ foe(u,v)|J,(u,v)| dudo.
P A

En pratique, il arrive que |.J,,| s’annule en certains points situés a la frontiere du domaine
A. On montre alors par un passage a la limite que la formule du changement de variable
reste valable.

4. Intégrale double généralisée

Comme dans le cas de l'intégrale des fonctions d’une variable, on souhaite prolonger la
définition au cas de fonctions non bornées ou de domaines non bornés. Les deux cas se
ramenent I'un a I’autre par changement de variables, et nous nous contenterons d’examiner
ici le second.

Soit donc un pavé non borné P = [a, +00[X[c, +00]. Contrairement au cas d’une seule
variable, il n’y a pas ici de notion satisfaisante d’intégrale semi-convergente. Lorsque
I'on écrit P sous la forme P = U2, D,, ou {D,,}22; est une suite croissante de domaines
bornés, le comportement asymptotique lorsque n — +oo de || D, f dz dy dépend en général
de la suite {D,,}22, choisie. Un exemple classique, du a Cayley, d’une telle situation est
fourni par l'intégrale de f(z,y) = sin(x? + y?) sur le premier quadrant [0, +oo[?. Il est
facile de vérifier d’une part, en décomposant sin(x? + y?) = sin 2 cos y? + cosx? sin 32,
que 'on a

°° dt [ dt T
lim // sin(z? 4+ y?) dady = l/ sint—/ cost—( = —),
n—+o0 J Jo,n]2 ( V) Y72 0 Vit Jo \/E( 4)

et d’autre part, en utilisant les coordonnées polaires, que

// sin(z? + y?) daedy = z(1 — cosn?)
{z2+y2<n2} 4

n’a pas de limite lorsque n — +o0.

Ces considérations justifient le fait qu’en dimension supérieure a un la seule notion
retenue de convergence d’une intégrale généralisée soit celle de [’absolue convergence.

Théoréeme et définition 4.1. Soit P = [a,+o00[x[c,+00[ un pavé non borné et
f P — R.Sif est intégrable sur tout sous-pavé borné P(b,d) = [a,b] X [c,d] et si
les nombres

// |f(z,y)|dzdy (b>a,d>c)
P(b,d)

sont uniformément bornés, la limite

I= lim // f(z,y)dzdy
b—+o0 P(b,d)

d——+00
existe. On dit alors que f est intégrable sur P et que I est I'intégrale de f sur P. On note

//Pf(:c,y)dxdyz/Pf(x,y)dxdyzj,
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La démonstration est facile, et repose sur la décomposition f = f© — f~, avec
f* = max(%f,0), de sorte que |f| = fT + f~. Nous omettons les détails.

Le Théoreme 4.2 ci-dessous fournit une condition suffisante assez simple pour que
Iintégrale double sur un pavé non borné soit définie, et calculable par intégrations
successives. La démonstration nécessite le théoreme de convergence monotone pour les
fonctions Riemann-intégrables — cf. Théoreme 1.7.2.

Théoréme 4.2. Soit P = [a,+00[X][c,+00[ et f une fonction intégrable sur tout sous-
pavé borné P(b,d) = [a,b] X [c,d] telle que les intégrales partielles

/fi:cwdy, G (y /fi:cy

soient convergentes en tout point, et Riemann-intégrables sur tout sous-intervalle borné
de [a, 00| et [c, 00| respectivement. Si, de plus, I'une des quantités

/dﬂf/ |f(x,y)|dy, / dy/ f(x,y)|dx

est finie, alors f est intégrable sur P et I'intégrale | p f(z,y) drdy peut étre calculée par
intégrations successives.

Démonstration. Supposons d’abord f > 0, et, par exemple,

(3) Il—/:odx/coof(m,y)dy—/:oF(x)dx<oo.

Pour tout couple (b,d) € P, on a f € R(P(b,d)) et, par hypothese, les fonctions partielles
fz, fy sont intégrables pour tout z € [a,b] et tout y € [c,d]. Par le Théoreme 2.2, cela
implique que l'intégrale de f sur P(b,d) peut étre calculée par intégrations successives,

soit
b d b
[ ey = [ d [ fepd< [ Ped<n,
P(b,d) o . u

Cette borne étant independante de b et d, le Théoreme 4.1 montre que f est intégrable

sur P. Posons Fy(x f f(z,y)dy. On a F; € R[a, b] pour tout b > 0 et, lorsque d — oo,
Fy tend en cr01ssant vers F', qui possede une intégrale de Riemann généralisée, égale a I,
sur [a,o0[. Cela implique que F; posséde également une intégrale généralisée sur [a, o[
et, par le théoreme convergence monotone (1.7.2), il suit

[e.o]

() im [ Fy(z)de = / S ) de =1,

d—oo J,

Maintenant, on a pour tout (b,d) € P

0<Il—/lj(b?d)f<w,y>dxdy—/:o dw/:of(:ay)dy—/: dx/jf(m)dy
:/ab ao [+ [ dx/:oﬂx,y)dy—/: dx/cdﬂx,y)dy

_ /ab (F(z) - Falz)) do + /boo F(z)dz
< /:o (F(z) — Fy(x)) dz + /boo F(z)dz.
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Par (4) et (3), cette majoration est aussi petite que 'on veut si b et d sont assez grands.
On a donc

(5) / f(z,y)dzdy = lim fdody = I;.
P b= JP(b,d)

Considérons maintenant la famille de fonctions

b
Gly) = / fEy)de  (b>a).

Par la proposition 2.3, G, € R[c,d] pour tout d > c et, lorsque b — oo, G} tend en
croissant vers G € R[c, d]. Le Théoreme 2.2 implique donc

d
/ f(z,y) dedy = / Goly) dy < / @ y)dedy = 1.
P(b,d) P

C

En faisant tendre d vers l'infini, on voit que (G} possede une intégrale de Riemann
généralisée sur [c,o00[. De plus, en appliquant, & d fixé, le théoréme de la convergence
monotone aux fonctions Gy - 1| 4 convergeant vers G - 1. 4], on voit que

d d
[ cway=jim [ Gy <

c

Cela implique que G possede une intégrale de Riemann généralisée sur [¢, oo]

btenue en inversant les roles des

Nous avons donc établi la condition symétrique de (3) o
a (5) fournit donc maintenant que

variables x et y. Le raisonnement qui nous a conduit

[ fapdsay =1
P

Ainsi I} = I, et le théoreme est démontré dans le cas f > 0.

Pour les fonctions qui ne sont pas de signe constant, on applique le résultat précédent
aux fonctions positives ou nulles £, £, pour lesquelles il est immédiat de vérifier que les
hypotheses sont satisfaites. Le résultat attendu découle alors, par linéarité, de la formule
f=r—f.

Les hypotheses du théoreme sont relativement fortes dans la mesure ou elles nécessitent
des renseignements sur 'intégrabilité des fonctions F*, G*. Cela est dii aux limitations
de l'intégrale de Riemann : méme pour f > 0, il n’est pas possible en général de déduire
Vintégrabilité de z — [ f(z,y) dy du simple fait que [*~ dz [ f dy < co. Nous verrons
que ces difficultés disparaitront avec I'intégrale de Lebesgue.

En pratique, le fait que F*, G* soient intégrables sur tout intervalle borné découle
souvent de la convergence uniforme sur tout compact de ces intégrales.
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Exercices sur I’intégrale double

33. Calculer lintégrale double [ fT(J: + y)dzdy ou T est le domaine triangulaire
{(z,y) €[0,1]?:2 <y < 1}.

.TQ

34. Calculer l'intégrale double / /

———dzdy.
[0,1]2 1+ $2y2

35. Calculer I'intégrale double [/ < e*/¥ dz dy, ou S est le triangle curviligne limité par la
parabole y? = z et les droites x = 0, y = 1.

36. Soit D le demi-cercle supérieur de centre (a,0) et de rayon a. En utilisant les
coordonnées polaires, calculer l'intégrale double [ f@ ydxdy.

37. Soit f(z,y) la fonction définie sur R? par £(0,0) = 0, et f(x,y) = (22 —4?) /(2 +y?)?
si (z,y) # (0,0). Calculer les intégrales de Riemann

F<m>=/0 fry)dy (0<z<1), G<y>=/0 fay)de (0<y<1).

Etablir la convergence et calculer la valeur des intégrales généralisées

/O ' Pe)de, /O G dy.

En comparant les valeurs obtenues, montrer que f ne posséde pas d’intégrale généralisée
sur [0,1]2. Retrouver cette propriété en établissant que les intégrales de |f| sur [, 1]? ne
sont pas bornées lorsque € — 0.

38. Effectuer le changement de variables © = = 4+ y, v = x — y dans l'intégrale double

ff[07112 f(l‘, y) dx dy.

39. Soit R la région du quadrant z > 0,y > 0 limitée par les courbes y — x = 0,
y> —2? =1, 2y = a, vy = b, ou a,b sont deux parametres tels que 0 < a < b. Calculer
Iintégrale double

/ (v — 2?)™(2® + ) da dy
R

en utilisant un changement de variables qui transforme R en rectangle.
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40. Pour tout y > 0, calculer I'intégrale double [f D e “'sinx dtdr de deux manieres
différentes, ou D est le domaine défini par 0 < z < gy, t > 0. En déduire la valeur de
I= ["(sint/t)dt.

41. Soit € lintérieur de lellipse 22/a? +y%/b*> =1 (a > 0, b > 0). Calculer I'intégrale

double
22 g2
1~ 7
//8 1/ 2 dx dy

en utilisant le changement de variables x = ar cos?, y = brsin .

42. Soit D le domaine de R? défini par les inégalités 0 < z < 1,z <y <2, —x < 2 < v.
Montrer que la fonction f définie par f(z,y, z) = z/y? posséde une intégrale généralisée
convergente sur D. Calculer sa valeur par intégrations successives selon l'ordre y, x, 2z, puis
selon 'ordre z,y, x.

43. Soit f(x,y) = /(1 + x2y?). Montrer que f est continue sur R? mais que I'intégrale

partielle F'(z) = f0+°° f(z,y)dy n’est pas une fonction continue de x sur R.

44. Soient a, b des nombres réels tels que 0 < a < b et D le domaine de R? défini par les
conditions 0 < z < 1, a < y < b. En considérant I'intégrale double [ [ p ¥ dz dy, établir

1 _b a
— 1
la formule / T o= log 1 0
0

log = +a’
, ) > logx 2 1, e
45. Etablir la formule 71 de = - & considérant l’intégrale double
72 —

0
[ [(1+y)~ 11+ z?y) ' dz dy étendue au premier quadrant de R?.

46. Soit f : [a,b] — RT une fonction Riemann-intégrable, d’intégrale I, telle que 1/f soit
également Riemann-intégrable, d’intégrale J.
En considérant [ f[a’b]Q f(x)f(y)~tdady et 'intégrale analogue obtenue en permutant

les roles de z et y, montrer que 'on a I.J > (b — a)?.

47. Soit V I'endomorphisme de R[a, b] défini par V f(z) = fax f(t)dt (z € [a,b]). Montrer
que V" f(z) = (1/n!) [ (x — t)" f(t) dt. pour tout entier n > 1.

48. 1) Soit I = [;° e~ dz. Montrer que

2= lim / / e~ V" dg dy,
R—+o00 A(R)

olt 'on a posé A(R) = {(z,y) € [0,R]? : 2* + y*> < R?*}. En déduire la valeur de I en
utilisant le changement de variables des coordonnées polaires. Comparer avec le résultat
obtenu a l’exercice 29.

2) Calculer

o0 2
In:/ z2"e™ da
0

par récurrence sur ’entier naturel n.
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3) Pour t € R, calculer la valeur de l'intégrale
F(t) = / e cos(2tx) dx
0

en développant le cosinus en série entiére et en justifiant I'intégration terme a terme.
4) Pour z € R, calculer 'intégrale

G(z) :/ A
0

grace au changement de variables défini par w = x — z/z. [On écrira dz = $(1+h(w)) dw
et on montrera par un argument simple que la contribution de h(w) a I'intégrale a calculer
est nulle.]

5) Montrer que, pour m € R, 'intégrale double

// ye_y2(1+”2) cos(2max) dz dy
[0,400[?

peut étre calculée par intégrations successives.
6) En utilisant les résultats des trois questions précédentes, calculer I'intégrale

°° cos(2mz)
_— R).
/0 T4 a2 dz (m € R)

49. Intégration par parties.
Soient f,g € R[a,b]. On pose F(z) := [ f(t)dt, G(z) := [T g(t)dt, et
E:={(t,x) €[a,b*:t <}, (tx) = f(2)g(t)1p(t ).

1) Montrer que ® € Rla, b]2.
2) Etablir la formule d’intégration par parties

b b
/ Fa)g(z) dz = F()G(b) — / F(@)G(x) da.

50. Le théoreme de Warusfel.
Soit P = [a,b] x [e,d] et f : P — [—M, M] une fonction de deux variables dont les
fonctions partielles sont intégrables point par point. On pose

d b
F@)i= [ fandn G- [ Sy

On se propose ici de démontrer le théoréme de Warusfel (1993) : sous les hypotheses
précédentes, on a F' € Rla,b], G € Rc,d] et f; F(z)dz = fcd G(y) dy.
1) Soit o = {z;}7_, une subdivision de [a,b]. On pose pour y € [c, d]

gily):= suwp  fley)— _inf  flzy), Ho(y)= Y ey (ejm — ).

T <TLT 41 T STET) 41 0 <n
N
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Montrer que pour tous z,z’ € [z;,2;41], on a |F(z) — F(2')| < fcdej(y) dy. En déduire
que T

d
Dy(F) = S,(F) — 5, (F) < / H, (y) dy.

2) Montrer que limj,—oHs(y) = 0 pour tout y € [c,d]. En déduire, grace a la
Proposition 1.6.5 du cours, que lim ;o deHa(y) dy = 0 et donc que F' € R[a, b]. Montrer

similairement que G € R]c, d].

3) Soitn 21, & =a+jb—a)/n (0<j<n)et Galy) = ((b—a)/n) D> oc;cn f(&5 1)
Montrer que {G,, }22 ; est une suite bornée de fonctions de R|c, d] qui converge simplement

vers G. Exprimer fcd G, (y) dy comme une somme de Riemann relative & F. Conclure en
appliquant le théoreme d’Arzela.

51. Intégrales de Fresnel. 1) On pose pour t >0, j=1,2,

F;(t) :/ e te’ sin(z?) du, G,(t) :/ et cos(z?) da.
0 0

Expliquer pourquoi ces intégrales sont convergentes. Trouver une relation simple entre
Fi(t) et G1(t), puis calculer explicitement ces deux fonctions.

2) Soient fy(z,y) = e ! T ) sin(x2 +92), gz, y) = e 1@+ cos(a? + y2). Montrer
que f; et g; sont, pour tout ¢t > 0, intégrables au sens de Riemann sur le premier quadrant
P =)0, [%. Calculer, en fonction de Fy(t) et Ga(t), les intégrales doubles

A(t):/Pft(:E,y)da:dy, B(t):/Pgt(x,y)dxdy

en les écrivant comme limites lorsque X — oo d’intégrales sur P(X) =]0, X]? et en
développant sin(x? + 32) et cos(z? + y?).

3) Effectuer le changement de variables défini par
x =+/rcost, y=+/rsind 0<9<7/2, r>0)

dans A(t) et B(t). Exprimer A(t) et B(t) en fonction de F(t) et G1(t).
4) Etudier la convergence des intégrales de Fresnel

o o0
F = / sin(z?) de, G = / cos(y?) dy.
0 0
5) Montrer que l’on a pour tout X > 0
X 2
’Fg(t) —/ et sin(m2)dx’ <1/X,
0

et établir une relation similaire pour G3(t). En déduire que F5(0+) = F, G2(0+) = G.
6) Calculer F et G.
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Intégrale de Lebesgue (résumé)

1. Motivation et définition

L’espace Rla,b] des fonctions Riemann-intégrables sur un intervalle borné n’est pas
“complet” dans le sens ol une suite bornée {f,}°2; de fonctions intégrables qui est
simplement convergente ne converge pas nécessairement vers une fonction intégrable.
Nous avons vu que cela engendrait des difficultés pour les hypotheses des théoremes
de calcul d’intégrales doubles par intégrations successives. On se propose maintenant de
construire une intégrale plus générale (définie essentiellement pour toute fonction bornée),
qui conserve les principales propriétés de l'intégrale de Riemann (forme linéaire continue
positive) et dont ’espace des fonctions intégrables soit complet au sens précédent — et
d’ailleurs aussi au sens classique !

L’idée de base de la théorie peut étre facilement expliquée. Alors que l'intégrale de
Cauchy est définie en approchant uniformément une fonction f par une fonction en escalier,
et que lintégrale de Riemann est définie en encadrant f par des fonctions en escalier
(dont la différence n’est pas nécessairement petite mais dont la différence des intégrales
Pest), l'intégrale de Lebesgue est définie en encadrant presque partout f par des limites
monotones de fonctions en escalier dont les intégrales sont proches.

Sauf mention contraire, nous ne considérons dans ce qui suit que des fonctions & valeurs
réelles. Cette restriction ne correspond qu’a un souci de simplicité d’exposition, et la
quasi-totalité des résultats s’étend de maniere évidente au cas de fonctions complexes.

Soit I un intervalle de R, borné ou non. Nous désignons par Fscy(I) 1’ensemble des
fonctions en escalier sur I et a support compact. Si I est borné, on a Esco(I) = Esc(I).
Notre construction de I'intégrale de Lebesgue repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme A. Soit {¢,}°; une suite décroissante de fonctions de Esco(I) convergeant

presque partout vers 0. Alors | ; ¢n dx tend vers 0 lorsque n — +o0.

Démonstration. Pour chaque entier n, on a ¢, > 0 pp. Comme ¢,, est en escalier, on en
déduit que || ; Pndx > 0. Nous allons montrer que, pour tout € > 0 fixé, on a

/gondx<6
I

pour n assez grand, ce qui implique pleinement le résultat annoncé. Soit F, I’ensemble
(fini) des points de discontinuité de ¢, et E = {z € I : p,(x) /A 0} UU2, E,. Alors
FE est négligeable, en tant que réunion dénombrable d’ensembles négligeables. Il existe
donc une réunion dénombrable Ujcgla;, b;| d’'intervalles ouverts recouvrant E et telle que
> jegbj —aj) < 1e/M, avec M = sup,cp ¢1(x). Considérons alors un intervalle borné
[a, b] contenant le support de 1, de sorte que, si x & [a,b], on a ¢, (x) < 0 pour tout n.
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Pour tout x € [a,b] \ E, ¢, () tend en décroissant vers 0. Il existe donc un indice n(z)
tel que

0 < () (7) < 38/(b—a).
De plus, comme ¢,,(,) est constante au voisinage de x € E,(,), il existe un d(z) > 0 tel
que SUP|,;_y(<s(z) Pr(z)(Y) < 3¢/(b— a). On a clairement

la,0] € (Jlag,b[u | Jz—d(x), 2+ 6(2)[.

Jj€d z€[a,b]\E

Par le théoreme de Borel-Lebesgue, on peut extraire un sous-recouvrement fini

C=

la,b] C | J]aj., b [U| J]or — 0(2s), 2 + 6(2r)].

TCx

r=1

Soit {zh}hH:1 la suite ordonnée composée des points a et b et de tous les points-limites
@, bj,, xr £0(x,) qui sont dans [a, b]. Alors, chaque intervalle |zp,, zp1+1[ (1 < h < H) est
contenu soit dans un Ja;,,bj, [, et nous désignons par H; ’ensemble de ces indices, soit
dans un |z, — §(x,), z, + d(x,)[. Sin > maxic,<rn(x,) et h € Ho = [1, H[\NFH;, on a
SUD., cq<z,,, Pn(T) < 3e/(b—a). On a donc pour ces valeurs de n

/ /Zh+1
I 1<h<H

Zh41 Zh41
/ Mdx + g / da:
— (Z

thHl heXs,
<M Z Zht1 — m Z (Zh41 — 2n)
hedH, heHs

gMZ(bj—aj)+ﬁ(b—a)<a

j€d
Cela acheéve la démonstration.

Lemme B. Soit {¢,,}22, une suite croissante de fonctions de Escy(I) telle que

sup/cpn(x) dx < oo.
I

n>1

Alors, il existe une fonction f telle que ¢, (x) — f(z) pp, et, pour toute suite croissante
{¥n}52, de fonctions de Escy(I) convergeant pp vers f, on a

lim gon( = lim / Un(z

n—-+oo n—-—+o0o

Démonstration. Quitte a raisonner sur ¢, —p1, on peut supposer ¢,, > 0. Soit E' I’ensemble
des z € I tels que ¢, () — oco. Posant, pour tout entier p > 1,

Epn = ¢, (Ip,00) = {z € I : o () > p},

ona E = M52, Upe, Ep,. On note immédiatement que, puisque la suite {¢,}52, est
croissante, il en va de méme de la suite {Ep,};2 ;. Maintenant, chaque E,, est la
réunion d’un ensemble fini de points (inclus dans I'ensemble des discontinuités de ¢,,)
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et d'un ensemble fini d’intervalles disjoints, disons Uigj<J,,]@pnj,bpnj[.- On peut donc
écrire E(p) = Uy E,y, sous la forme E(p) = D U U Jag, B[, ot D est un ensemble
dénombrable et ou les |ay,, Oy sont des intervalles ouverts deux & deux disjoints tels que
UpJan, Br[=Us1U1< i<, [pnj, bpnj[. Considérons alors une sous-famille finie {Jou,, B4 |:
1 < h < H}. Ces intervalles peuvent parfaitement étre constitués a partir d’une infinité
de Japn;, bpn;[- Cependant, tout compact UL, [a,, B, ] avec [, B},] Clan, Bul (1 < h < H)
peut, grace au théoreme de Borel-Lebesgue, étre recouvert par une sous-famille finie des
lapnj, bpnjl- Si N est le plus grand des indices n apparaissant dans cette sous-famille, la
croissance de la suite {E,, }32, montre que U [a/,, 8] € U7}

i2Y Japng, bpn g [UF, ot F est
un ensemble fini. Or on a

Z p(bpnj — apnj) < /tpN(m) de < A:= sup/cpn(w) dz,
I

1< <Ipn I n>1

d'ott Y31 ey (B, — ) < A/p. En faisant tendre o, vers ay, et 3, vers 3, on voit que
cette majoration est également valable pour ), <h< 1 (Br —ap), et 'on obtient finalement
en faisant tendre H vers l'infini

oo

(Bn — an) < A/p.
he1

En choisissant p arbitrairement grand, on obtient que F est négligeable. Cela établit la

premiere partie du lemme : il suffit de poser

0 siz e FE,
lim, 4o on(z) sizelNE.

fz) =

Montrons maintenant la seconde partie de 1’énoncé. Soit {1, }72 ; une suite croissante
de fonctions de Fsco(I) convergeant pp vers f. Alors pour tout entier m fixé, la suite
{(hm — ©n)T}22, est décroissante et converge vers 0 pp. En effet, pour tout x tel que

Un(z) — f(2) et pn(x) — f(2), on a ¥, (z) < f(x) donc
(wm(ZL“) — SDn(SC)) — (wm(x) — f(a:)) <0.

Par le lemme A, il s’ensuit que

lim (Q/Jm(:r:) — cpn(:L‘))+ dx = 0.

n—-4o00 I

d’ou, puisque [; ¥ dz < [; @ dz + [} (Ym — @n)+dx7

/ Ym(z)de < lim | pn(z)dz.
I

n—-+o0o I

En faisant tendre m vers l'infini, il suit

lim /wm(m) dr < lim on(x) da.
m——+oo I n—-+o0o I

Nous pouvons donc appliquer la premiere partie de I’énoncé a la suite {t,,}5°_;. En
inversant alors les roles des suites {¢,}22 1 et {¥, }5°_;, on obtient 'inégalité opposée, et
la démonstration est complete.

Le lemme B nous permet de définir I'intégrale sur I'ensemble £ (1) des fonctions définies
sur I et qui sont sur cet intervalle limites pp d’une suite croissante {y,}>2 ; de fonctions
de Esco(I) telle que sup,,>; [; ¢ndz < oo.
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Définition. Pour toute fonction f € L1 (I), on définit I'intégrale de Lebesgue de f sur
I par la formule

/If(a;) dz = lim on(x) dz,

n—-+oo I

ot {p,}22, est une suite croissante quelconque de fonctions de Esco(I) convergeant pp
vers f et dont la suite des intégrales est bornée.

Proposition et définition. On désigne par espace des fonctions intégrables au sens de
Lebesgue sur I, et on note L1(I), 'ensemble des fonctions f : I — R qui sont de la
forme f = f1 — fa avec f1, fo € L1 (I). Pour f € LY(I), Ie nombre [, fi dz — [, fodx est
indépendant du choix de fi et fo dans LT (I) telles que f1 — fo = f. Ce nombre est appelé
intégrale de Lebesgue de f, et I'on écrit

/f M—/ﬁ M—/h

Posons L~ (I) = LT (I)={f: 1 —R:—f e LT(I)}. Alors L~ (I) est 'ensemble des
fonctions définies sur [ qul sont sur cet intervalle limites pp d’une suite décroissante
{¢n}o2, de fonctions de Esco(I) telle que infn>; [, dz > —oco. On peut écrire
formellement

LY =L () — LT () =L () + L7 (I).

Il est immédiat a partir de la définition de I'intégrale de Lebesgue que, pour toute fonction
f e L) et tout e > 0, il existe g € L7 (I) et G € LF(I) telles que

g< f<G pp, /de—/gdx<5.
I I

Nous verrons plus loin une réciproque de cette propriété.

Avant d’étudier plus avant notre nouvelle notion d’intégrale, montrons qu’elle coincide
avec celle de Riemann pour les fonctions de Rla,b]. Dans la démonstration du résultat
suivant, nous ferons usage de la notion de normalisée d’une fonction en escalier a support
compact. Si ¥ € Esc[a,b], la normalisée de 0 est la fonction ¥* de Esc[a,b] définie par
0*(x) = 2 (I(xz+) +I(z—)). Il est facile de constater que I'application ¥ — ¥* est linéaire
et que ¥ > 0 pp implique ¥* > 0 partout. En effet, les valeurs ¢(z+) sont nécessairement
prises sur un intervalle ouvert non vide.

Théoréme 1.1. Soit [a, b] un intervalle fermé borné. Alors, R[a,b] C LT [a,b]NL " [a, ] et
lintégrale de Riemann de toute fonction de R[a,b] est égale a son intégrale de Lebesgue.
En particulier, on a R[a,b] C L[a, b]

Réciproquement, si f € Lt[a,b] N L™ [a,b], il existe une fonction F € R[a,b] telle que
f=F pp.

Démonstration. Soit f € Ra,b]. Nous désignons par gon (resp. 1) la fonction en escalier
associée a la subdivision o = {a + j(b—a)/2" : 0 < j < 2"}, égale & f aux points de o,
et dont l'intégrale est égale a la somme de Darboux inférieure (resp. supérieure) de f
relative a o. Il est clair que la suite {¢,}52 est croissante, et que la suite {1, }°2 est
décroissante. On a ¢, < f < 9, et nous allons voir que ,, et ¥, tendent vers f pp. Cela
implique bien f € LT [a,b] N L~ [a,b] et

b b b
L/a f(:c)dx:ngrfoo ) cpn(:n)dx:R/a f(z)dx

ou nous avons utilisé les lettres L et R pour préciser que l'intégrale est prise au sens de
Lebesgue ou a celui de Riemann.
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Soit E = {x € [a,b] : lim,— 100 pn(z) < limy,— 400 ¥n(x)}. Il faut montrer que E est
négligeable. On a B = Up2; N3y Epp, avec By, = {z € [a,b] : Yn(x) — pn(z) > 1/p}. Or,

E,, est une réunion finie d’'intervalles U, *" I,,,;, satisfaisant a

b
(1/p) Z AIpnn) </ (Yn(z) — @n(z)) da.

1<h<Hpn

Comme f € R|a,b], le membre de droite tend vers 0 lorsque n — +o00. Cela implique que,
pour chaque p fixé, N7, E,, est négligeable. Il en va donc de méme de E, en tant que
réunion dénombrable d’ensembles négligeables.

Montrons maintenant la seconde assertion de I’énoncé. Soit f € LT[a,b] N L~ [a,b]. 11
existe une suite croissante {¢,}22; de fonctions de Esc[a,b] et une suite décroissante
{n}22, de fonctions de Esc|a,b] convergeant toutes deux vers f pp. On déduit alors de
I'inégalité ¢, < f < ¥, pp (m,n > 1)'inégalité entre normalisées ¢ < ¥F (m,n > 1).
De plus la suite {¢}}52, est croissante et la suite {1}°°, est décroissante. Posons
F(z) = lim,— 4o ¢, (z). Pour tout n, on a ¢} < F < 9. Comme ¢} et 1) coincident
respectivement avec ¢, et 1, sauf en un nombre fini de points, on peut encore écrire

b b
/ (45(x) — o (x)) dx = / (n(z) — (@) dz — 0 (n — +00),

d’apres le lemme A. Cela implique que F' € R|a,b], comme annoncé. De plus comme
I’ensemble des points x ou1 ¢, (z) # ¢} (x) pour au moins une valeur de n est dénombrable,
donc négligeable, on a f = F pp. Cela acheve la démonstration.

Remarque. 11 ne faut pas confondre 1’égalité presque partout a une fonction Riemann-
intégrable (c’est-a-dire continue presque partout) avec la continuité presque partout. Par
exemple, la fonction 1g est égale presque partout a la fonction nulle, qui est Riemann-
intégrable, mais n’est pas elle-méme Riemann-intégrable. En particulier, {’égalité presque
partout o une fonction continue n’implique pas lintégrabilité au sens de Riemann. De
méme, l'intégrabilité au sens de Riemann n’implique pas 1’égalité pp a une fonction
continue. Par exemple, la fonction f = 119 est dans R[0,1], mais toute fonction

continue g telle que f = g pp est nécessairement discontinue en %

2. Propriétés fondamentales de I’intégrale de Le-
besgue

Théoréme 2.1. L!(I) est un R-espace vectoriel sur lequel I'application f f[ fdz est
une forme lindaire positive. De plus, il suffit qu’une fonction f € L'(I) soit positive pp
pour que I'on ait [, fdx > 0.

Définition. Une fonction f : I — R est dite négligeable si I’'on a f = 0 pp.

Théoreme 2.2. Toute fonction négligeable sur un intervalle I est intégrable au sens de
Lebesgue et satisfait a [, f dz = 0.

En particulier, la fonction non Riemann-intégrable 1¢ est dans £!(I) pour tout intervalle
1.
Remarque. Toute fonction négligeable satisfait donc aussi a f € L'(I) et [;|f|dz = 0.
Nous verrons plus loin que la réciproque est vraie, mais non-triviale.
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Théoréme 2.3. Si f, g sont dans L1(I), il en va de méme de max(f,g) et de min(f,g).
En particulier, pour toute fonction intégrable sur I, on a f*, |f| € LY(I), et

‘/If(x)dx’ </I|f(:v)|dx.

Démonstration. Pour f = f1— fa, g = g1 — g avec f1, f2, 91,92 € LT(I), on a par exemple
max(f,g) = h1 — ha ott hy = f1 + g1, ha = min(f1 + g2, fo + g1) sont dans L+(I).

Remarque. 11 est a noter que l'inégalité du Théoreme 2.3 est encore valable pour des
fonctions & valeurs complexes. En effet, en écrivant [ flr)dz = re'?, il suit par le
Théoreme 2.3

r= ‘/If(x)dx’ :%ee_m/lf(x)da::/Iﬂ%e{e_mf(x)}dx</I|f(x)|dx.

Théoréme 2.4. Pour toute fonction f € L1(I), il existe une suite {¢, }5°; de fonctions
de Escy(I) telle que

/I @) = pu(@)]dz =0 (n— +00).

De plus, la méme propriété est valable en remplacant I'espace Esco(I) par I'espace Co (1)
des fonctions continues a support compact définies sur I.

Ce résultat, qui sera interprété plus tard comme une propriété de densité de Fscq(I) ou
Co(I) dans L(I) pour une topologie convenable, implique facilement les deux théorémes
suivants.

Théoréme 2.5 (Invariance par translation). Soit f € L!(R). Alors, pour tout y € R,
onax— f(r+y) € LYR) et

/R fo+y)do = /R f(@)da.

Théoréme 2.6. Soit f € L(I). Pour tout a € I, I'intégrale indéfinie F(x) = f(f f)de
est une fonction continue de x sur I. De plus, en tout point x de continuité de f, la
fonction F est dérivable et 'on a F'(x) = f(x).

Remarque. 11 est possible qu’une fonction intégrable ne soit continue nulle part, comme par
exemple f = 1g. Lebesgue a cependant démontré que F' est nécessairement dérivable pp
et satisfait & F’(x) = f(z) pp.

3. Le théoreme de la convergence monotone

Le lemme suivant montre que ’on n’obtient pas une notion plus générale d’intégrale en
appliquant & L7 () le procédé utilisé sur Esco(I).

Lemme 3.1. Soit {f,}5°, une suite croissante d’éléments de Lt(I) telle que
sup,>1 [7 fn(2) dz < co. Alors il existe une fonction f € L¥(I) telle que f,(x) — f(x) pp
et

(1) lim /Ifn(x) dx:/lf(x)dx.

n—-+4o00
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Démonstration. Pour chaque entier n > 1, il existe une suite croissante {pn,}72, de
fonctions de Esco(l) qui converge pp vers f,. Posons ¢ = maxi<p<k @nk. Alors, on a
ok € Esco(I) et pnr < fn < fe pp (1 <n < k). En prenant le maximum sur n € [1, k],
il suit

(2) or < fr DD.

Par ailleurs, il est immédiat que la suite {¢y }72 ; est croissante, puisque

L = Inax < max k1 < max k41 = Qk+1
14 1§n§k(pn = 1<n<k Prob+1 X 1<n<k+1 Prok+1 = Ph+1s

et on a, par hypothese, f[ prdr < f[ frdr < A < oo. Le lemme B implique donc
I’existence d’une fonction f € L1 (1) telle que f(x) = limg_ 4 o0 pr(x) pp, et par définition
de l'intégrale sur L1 (1),

(3) /If(x)dx: lim () dz.

k——+oo T

Maintenant, de I'inégalité v, < ¢r (1 < n < k), on déduit en faisant tendre k vers I'infini
que f, < f pp, d’ou, en tenant compte de (2),

(4) Pn < fn < f Pp.

Comme ¢,, — f pp, on voit que f,, — f pp. La formule (1) découle alors trivialement de
(3) et (4).

Théoréeme 3.2 (Convergence monotone, Beppo Levi). Soit {f,}>2, une suite
croissante de fonctions de L' (I) telle que sup,,~, [; fn dz < co. Alors il existe une fonction

f e LYI) telle que f, — f pp et limp oo [} fnda = [, fda.
Démonstration. Quitte a considérer f, — fi a la place de f,, nous pouvons supposer

fn = 0. Posons alors g1 = f1, gk = fx — fr—1 (k > 2), de sorte que f, = >, ;¢ gk pour
tout n > 1. On donc g, > 0, gr € L*(I) et

(5) I;/ng(:r) dz < oo.

Soit gr = up — v une décomposition de gi avec ug, vy € LT(I) et {prm}>_, une suite
croissante de fonctions de Esco(I) convergeant pp vers v. Pour m = m(k) convenable,
on a

Pkm(k) S VL PP et /1 (vk () = P (2)) dz < 1/2".

Posons alors s, = ux — Qrm(k)s tk = Vk — Prm(k)- On a

(6)

Site €LT(I), go =5k —ty, tx=0pp, sp=gr+tx=>0pp, /tk(fﬂ) dz < 1/2".
I

Maintenant, observons que la fonction rp = s, + t, est négligeable. En posant
Sy = Sg + T, U, = tx + 7, il vient donc

sitr e YD), gr=st—t5, sp=0, ti>=0, /t;;(a:) dz < 1/2%.
I
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En particulier {3, <k<n s};}zo:l est une suite croissante de fonctions de L (I) et l'on a
par (5)

g/lsm fj(/gk o+ [ ti(a) o) Z/gk dx+2/tk de < oo.

k=1

Le lemme 3.1 nous permet donc d affirmer D'existence d’une fonction s* € L1(I) telle que
s*(x) = Ypeqse(z) pp et [;s*(x)de = Y57, [; si(x)dz. Semblablement, la derniere
inégalité de (6) implique 1ex1stence de t* € LT(I) telle que t*(x) = > oo ti(z) pp et
[t (@) dae = >"07, [, ti(x) de. Posons f = s* —t*. On a

(@) = Y ake) = 3 si@) — Y tile) = £(2) o
k=1 k=1 k=1
et
ngrfoo Ifn(x) dz = ;/gk(:n) dr = Z/Is};(x) dx — Z/t;(l’) dz

par définition de I'intégrale sur L'(I). Cela achéve la démonstration.

Remarque. La conclusion du théoreme de Beppo Levi est bien entendu valide pour
une suite décroissante {f,}52, telle que inf,>q [ ; Jandz > —oo : il suffit d’appliquer le
théoreme a —f,,.

Corollaire 3.3. Soit > >, f, une série de fonctions de L'(I) telle que

g/j\fn(x)]dm < 0.

Alors il existe une fonction f € L1(I) telle que

S @ =f@) w3 [ @)= [ )i

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoreme de la convergence monotone aux sommes
partielles des séries > o, fi.

Corollaire 3.4. Soit { fn ° | une suite monotone de fonctions de L (I) convergeant pp
vers une fonction f € L' (I) Alors on alim, o [; fundz = [, fdz.

Démonstration. Supposons par exemple la suite croissante. Alors f,, < f pp, donc
i) ;Jndr < / ; [ dz. Le théoreme de la convergence monotone implique donc 'existence
d’une fonction g € L1(I) telle que f, — g pp, et par conséquent f = g pp. On a

/Ifn(x)dxﬁflg(x)dx

par le Théoreme 3.2, et f[ fdz = f[ gdx par le Théoreme 2.2.
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Corollaire 3.5. Soit f : I — R. Alors f = 0 pp si, et seulement si, f € L(I) et
f[ |f|dz = 0.

Démonstration. Nous avons déja vu que la condition est nécessaire (Théoreme 2.2). Pour
montrer qu’elle est suffisante, il suffit d’appliquer le théoreme de la convergence monotone
a la série de terme général f,, = |f|, dont la série des intégrales est la série nulle, donc
convergente. On obtient que Y > | f, converge pp, donc que |f| = 0 pp.

Corollaire 3.6. Soit f une fonction possédant une intégrale de Riemann généralisée
absolument convergente sur I. Alors f € LY(I) et son intégrale de Lebesgue sur I est
égale a son intégrale de Riemann généralisée.

Démonstration. Supposons par exemple I = R, et posons f,, = f1_,, ,,. Alors, pour tout
n, on a f, € R[-n,n|, de sorte que le Théoreme 1.1 implique f, € L'(R). Les suites
{fF1oo, sont croissantes et d’intégrales bornées par I'intégrale de Riemann de | f| sur R.
Le Théoréme 3.2 implique donc que lim,, o f = f* € LY(R) et que

[1@ar= [ rr@ar— [ @i tim [ fiede= tim [ g de
= nli&loo /_T; f(z)dx.

Le résultat ci-dessous fournit une caractérisation des fonctions Lebesgue-intégrables
analogue a celle du Théoreme 1.5.2 pour les fonctions Riemann-intégrables.

Corollaire 3.7. Soit f : I — R. Alors f est dans L'(I) si, et seulement si, on a

sup /gda: = ;Iflf Gdz.
I = PP

g<f pp

gel— (1) et "1
Lorsqu'’il en est ainsi, le nombre [ ; Jdz est égal a la valeur commune des deux extremums
précédents.

Le résultat suivant fournit un renseignement lorsque la suite n’est pas monotone.

Théoréme 3.8 (Lemme de Fatou). Soient {f,,}°°; une suite de fonctions de L' (I) et
f : I — R satisfaisant a

fnz0 (n>=1), Slili/fn )dz < oo, fn— f pD.
n

Alors f € LY(I), et [, fdx <liminf,_ o [; fnda.

Démonstration. Posons g, = inf,,>, fm, de sorte que {g,}52; est une suite croissante
convergeant vers f. Comme f,,, > 0, le théoréme de la convergence monotone implique
que g, € LY(I) et

/I gu@)de = Jim [ inf | fo@)dr< fm o nt / (@) de = inf / fnl2) da
Par hypothese, cette dernieére quantité est bornée indépendamment de n. Une seconde
application du théoréme de la convergence monotone montre donc que f € L!(I) et que
J; gndx — [, fdz. En passant & la limite dans I'inégalité précédente, on obtient bien la
majoration annoncée pour || ; fdz.

Remarque. 11 peut ne pas y avoir égalité dans le lemme de Fatou, ainsi que l'atteste
I'exemple de f,(x) =na™, f(x) =0 sur [0,1].

Le théoreme de la convergence monotone permet également d’étendre aux fonctions de
L(I) la formule du changement de variables.
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Théoréme 3.9 (Changement de variables). Soit ¢ : J — I une bijection monotone
de classe C*t. Alors, pour toute fonction f € LY(I), on a

Af@ﬂlefwwnwwn@.

Démonstration. La formule est vraie si f € Esco(I), d’apres le Théoréme 1.3.1. Lorsque
f € LT(I) et, par exemple, ¢’ > 0, il existe une suite croissante {f,,}5°; de fonctions de
Esco(I) convergeant pp vers f. Pour chaque n, la fonction g, = f, o ¢ - ¢’ est a support
compact et Riemann-intégrable, donc dans £!(J). On a

[ o= [ e < [ s

et, pp, g» tend en croissant vers g = f o ¢ - ¢'. Le théoréme de la convergence monotone
implique donc que g € L1(J) et

/J gdy = lim /J In(y) dy = /1 f(z) da.

Le théoreme est donc établi pour f € L1(I). On en déduit le cas général par linéarité.

4. Le théoreme de la convergence dominée

Pour les suites non monotones, le passage a la limite sous le signe d’intégration n’est
pas toujours justifié. Pour f,(z) = n%e™"® sur [0, oo, par exemple, on a f,, — 0 pp, mais
fooo frndx = n — oo. Le théoreme suivant fournit une condition suffisante simple pour

autoriser 'interversion des opérations de passage a la limite et intégration.

Théoréeme 4.1 (Convergence dominée, Lebesgue). Soit {f,}52, une suite de
fonctions de LY(I) convergeant pp vers une fonction f définie sur I. On suppose qu’il
existe une fonction fixe g € LY(I) telle que |f,| < g pp pour chaque entier n. Alors
felt) et [, fde =limy o [; frda.

Démonstration. Posons g, = maxi<mgn fm- Alors g, € L1(I) d’apres le Théoreme 2.3 et
gn < g PP, donc sup,, > / 7 9ndx < / 7 9dz < co. Comme la suite {g, };2; est trivialement
croissante, le théoreme de la convergence monotone implique 'existence d’une fonction
Joo de LY(I) telle que goo = limy, 00 gn = sup,,>1 fn Pp. De méme, il existe une fonction
h, € L1(I) égale pp & SUP;, >y, fm- On a by, > hyp1 pp et, quitte a modifier chaque h,, sur
un ensemble fixe négligeable (& savoir Up>1{z € I : hy,(z) < hpy1(x)}) on peut supposer
que {hy, }5% est décroissante. On a h,, > —g pp et lim,,_, h,, = f pp, donc le théoreme
de la convergence monotone implique que f € L1(I) et

/1 f(z)dz = lim hy(x) da.

n—-+oo I

Semblablement, il existe une fonction k,, € L!(I) égale pp a inf,,>y, fin et Uon a

/If(x)da:: lim kp(z)dz.

n—-+00 I

En intégrant alors l'inégalité k, < f, < h, pp, on obtient bien la formule requise
limp, 400 [; fr(2)dz = [; f(z) da.

Le corollaire suivant est tres utile pour montrer qu’une fonction est intégrable.
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Théoréme 4.2. Soit {f,}5°, une suite de fonctions de L'(I) convergeant pp vers une
fonction f : I — R. On suppose I'existence d’une fonction g € L'(I) telle que |f| < g pp.
Alors f € LY(I).

Démonstration. Considérons

—g(x) sl fo(r) < —g(2),
pn(r) = q fulz) st |fo(2)] < g(2),
g(x)  sifu(z) > g(z).

Alors on a ¢,, = min{g, max(f,,—g)}, donc ¢,, € L1(I). On a |p,| < g pp et ¥, — f pPp-
Le théoréme de Lebesgue implique donc que f € L1(I).

Remarque. Les hypotheses du théoreme précédent ne sont pas suffisantes pour impliquer
lim,, [; fndz = [; f dz. Contre-exemple : f,,(z) = ne™"* sur [0,1], avec f = 0. Pour une
constante convenable ¢, on a f,(z) < ¢/x pp sur [0,1], mais la fonction dominante n’est
pas intégrable.

Le théoreme de Lebesgue permet aussi de controler les intégrales dépendant d’un
parametre. Les trois énoncés suivants, qui en découlent facilement, sont les plus utiles.

Théoréme 4.3 (Passage a la limite sous le signe somme). Soit T C R? et {f;}ier
une famille de fonctions de LY(I) vérifiant les conditions suivantes pour un élément ty de
T et une fonction f : I — R convenables :

(i) 3gel'(D):Ifil<gpp (teT)
(i) limy—s, ter fi(x) = f(x) PD-
Alors f € LY(I) et [, fdz = limy_yy, et [} fi da.

Théoréme 4.4 (Dérivation sous le signe d’intégration). Soit J un intervalle ouvert
deR et f: I xJ — R une fonction de deux variables telle que :

(i) (Vzxeld) tw f(t,x)elLi(I)

(i) x +— f(t,x) est dérivable sur J pour presque tout t
(iii) Jg € L1(I) : sup,e, laf(t x)/0x] < g(t) pp.
Alors la fonction définie sur J par F(x fI f(t,x) dt est dérivable sur J et l'on a
Fl(z) = / Mdt.
I 8{[)

Théoréme 4.5 (Fonction holomorphe définie par une intégrale). Soit U un ouvert
de C et f:U x I — C une fonction de deux variables telle que :

(i) (VzeU) tw f(zt)elLi(])
(ii) z +— f(z,t) est holomorphe sur U pour presque tout t
(i) 3g € LL(I) : sup,ey If(z 0] < g(t) pp.
Alors la fonction définie sur U par F(z f[ z,t) dt est holomorphe sur U et l'on a

Fi(z) = /I /1) g

0z
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Théoréme 4.6. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable dont la dérivée est bornée.
Alors

b
/ F()dt = () — f(a).

Démonstration. La preuve est semblable & celle du Théoreme 6.6 du chapitre I : il suffit
d’invoquer le théoréme de Lebesgue au lieu de celui d’Arzela.

Remarque. On peut montrer que f' € L1([a,b]) est une condition suffisante pour qu’une
fonction partout dérivable f satisfasse [ f'(t)dt = f(z) — f(a) pour a < = < b. Voir
W. Rudin, Analyse réelle et complexe, théoreme 8.21.

5. L’espace de Lebesgue L1(I)

Le Théoréme 2.2 montre que I’appartenance d’une fonction f : I — R & L!(I) n’est pas
modifiée lorsqu’on ajoute a f une fonction négligeable. Cela suggere d’introduire 1’espace
quotient de L1(I) par le sous-espace vectoriel des fonctions nulles pp. Nous désignons cet
espace de classes d’équivalences par L'(I). Si f,g € LY(I), on a f = g dans L'(I) si, et
seulement si, f = g pp. Par abus de langage, on désigne encore par f la classe de f dans
LY(I), et 'on parle de fonction de L*(I). On peut penser a un tel objet comme & une
fonction définie presque partout, qui peut étre arbitrairement modifiée en chaque point
donné (ce qui conduit certains mauvais esprits a dire qu’elle n’est définie nulle part!),
mais qui est néanmoins représentative d’'un comportement commun a toutes les fonctions
de la méme classe d’équivalence pour les propriétés liées a I'intégration.

Théoréme 5.1. L'(I) est un espace vectoriel réel, et Papplication f — ||f|1 = [;|f]dz
est une norme sur cet espace. On la désigne par norme de la convergence en moyenne.

Démonstration. Le fait que L' (I) soit un espace vectoriel découle des propriétés générales
des espaces quotients. L’application || f||; est bien définie sur L'(I) puisque sa valeur est
indépendante du représentant choisi dans £!(I). Pour établir que c’est une norme, le seul
point délicat consiste a montrer que | f||; = 0 implique f = 0 dans L*(I) : c’est une
conséquence immédiate du Corollaire 3.5.

Il découle maintenant du Théoréme 2.3 que l'application f — || ; fdz est une forme
linéaire continue sur L'(I), muni de la topologie induite par la norme de la convergence
en moyenne. Sur Iespace L1(I), la norme de la convergence en moyenne (aussi appelée
norme-L!) est en fait une semi-norme. On munit systématiquement £1(I) de la topologie
associée a cette semi-norme. Le théoréme suivant est le point culminant de la théorie de
I'intégrale de Lebesgue.

Théoréme 5.2. L’espace L!(I) est complet et I'espace L*(I) est un espace de Banach.
Plus précisément, de toute suite de Cauchy { f,}2°; de fonctions de L (I) on peut extraire
une sous-suite qui converge pp et en moyenne vers toute fonction f € L1(I) dont la classe
dans L'(I) est celle de la limite en moyenne de {f,}5; dans L*(I).

Démonstration. Soit { f,, }°°_; une suite de Cauchy de £L1(I). Nous devons d’abord montrer
qu'’il existe une fonction f € L1(I) telle que || f — fn|l1 — 0. Soit {fn, }$2, une sous-suite
de {f,}52, telle que || fn, — fr,,: |1 < 1/2%. Alors le théoréme de la convergence monotone
(sous la forme du Corollaire 3.3) nous permet de déduire de la convergence de la série

o
Z ||f7’bk+1 - fnkHl
k=1
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que la série de fonctions Y7 (fn,,, — fn,) converge pp vers une fonction de L*(I)
dont lintégrale peut étre calculée par intégration terme a terme. Autrement dit, il
existe f € L'(I) telle que fn, — f pp et [; fa,dz — [, fdz. Mais on a aussi
94 = |f —f] — O pp et, par Vinégalité triangulaire, gk gkl < | fos, — Foelln < 1/2°.
Le théoreme de la convergence monotone implique donc que ||gkll1 = ||fn, — fll1 — 0.
Comme {f,}72; est une suite de Cauchy, il s’ensuit que ||f, — f|l1 — 0, ce qui établit
bien la complétude de L1(I) et L1(I).

La seconde assertion de I’énoncé découle des propriétés de la suite { f,,, }32, précédente,
puisque sa limite pp f € L1(I) a nécessairement pour classe dans L!(I) 'unique limite
de la suite {f,}5°; dans L(I).

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théoreme 2.4.

Théoréme 5.3. Le sous-espace vectoriel constitué des classes dans L*(I) des fonctions
de Esco(I) est dense dans L(I).

6. Fonctions et ensembles mesurables

Définition. Une fonction f : I — R est dite mesurable s’il existe une suite {¢,}52, de
fonctions de Esco(I) convergeant pp vers f. On désigne par M(I) ’ensemble des fonctions
mesurables définies sur I. Une partie A de R est dite mesurable si sa fonction indicatrice
14 est dans M(R).

Toute fonction f € L1(I) est mesurable, mais la réciproque est fausse. Par exemple, la
fonction constante f = 1 sur I = R, et la fonction 2 — 1/x sur |0, 1] sont mesurables mais
non intégrables.

Théoreme 6.1. Si f,g € M(I), alors les fonctions |f|, f £ g, fg, max(f, g), min(f, g)
sont également mesurables. Si f # 0 pp, toute fonction égale & 1/f pp est mesurable.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour qu’une fonction mesurable soit
intégrable. C’est une conséquence immédiate du Théoreme 4.2.

Théoréme 6.2. Si f € M(I) et s’il existe g € L(I) telle que | f| < g pp, alors f € L1(I).
L’important théoréme suivant montre que M([) est stable par limite simple pp.

Théoréme 6.3. Soit f : I — R une fonction qui est limite pp d’une suite {f,}2>; de
fonctions mesurables. Alors f € M(I).

Démonstration. Soit h une fonctlon intégrable sur I, et strictement positive en tout point
de I, par exemple h(z) = . On pose g, = hfn/(h + | fn]). Alors g, € M(I) d’apres
le Théoreme 6.1, et le Theoreme 6.2 implique que g, € LY(I) puisque |g,| < h. Par
hypothese, on a g, — g = hf/(h + |f|) pp. Le théoreme de Lebesgue implique donc que
g € LY(I). De plus, on a trivialement |g| < h. En notant que f et g sont de méme signe,
on voit que f = hg/(h — |g|). Donc f € M(I), d’apres le Théoréme 6.1.

La classe des fonctions mesurables est donc tres vaste. Par exemple, une conséquence
immédiate des Théoremes 6.2 et 6.3 est que toute fonction localement intégrable, ¢’est-a-
dire intégrable sur chaque intervalle borné, est mesurable. En particulier, on voit grace
au Théoreme 1.1 que toute fonction continue pp est mesurable — cf.exercice 70 pour une
démonstration directe.

Définition. On appelle mesure de Lebesgue d’une partie mesurable A de R le nombre

R 1
A(A) € R =R U {oo} défini par A(A) = { Jilade silseLI(R),
+00

dans le cas contraire.

On a par exemple A([a,b]) = b—a. La caractérisation suivante des ensemble négligeables
découle immédiatement du Corollaire 3.5.
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Théoreme 6.4. Une partie N de R est négligeable si, et seulement si, elle est mesurable
et de mesure A\(N) = 0.

Les propriétés essentielles de la mesure de Lebesgue sur 'ensemble des parties mesu-
rables de R sont rassemblées dans 1’énoncé suivant.

Théoreme 6.5. Si A, B sont des ensembles mesurables, alors il en va de méme de
AU B, AN B, et A~ B. Pour toute famille dénombrable {A;};cs de parties mesurables
de R, l'intersection NjecgA; et la réunion UjcgA; sont mesurables. De plus, la mesure de
Lebesgue est dénombrablement additive, c’est-a-dire que I’on a, si les A; sont deux a deux
disjoints,
A( Ujes Aj) = > A4y
Jj€d

Nous verrons que la théorie de la mesure abstraite est une construction axiomatique
reposant sur ces propriétés. Les fonctions mesurables peuvent y étre définies en termes
d’ensembles mesurables, a I'image du théoreme suivant.

Théoréme 6.6 (Caractérisation de Lebesgue des fonction mesurables).
Soit f: I — R. Alors f € M(I) si, et seulement si, les ensembles

fﬁl(] —OO,G]), fﬁl(] _OO7aD7 fﬁl([aﬂ +OOD7 ffl(]a,—i—oo[)

sont mesurables pour tout a € R. De plus, la mesurabilité des ensembles de I’'un des quatre
types implique celle des trois autres.

Considérons une fonction mesurable f > 0 et posons E, = I N [—n,n] N f=1([0,n]).
Alors E,, est intégrable puisque mesurable et majoré par 1’ensemble intégrable [—n, n]. De
plus f, = 1g, f tend en croissant vers f. La suite croissante des intégrales [ 1 Jndo est
donc bornée si, et seulement si, f est intégrable, et il est cohérent d’étendre la définition
du symbole [; f(z)dz en posant [, f(z)dz = oo si f & L'(I). Cette notation commode
permet par exemple d’écrire la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
mesurable soit intégrable sous la forme

Jlr@ldr <.

Dans la théorie de Lebesgue, la formule de la moyenne prend la forme naturelle suivante.

Théoréme 6.7. Soit f € L1(I) et E une partie intégrable de I. Si 'on am < f < M pp
sur F, alors

mA(E) < /Ef(:v) dr < MA(E).

Une conséquence importante et surprenante du théoreme de la convergence monotone
est le résultat suivant qui lie la convergence simple pp et la convergence uniforme d’une
suite de fonctions mesurables sur un ensemble intégrable. Nous convenons qu’une fonction
f définie sur un ensemble quelconque E C R est dite mesurable sur F si la fonction obtenue
en prolongeant f par 0 sur le complémentaire de E est mesurable sur R.

Théoreme 6.8 (Egorov). Soit E un ensemble intégrable et {f,}°2, une suite de
fonctions mesurables sur E et convergeant pp vers une fonction f définie sur E. Alors,
pour tout € > 0, il existe un sous-ensemble mesurable E. de E tel que

AE) — & < ME.) < ME)
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et sur lequel la convergence de f, vers f est uniforme, c’est-a-dire

(7) sup |fn(z) = f(2)| =0 (n— o).

reEF.

Démonstration. Soit Eg = {x € E : f,(x) — f(x)}. Posons g,(x) = |fn(z) — f(z)] et

E,, ={x € Ey: sup gm(z) <1/p},

m2>2n

de sorte que, pour tout p > 1, Ey = Up2E,,. Les E,, sont mesurables et la suite
{Epn}o2 est clairement croissante pour chaque entier p fixé. En d’autres termes, on a
limy, .o 1E,, = 1g,, et le théoreme de la convergence monotone implique

AE) = MEp) = lim A(Epn).

n—oo

Pour chaque € > 0, il existe donc un indice n, tel que A(E,,,) > A(E) — /2P. Posons
E. =Np2 Epp,. Alors on a, pour tout z € E.,

n=n, = gn(x) < gn, () < 1/p,

c’est-a-dire (7). De plus,
MENE) =MEoNE) <Y MENEpn,) <Y /2 =c.
p=1 p=1
Cela achéve la démonstration.

7. Les espaces LP(]) et LP([)

On désigne par LP(I) (1 < p < oo) l'espace des fonctions f : I — R qui sont mesurables
et telles que |f|P € L1(I). Pour f € LP(I), on pose

111, = ( [1s@pas) ™

Le Théoréme 6.2 montre immédiatement que si f € M(I) et |f| < g pp avec g € LP(I),
alors f € LP(I). En particulier, si f,g € LP(I), alors max(f, g) et min(f, g) sont aussi dans
LP(I). Comme |f + g|P < 2P max(|f|?, |g|P), on voit que LP(I) est stable par addition. On
en déduit facilement le résultat suivant.

Théoreme 7.1. LP(I) est un espace vectoriel réel.

On désigne par LP(I) I'espace vectoriel quotient de LP(I) par le sous-espace vectoriel
des fonctions négligeables.

Théoréeme 7.2 (Inégalité de Hdolder). Soient p,q des nombres réels > 1 tels que
(1/p)+ (1/q) = 1. Si f € LP(I), g € LI(I), alors fg € L}(I) et I'on a

Ifglly < [ fllpllgllq-

Théoréme 7.3. Pour f,g € LP(I), onal|f+gllp < [Ifllp+Ilgllp, et I'application f — | f|
est une semi-norme sur LP(I), une norme sur LP(I). La topologie induite sur I'un ou I'autre
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de ces espaces est désignée comme la topologie de la convergence en moyenne d’ordre p,
ou de la convergence-LP.

Théoréme 7.4. Les espaces LP(I) et LP(I) sont complets. Plus précisément, de toute
suite de Cauchy {f,}52, de fonctions de LP(I), on peut extraire une sous-suite conver-
geant pp et en moyenne d’ordre p vers tout représentant f de I'unique limite de la suite
{fn}nZ, dans LP(I).

Théoréme 7.5. Les sous-espaces Esco(I) et Co(I) sont denses dans LP(I) pour la
topologie de la convergence-LP. Plus précisément, pour toute fonction f € LP(I), il existe
une suite {@, }°° ; de fonctions de Esco(I) (resp. Co(I)) qui converge pp et en moyenne
d’ordre p vers f.

8. Intégrale double

La construction précédente de I'intégrale de Lebesgue sur R est en fait valable presque
sans changement sur R%. Considérons pour fixer les idées le cas d = 2. Etant donné un
pavé borné ou non P, on introduit ’ensemble Escy(P) des fonctions en escalier a support
compact sur P, sur lequel l'intégrale est définie de maniére évidente, puis I’ensemble
LT (P) des fonctions qui sont pp limites d’une suite croissante de fonctions de Esco(P).
Les lemmes A et B peuvent alors étre démontrés sans changement, ce qui permet de définir
de facon intrinseque 'intégrale sur L (P), puis sur L!(P), défini comme 1’ensemble des
différences f1 — f2 de fonctions de L (P). Les théorémes de la convergence monotone et de
la convergence dominée restent valables tels quels, ainsi que la définition et les propriétés
des ensembles mesurables. Par exemple, une limite simple pp de fonctions mesurables est
mesurable, et toute fonction mesurable majorée en module par une fonction intégrable
est intégrable. La caractérisation de Lebesgue des fonctions mesurables est identique : f
est mesurable si, et seulement si, les ensembles f~!([a,c[) (a € R) le sont, avec les trois
variantes habituelles.

Le théoreme fondamental suivant permet de lier 'intégrale double a I'intégrale simple.

Théoréme 8.1 (Fubini). Soient I,J, des intervalles de R et f € LY(I x J). Alors
Papplication partielle x +— f(x,y) est dans L'(I) pour presque tout y, et I'application
y— ; f(z,y)dx (définie initialement pp et prolongée par 0 dans le domaine complé-
mentaire) est dans L'(J). Les assertions symétriques obtenues en inversant les roles de x
et y sont valables, et I'on a avec les conventions précédentes

IXJf(x’y)dxdy:/Jdy/lf(m’y)dx:/ldx/]f($»y)dy-

La démonstration repose sur le résultat suivant qui fait le lien entre les notions
d’ensembles négligeables sur R et sur R%. Si A C R?, on définit les sections A*, A, par

A* ={yeR: (z,y) € A}, Ay, ={zeR: (z,y) € A}.

Lemme 8.2. Soit N un ensemble négligeable de R?. Alors les sections N* sont négli-
geables pour presque tout x.

Démonstration. Puisque N est négligeable, il existe pour chaque entier n > 1 un
3 o0
recouvrement dénombrable {]a;n,, bjn[X]otjn, ﬁjn[}jzl de mesure totale
o0
> Aajn, bin[X]jn, Binl) < 1/2".

Jj=1
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Cela implique que la série a termes positifs

(8) Z Z(ﬁjn — @jn)a , b, [(T)
n=1j=1

est telle que la série correspondante des intégrales est convergente. Elle est donc pp
convergente, d’apres le théoreme de la convergence monotone (Corollaire 3.3). Soit E
I’ensemble des nombres réels x ou la série (8) converge. Une seconde application du
théoreme de la convergence monotone montre que, pour = € E fixé, la série

ZZ Jasn b l() a5, ((9)
n=1j=1

converge pour presque tout y. Or cette série majore
o0
_ J oo si(zy) €N,
2:11N(3:,y) N {O si (z,y) € N.

On a donc nécessairement 1y (z,y) = 1n=(y) = 0 pp pour x € F fixé. Autrement dit, N*
est négligeable pour presque tout x, ce qu’il fallait démontrer.

Nous sommes maintenant en mesure (c’est le cas de le dire!) de démontrer le théoreme
de Fubini. 1l suffit de considérer le cas d’'une fonction de L1 (I x J), '’énoncé général en
découlant par linéarité. Soit donc f € LT(I x J), et {p,}5°; une suite croissante de
fonctions de Esco(I x J) convergeant pp vers f. Par définition de 'intégrale de Lebesgue,
on a

Q fag)dody =l [ puoy)dedy= tim [ do [ entem)an

IxJ n— IxJ n—oo Jr J
ou la seconde égalité découle de I'intégrabilité par intégrations successives des fonctions en
escalier. Posons ®,(z) = [; ¢n(z,y)dy. Comme la suite {¢,}72 est croissante, il en va
de méme de la suite {®,,}72 ;. De plus, la relation (9) implique que la suite des intégrales
J; @n(x) dz est uniformément majorée — par le membre de gauche de (9). Le théoreme
de la convergence monotone implique donc Pexistence d’une fonction ® € L1(T) telle que

P, (x) — ®(x) pp et

(10) /I(ID(x) dz = lim [ ®,(x)dz = f(z,y)dzdy,

n—oo Jr IxJ

ou la seconde égalité découle de (9). Par ailleurs, puisque ¢, (z,y) — f(x,y) pp, le lemme
8.2 implique que ’ensemble

Y={yeJ:on(r,y) ~ flz,y)}

est négligeable pour presque tout x. On voit donc qu’il existe un ensemble négligeable de
valeurs de x en dehors duquel on a simultanément

lim ®,(z)=®(x), et  lim gu(z,y)=f(z,y) pp (en y).

Lorsque ces relations sont réalisées, le théoreme de la convergence monotone implique que
y = f(z,y) € L1(J) et que

/ f(z,y)dy = lim / on(z,y)dy = lim &,(z) = B(a).
J n—oo J n—oo
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En reportant dans (10), on obtient

/ d / faydy= [ flay) dedy,
I J IxJ

avec la convention indiquée dans I’énoncé de remplacer, dans le membre de gauche,
'intégrale intérieure (qui est égale & ®(z) pp) par 0 pour les valeurs de z ou elle n’est pas
définie. Cela acheve la démonstration.

Avec la convention d’extension du symbole d’intégrale des fonctions mesurables posi-
tives indiquée & la section 6, nous pouvons énoncer le corollaire suivant qui fournit un
critere commode et condensé pour I'intégrabilité d’une fonction de deux variables.

Corollaire 8.3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f : I xJ—R
soit intégrable est que f soit mesurable et que 'on ait

[ [1r@lar<oe o [y [i@plde <o,

Démonstration. Les intégrales itérées apparaissant dans ’énoncé ont un sens puisque
le lemme 8.2 montre que les fonctions partielles sont mesurables pp. La condition est
bien nécessaire car l'intégrabilité de f implique celle de |f] et le théoréme de Fubini
permet alors de calculer 'intégrale par intégrations successives. Pour montrer qu’elle est
suffisante, supposons par exemple la premiere des deux conditions de finitude réalisée
et considérons une suite {y,(x,y) o2, de fonctions de Fsco(l x J) convergeant pp vers
f(z,y). L’existence d’une telle suite est garantie par le fait que f est mesurable. Posons
alors

’ lon(z,y)| i oz, y)| < 2/f(z,y)]-

Il est clair que v, est mesurable, et que ,, < 2|f| pour tout n. De plus, 1,, est intégrable
car elle est mesurable et majorée par la fonction intégrable |, |. Enfin, on a ¢, — |f| pp
et
vn(epdedy = [ do [ vaaa)dy<2 [ o [ 17wl < o
IxJ I J I J
ou ’égalité découle du théoreme de Fubini. Le lemme de Fatou (en version bidimension-
nelle) implique donc |f] € LY(I x J), et finalement f € L(I x J), par le Théoréme 6.2.

Le théoreme du changement de variables prend dans le cadre de 'intégrale de Lebesgue
sa forme définitive.

Théoréme 8.4. Soient U et V des ouverts de R? et ® : U — V un C'-difféomorphisme
de U sur V. Pour que f : U — R soit intégrable sur U, il faut et il suffit que f o ® soit
intégrable sur V' et 'on a dans ce cas

/f(x,y)dxdy:/fo<1>(u,v)|détJ¢(u,v)|dudU
1% A

avec 50, /ou 901/9
o (Dl u (I)l v
Tolu,v) = <8<I>2/8u a<1>2/av> '
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Exercices sur I’intégrale de Lebesgue

52. Soit I un intervalle de R. Montrer que f est négligeable sur [ si, et seulement si, il
existe, pour chaque € > 0, une fonction g € Esco(I) telle que |f| < g pp, et [, gdz <e.

53. Soit f € LY(R). Montrer que fj;o f(z)dz = lim fYX f(z)dz lorsque X et Y tendent
indépendamment vers +oo. En déduire que si une fonction f de L!(R) posséde une
intégrale de Riemann généralisée sur R, alors les deux intégrales coincident. Montrer sur

un exemple que l'intégrale de Riemann généralisée peut converger sans que f soit dans
LY(R).

54. Soit f € L'([a,b]). Pour toute subdivision o = {z;}}_, de [a,b], on pose

Vo(f)= > \/

0o<j<n Y%

VM f(t)dt|.

1) Montrer que, pour chaque o et pour toutes fonctions f,g de L!([a,b]), on a

b
Vo(f) < [, 1f®)]dt et [Vo(f) = Vo(g)l < Vo(f —g)
2) Montrer que lim| ;o Vo (f) = ff | f(t)| dt en considérant d’abord le cas des fonctions
continues.

d

55. La fonction f(z) = d—( Zsin(1/2%) = 2zsin(1/2%) — (2/x) cos(1/2?) est-elle inté-
x

grable sur ]0,1[?

56. On pose f,(z) = /nz/(1+2?)" (x > 0,n = 2,3,...). Distinguer le vrai du faux
parmi les assertions suivantes.

(i) La suite { f,}5%4 converge simplement vers 0 sur [0, +o0].

(ii) La suite {f,}5%, converge uniformément vers 0 sur [0, +-o00].
(iii) La suite { [~ fn(z) dz}52, converge vers 0.
(

iv) La suite {f,}5%, est dominée dans L*([0, +-o0]).

57. Soit {fn}2%, une suite de fonctions de L*(R) convergeant uniformément vers une
fonction f définie sur R.

1) Montrer sur un exemple que f peut ne pas étre intégrable.

2) On suppose de plus 'existence d’un ensemble intégrable E' tel que supp f, C E pour
tout n > 1. Montrer que f € L'(R) et limy,— 1 o0 [ frn(z)dz = [ f(z)dx.

3) Montrer que, si 'on suppose seulement que la suite {|| f,,||1}5%, est bornée, alors on
a encore f € L*(R), mais plus nécessairement lim,, 4o [ fn(z)dz = [ f(z)dz.
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-1 k—1
58. Pour n > 1 et x € R, on pose f,(z) = Z (=1) 1% k41((7). Montrer que

1<k<n &
fn € Ll(R) pour tout n > 1, que la suite {f,}°2; converge simplement sur R et que la
suite numérique { [ f,,( )dx}nzl est convergente. Que peut-on en conclure ?

59. Peut-on appliquer le théoreme de la convergence dominée a la suite

fo=lpnsrm (n=1,2,..) 7

60. Soit f la fonction définie sur ]0,00[ par f(x) = z~Y/2(1 4 |logz|)~'. Déterminer
I’ensemble des valeurs de p telles que f € LP]0, co.

61. Montrer que, pour tout intervalle borné [a, ], on a LP[a,b] C L9]a,b] pour 1 < ¢ < p.
62. Montrer que, pour p < r < ¢, on a LP[0, 00[ N L2[0, co[C L"[0, 0.

63. Soit f : R — R une fonction appartenant a la fois & L!(R) et & LP(R) avec p > 1.
On pose F(z) = [*__ f(t)dt. Montrer que l'on a |F(z + h) — F(z)| = o(h'~'/?) lorsque
h — 0.

64. Soit f une fonction définie sur [a, b] et telle que f € LP([a,b]) pour tout p > 1. Montrer
que lirf || fll, = essup|f|. Pourquoi la démonstration de ce résultat est-elle beaucoup
p—+oo

plus simple que dans le cadre de I'intégrale de Riemann ?

65. On désigne par £L°°(I) 'espace des fonctions réelles f mesurables sur un sous-intervalle
I de R et telles que 'on ait pour une constante convenable M, |f(x)| < M pp. On note
alors || f|loc = la borne inférieure de 1’ensembles de tels M. Par ailleurs, on désigne par
P1(R) I’ensemble des fonctions définies sur R et périodiques de période 1.

1) Soit f € €([0,1]). Etablir 'existence de lim,, s (1/n) > o<k<n_1f(k/n) et exprimer
sa valeur a l'aide d’une intégrale.

2) Soient f € €([0,1]), g € P1(R) N LL([0,1]). Montrer que

(+) nlgg)gf g(nt)dt = /f dt/ (t)dt

On pourra introduire, pour 0 < k < n, les intégrales f A (u/n)g(u) du et les comparer

aux intégrales f:“ f(k/n)g(u) du.

3) Soit g € P1(R) N L([0,1]). On pose g,(z) = {g(:c) : BE g} >p, Montrer que
gp € P1(R) N L>([0,1]) et que g, tend vers g dans £'([0, 1]) lorsque p — oco.

4) Dans chacun des cas suivants, dire si la formule (%) a un sens et, dans laffirmative,
discuter sa validité.

(a) feLi([0,1]), g € Pr(R)NL>([0,1]).
(b) fell([0.1]), g€ Pi(R )ﬁﬁl([O 1]).
() fGL"O()[, 1]), g € P1(R) N LY ([0, 1]).

Pour traiter le cas (c), on pourra faire appel au résultat de la question 3.
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66. 1) Soit E un sous-ensemble mesurable de R, de mesure de Lebesgue non nulle
(éventuellement infinie). Montrer que l'intégrale

o de [ 1g(z)dz
a(B) '_/E 1+ a2 _/R 1+ a2

est finie et strictement positive.

2) Soit f : R — R une fonction mesurable qui n’appartient pas & £°°(R). Montrer que,
pour chaque entier n > 1, I'ensemble FE,, := {z € R : |f(z)| > n} est mesurable et de
mesure de Lebesgue positive (éventuellement infinie).

- - 1p,(z)
3) Montrer que la série g(x) := ; a(Bn2(1 +29)
réel x, quun nombre fini de termes non nuls et définit une fonction de L!(R).

4) Montrer que fg ¢ LY(R).

5) Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction mesurable
f : R — R appartienne & L°(R) est que l'on ait fg € L!(R) pour toute fonction g
de L1(R).

ne comporte, pour chaque nombre

67. Soit p > 1 et f € LP]0, oo[. Montrer que U'intégrale

/Oo (@) sin zy da
0

X

est uniformément convergente sur tout compact.

68. Soient f, g des fonctions & valeurs dans R™ définies sur un intervalle compact [a, b] et
telles que

z— f(z)*(1 +log™ f(x)) € La,b], z— g(x)*/(1 +log™ g(x)) € L[a, b].

Montrer que fg € L'[a,b]. [ On pourra considérer I'ensemble E des nombres z de [a, b]
tels que f(z) < g(z)/(1 + log™ g(x).]

69. Soit f: R — R une fonction telle que f~*([a, +00]) soit mesurable pour tout o € Q.
Montrer que f est mesurable.

70. Montrer que tout sous-ensemble ouvert (resp. fermé) de R est mesurable.

71. Soit f : R — R une fonction continue presque partout. Pour tout o € R, on pose

E(a) = f~Y(Ja, +o0[). Montrer que f est discontinue en tout point de E(a) \ E(a). En
déduire que f est mesurable.

72. Soit f une fonction définie et mesurable sur [a,b]. On pose E, = f~1([n,n + 1]).
Montrer que f € L*([a,b]) si, et seulement si, l'on a Y, _, [n|A(E,) < oc.

73. Soit f € L1(R) et E, = {x € R: |f(z)| > n}. Montrer que lim,,_, { o, nA(E,) = 0.
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74. Soit R la relation d’équivalence définie sur R par 2Ry <= (z —y) € Q. On
considere ’ensemble E obtenu (grace a l’axiome du choix) en sélectionnant dans [0, 1]
un représentant et un seul de chaque classe d’équivalence. Pour tout A C R, on pose
r+ A={r+a:ac A}. Montrer que, si r et s sont des rationnels distincts, alors r + F
et s + E sont disjoints. Etablir les inclusions

o1c |J +Bc[-12]
reQn[—1,1]

En déduire que E n’est pas mesurable.

75. 1) Montrer que £2[0,1] C L]0, 1]. Cette inclusion est-elle stricte ?
2) Montrer que I'on a pour toute fonction f € £2[0,1]

(1) lim " f(x)dx =0,
n—+o0o 0
et donner une estimation de la vitesse de convergence.
3) Montrer, en faisant appel a un théoreme fondamental de la théorie de I'intégration,
que la relation (1) persiste sous ’hypothése plus générale f € L]0, 1].

76. Soit f une fonction de L1, 2].
1) Montrer que f € L1]1,2].
2) Montrer que pour tout y € [1,2] et tout entier n fixé on a

o k—1,—nk

0 2 [enea= [ (- eol-mm) s

k=1

3) On suppose désormais qu’il existe une constante M telle que

2
sup|/1 a™ f(z)dz| < M.

m2=0

Montrer que, pour y fixé, 1 < y < 2, le membre de gauche de (%) tend vers 0 lorsque
n — +o0o. En déduire que f; f(z)dz =0 pour 1 <y < 2.

4) Montrer que [, f(x)dz = 0 pour tout ensemble mesurable A. (On pourra traiter en
premier lieu le cas d’un intervalle, puis utiliser le fait que la fonction caractéristique 14 de
A est limite simple presque partout d’une suite {x,}3>; de combinaisons linéaires finies
de fonctions caractéristiques d’intervalles.) En appliquant cette propriété aux ensembles

Ay={ze[1,2]: flx) <-1/p} (p=1,2,...),

montrer que f(x) > 0 presque partout, puis que f(x) = 0 presque partout.

77. Soit {f,}52, une suite de fonctions définies sur R, intégrables et positives ou nulles
convergeant presque partout vers une fonction intégrable f.
1) Montrer par un exemple que ’on n’a pas nécessairement

n—oo

(1) lim fndx:/fdx.

2) Soit g, = min(f,, f) (n = 1). Montrer que g,, converge en moyenne vers f.

3) Montrer que (f — f,)T converge en moyenne vers 0.

4) Sous I’hypothese supplémentaire que la relation (f) est satisfaite, montrer que f,
converge en moyenne vers f.
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78. Soit { f,, }°2 ; une suite de fonctions réelles intégrables de signe quelconque convergeant
presque partout vers une fonction intégrable f. On se propose de montrer que les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

() Jim fa £l =0
()  Tim [[full = £l

1) Montrer I'implication (a) = (b).
2) Sous 'hypothese (b), établir les inégalités

/f+ dr < liminf/ fFdz, /f_ dz < liminf/ f, dz.
R n—oo Jp R n—oo  Jr

3) Montrer que ’hypothese (b) implique

n— oo

lim f:dxz/erdx et lim fr dx:/f_dx.

4) En utilisant le résultat de I’exercice 77, montrer 'implication (b) = (a).

n

d
79. 1) On pose H,(t) = etzd—e*tz. Montrer que H,(t) est un polynéme de degré n et

n

calculer H,(0) en utilisant le développement en série de ’exponentielle.
o

2) Soit p(t) = / e~ =% dz. Montrer l'existence d'une constante C, ne dépendant

2t2

< Cpz™ (z > 0). En déduire que ¢ est de classe C™ sur

0 an
de n tell ‘— —
que e n telle que 375716

R, et écrire (™ (t) sous la forme d’une intégrale convergente. Calculer (™ (0).
[On rappelle que fooo e~z dz = nl]

3) Déterminer de domaine de convergence de la série de Taylor de ¢ a l'origine.

80. Calculer

Ho) = [ e weR)

en utilisant le résultat de 'exercice 47.
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IV

Convolution et transformation

de Fourier (résumé)

1. Convolution

On appelle convolée (ou produit de convolution) de deux fonctions f, g de variable réelle
a valeurs dans C la fonction définie par

+o00
1) fglx) = / f(z - 1)g(y) dy

— 00

sur I'ensemble des valeurs de x ot I'application y +— f(z — y)g(y) est dans L!(R). Le
théoréeme du changement de variables (II1.3.9) montre immédiatement que g * f(x) est
définie en tout point x ou f * g(x) est définie et que 'on a alors f * g(x) = g * f(x).

Théoréme 1.1. Si f et g sont L2(R), alors f x g est partout définie et I'on a

1 *gllos = sup [f o g(@)] < [Ifll2llg]l2-
re

Théoréme 1.2. Si f et g sont dans L'(R), alors f * g est définie pp et I’application
x — f * g(x) peut étre prolongée en une fonction de L' (R) qui satisfait

(2) 1F# glle < 171 lglh-

La démonstration utilise le résultat auxiliaire suivant.

Lemme 1.3. Soient f et g deux fonctions de M(R). Alors la fonction de deux variables
h(z,y) := f(z —y)g(y) est dans M(R?).

Démonstration du lemme. Par hypothese, il existe une suite {f,}22; (resp. {gn}o2;)
de fonctions de FEsco(R) convergeant pp vers f (resp. g). Fixons n et désignons par
{oas}s ) (vesp. {B;};_;) l'ensemble (fini) des points de discontinuité de f, (resp. gn).
Alors I’ensemble des points de discontinuité de h,(z,y) := fn(z — y)gn(y) est contenu
dans la réunion des droites x — y = «; et y = 3;, donc h,, est Riemann-intégrable et par
conséquent mesurable. Il reste a montrer que h,, — h pp. A cette fin, nous introduisons
I’ensemble N; (resp. N2) des nombres réels x tels que f,,(x) 4 f(z) (resp. gn(z) 4 g(x)).
Par hypothese, N7 et Ny sont négligeables et h,(x,y) tend vers h(z,y) sauf peut-étre
lorsque (z,y) € AU B, avec

A={(z,y):x —y € N1}, B :={(z,y) : y € Na}.
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Montrons que A est négligeable, une démonstration semblable étant valable pour B.
Soit A, = AN [-m,m]?. Alors A = Up>14m, et il suffit de prouver que A,, est
négligeable. Soit ¢ > 0. Il existe une famille dénombrable {I;}52, d’intervalles ouverts
telle que Ny C U2, I; et 3202 A(I;) < &/2m. Maintenant, on a A, C Uj2,Cj, avec
C;:={(z,y) : x —y € I, |x| <m}. C; est un domaine borné limité par un nombre fini
de droites, donc C; est mesurable. On a

AC5) :/m dx/Rle(x—y)dy:2m)\(Ij).

Par I’additivité dénombrable de la mesure de Lebesgue (Théoreme II1.6.5), il suit
o0
AUSZ,Cy) <2m > M) <e.
j=1

Ainsi, pour chaque p > 1, il existe un ensemble mesurable E, tel que A\(E,) < 1/p et
Apn C Ey,. Ona A, C E := N,E, et A(E) = 0. Donc A,, est bien négligeable. Cela
acheve la démonstration du lemme.

Démonstration du Théoreme 1.2. Comme h est mesurable, on peut écrire

3) /_+OO dy/+°° |h(:l7,y)!dx=/+oo |g(y)|dy/+oo|f(x_y)’dx
i - - —% —

“+o0
=/ lg@) dyllfllx = £ llllgllx-

— 00

Par le Corollaire I11.8.3, cela implique que h € L!'(R?). Le théoréme de Fubini permet
alors d’affirmer que I’expression

+oo
frglz) = / h(z,y) dy

— 00

est finie pp et peut étre prolongée en une fonction de L1(R). L’inégalité (2) est alors une
conséquence immédiate de (3).

Bien entendu, la classe dans L*(R) du produit de convolution de deux fonctions de
L1(R) ne dépend que des classes de f et g dans L*(R). On peut donc définir le produit
de convolution dans L!(R), et c’est sous cette forme que nous considérerons désormais le
produit de convolution.

Il découle immédiatement du théoreme de Fubini et de I'invariance par translation de
la mesure de Lebesgue que I'on a pour toutes fonctions f,g de L'(R)

) [ i [ iwar [ g

—00 —0Q0 — 00

La convolution permet de montrer que I’ensemble D(R) des fonctions C'*° & support
compact est dense dans L!(R) — cf.exercice 81.

On peut définir également le produit de convolution d’une fonction f € L*(R) par une
fonction g € L?(R). Le théoréme de Fubini permet, par une démonstration analogue &
celle du Théoréme 1.2, de montrer que I'intégrale (1) converge pp et définit une fonction
de L?(R) telle que

£ * gllo < 1171 lglla
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2. Transformation de Fourier

On désigne par F : L}(R) — B(R) Papplication qui & toute fonction intégrable f associe
la fonction définie par

TF(E) = Fl€) = / f(@)e 2T .

— 00

Il est en effet immédiat que f est bornée : on a HfHoo < || fll1- On pose également

“+o0

51O = [ S

— 00

On vérifie sans difficulté que F est linéaire. Désignons par 7, : L'(R) — L'(R) la
translation définie par 7, f(z) = f(x — y). Alors on a

(5) T, F(€) = e 2V F(g).

Semblablement, pour g(x) := T f(Tx) avec T > 0 on a

o~

(6) 9(&) = f(&/T).

Théoréme 2.1 (Riemann—Lebesgue). Pour toute fonction f € L'(R), la fonction

~

€ — f(&) est uniformément continue sur R et tend vers 0 lorsque || — oco.

Nous indiquons a I’exercice 85 une démonstration simple du fait que la transformation
de Fourier n’est pas surjective sur I’espace des fonctions continues qui tendent vers 0 a
I'infini.

La propriété fondamentale de la transformation de Fourier énoncée dans le théoreme
suivant est une conséquence immédiate de la formule (2), appliquée aux fonctions
T e 2T f(7) etz e 72T g(1).

Théoréme 2.2. Soient f,g € L'(R). Pour tout £ € R, on a f + g(&) = f(€)3(£).

Théoréme 2.3. (i) Soit f € L'(R) une fonction dérivable telle que f’ soit bornée sur
tout intervalle compact [a, b] et intégrable sur R. Alors on a

~ ~

fr(€) =2migf(§) (£ €R).

(ii) Soit f € L*(R) telle que g :  — x f(x) soit également intégrable sur R. Alors fest
dérivable sur R et I'on a

o~

d o
(&) = ~2migle).

Nous rassemblons dans le théoreme ci-dessous quelques calculs explicites de transformées
de Fourier.

Théoréme 2.4. Posons, pour a > 0,1 > 0,

sin(nT'z) ) 2.

— —-1/2 —7r:z:2/a — T(
Vo () a e , wr(x) e

Ya(T) = m,

On a

—

Pal§) = el () = e @ (€) = max(1— [¢]/T,0) = (1 - |¢|/T) "
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La formule pour @, (§) est obtenue par un calcul standard de résidus. Celle qui fournit
wr(§) est du méme type, mais un peu plus délicate : voir I'exercice 82.

Calculons @(f ). Il suffit de considérer le cas a = 1, puisque (6) appliquée avec T' = 1/+/a
fournit le cas général. Par dérivation sous le signe d’intégration, on peut écrire

— +oo 2 .
@ = [ e min da

+oo 2 . +oo 2 .
= —i/ e~ T2 (O 4 27i€) da — 27r£/ e T2mIET g

— 00

= —2mEer (£).

En résolvant ’équation différentielle, on obtient que @/bz &) = @/Z)\l (O)e‘”52. Or, un calcul

classique utilisant les coordonnées polaires fournit 1 (0)2 = 1. Cela implique bien la
formule annoncée.

3. Formules d’inversion

Le résultat suivant, qui possede un intérét intrinseque, nous sera utile pour établir la
formule d’inversion.

Théoréme 3.1. Soit f € L'(R). On a
lim || f — 7 flly = lim [|f = f*wr|1 = 0.
y—0 T— o0

Théoréme 3.2 (Réciprocité L'). Soit f € L*(R) telle que fe LY(R). Alors on a
_— +m ~ 2 .
(7 f@) =Ffw = [ foemerac pp,

L’égalité (7) a lieu en particulier en tout point de continuité de f.

Démonstration. La preuve repose sur la formule

®) wr(a) = [ " (1= e g,

-T

qui est établie élémentairement. Maintenant, on a

frwr(x) = /+OO flz—vy) dy/T (1 — |£T|>e27rz‘£y d¢

—o Y
9) -/ i (1- Elyerricea [ ;OO fla— gy dy
-/ i (1- B fiey ae,

ou nous avons utilisé successivement le théoreme de Fubini et le changement de variables
z=ux—1y.Si fe LYR), le théoréeme de Lebesgue implique donc que 1'on a pour tout
zeR

+oo )
(10) lim f*wp(x) = / ]"(5)627”‘5”C d¢.

T—o0 oo
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Or, il découle du Théoreme 3.1 et du Théoreme I11.5.2 que la limite précédente est égale
a f(z) pp. Cela fournit bien (7).

Pour établir que (7) est valable en tout point de continuité de f, nous utilisons le
Théoréme 2.4 sous la forme wy(0) = 1. Cela permet d’écrire pour tout z € R

“+o0 “+o0

f(2) - fxwp() = / Fl@yun(y) dy - / f(x = y/T)wi () dy

—0o0 — o0

—+o0
:/ (f(z) = f(z —y/T))wi(y) dy.

— 0o
Comme wy > 0, on en déduit

dy
2y2 .

f@) = frur()| < sup \f(ﬂ:)—f(x—h)lﬁ(OH/ (17 @) +1f@—y/T))}

|h|<T—1/3 ly|>T2/3 ™

Supposons que f soit continue au point x. Alors le premier terme du membre de droite
tend vers 0 lorsque T — o0. De plus, la derniere intégrale n’excede pas

+oo
2n 2| f(2)| T2 + W‘QT‘W/ |f (@ —y/T)d(y/T) = £ ()| T~ + 772713 £

— 00
Elle tend donc vers 0 lorsque 7' — oo. Compte tenu de (10), cela achéve la démonstration.

Lorsqu’une fonction f possede des limites latérales en x, on pose

F@) = 3(fat) + f(z—)).

Par ailleurs, rappelons qu'une fonction f : I — C définie sur un intervalle I est dite de
classe C! par morceaux s’il existe une famille finie {Ij}f:1 de sous-intervalles ouverts
disjoints de I telle que I = Uigj<klj, f soit de classe C! sur chaque I; et f’ possede
des limites latérales finies aux extrémités de chaque I;. Le théoréme suivant fournit des
conditions suffisantes sur le comportement de f pour que I'intégrale de Fourier inverse de
f soit semi-convergente au sens de Cauchy et ait pour valeur f(z).

Théoréme 3.3 (Inversion locale). Soit f € L*(R). Si f posséde des limites latérales
en x, on a

T

(11) f(z) = lim (1 - %)f(g)e%iﬁf da.

T—o0 -T

Si de plus la fonction ¢, (y) = (2f(x) — f(z +y) — f(z — y))/y est intégrable sur ]0, 1],
et en particulier lorsque f est de classe C! par morceaux dans un voisinage de x, on a

(12) fla) = Jim [ fleera.

T—o0

En pratique, il faut donc retenir que (12) a lieu partout si f est C! par morceaux sur R.
Démonstration du Théoréme 3.3. Par (9), on voit que (10) équivaut a

(13) lim f*wr(z) = f().

T—o0

Or on a

- +oo
@) - frwr(e) = / (27(x) — f(z — y/T) — f(z+y/T)}wr(y) dy.
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Par hypothese, pour chaque y > 0 fixé le terme entre accolades tend vers 0 lorsque
T — o0. On peut donc conclure comme dans dans la seconde partie de la démonstration
du Théoreme 3.2.

Montrons (12). On a

+oo
/ f 27r1§a: df / 27715;10 dg/ JJ . 727rz.£(x y) dy

+°° 2myT
= / [z —y)dy / T d¢ = / — Sm UL LRI
. Ty

+oo
=/ (flaty)+ flo—y)y2n2mT g,
0 Ty

ou l'interversion de l'ordre des intégrations découle du théoreme de Fubini. Le calcul
classique de l'intégrale semi-convergente (cf. par exemple les exercices 6 ou 39)

/+°° sin 2wy T dy
0

1
Yy 2

permet donc d’écrire

+oo :
T S1n 27TyT
- [ Feereac= [ ofw - st - s -0 2 g
= / 0z (y) sin 27y T dy.
0
Par hypothese, ¢, € £10,1[. On a donc
1 —+o0 .
2y T
lim 0. (y)sin2ryTdy =0 et lim {flx+y) +f(:r—y)}Mdy: 0,
T—oo 0 T—oo 1 Y
d’apres le le théoreme de Riemann—Lebesgue. Comme de plus
+oo : 400 .
. ~ . sin2mwyT 7 . sin 27y _
i 1 f(ft?)7r—ydy—f(fv)Tlglgo . - dy =0,

on obtient bien la conclusion attendue.

4. Transformation de Fourier dans L?(R)

Nous utiliserons dans ce qui suit le résultat de ’exercice 83, soit

(14) £l = 1171l

pour toute fonction f € L'(R) telle que fe LY(R). Tl est & noter que la formule de

réciprocité L' implique immédiatement que sous ces hypotheses f et ]? sont bornées et
sont donc dans L?(R).
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Théoréme 4.1. (i) L’espace E := L*(R)NL?(R) est dense dans L*(R) pour la norme L?.
(ii) L’espace D(R) est dense dans E pour la norme ||f|| := || fll1 + || f]|2-
(iii) Pour toute fonction f de E, on a f € L*(R) et la relation (14) est satisfaite.

Démonstration. (i) Soit f € L*(R). Alors fr = fl_r 1) € E et

If — frll2 = /| s

tend vers 0 lorsque T — oo par le théoreme de Lebesgue.
(ii) Observons d’abord que l'on a

limy [} = 7, /]2 = 0.

Cela découle facilement du fait que l'espace Cy(R) des fonctions continues & support
compact est dense dans L?(R), et nous omettons les détails. Soit f € E. Pour a > 0,
posons g, = f * @, ol @, est définie au Théoreme 2.4. Cette convolution est bien définie
puisque ¢, € L?(R) (cf.Théoréme 1.1). Par dérivation sous le signe d’intégration, on
montre que g, est de classe C°°. De plus, comme p;(0) =1 on a

+oo
f@) = gula) = [ (1) = f(o = ) pa(w) .
d’ot1, par I'inégalité de Cauchy—Schwarz,
2 oo 2
1@ =gl < [ [7@) = fo = a)erta) o
Le théoreme de Fubini permet donc d’écrire

+oo
I — gal2 < / 1 = ay F 201 (5) dy.

Le théoreme de Lebesgue implique que la derniére intégrale tend vers 0 lorsque a — 0. On
a donc lim,_,q || f — gall2 = 0. On établit de la méme maniere que lim,_,¢ || f — ga|[1 = 0.
Enfin, on a, en désignant par 9. la fonction de Cy(R) construite a 1’exercice 81,

lim [|9-g0 = gall; =0 (5 =1,2).

Cela montre bien que D(R) est dense dans E pour la norme indiquée.
Montrons la derniere assertion de I’énoncé. Si f € E, on a

~ ~ ~

3a(€) = f(OPa(©) = F(&)e ™l S F(&) (a—0) et gl = llgallz = I f]l2,

~

ot nous avons utilisé (14) pour g,. Par le théoreme de Fatou, cela implique que fe L?(R).
Comme de plus |gq| < | f], on peut appliquer le théoreme de Lebesgue pour établir que

[fll2 = lim ||gall2 = Lim |[gall2 = [ f]]2-
a—0 a—0

Cela acheéve la démonstration du théoreme.
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Théoréme 4.2 (Plancherel). I existe un unique opérateur F : L*(R) — L?(R) ayant
les propriétés suivantes :

() FFE) =f() = [T f(a)e ™ da si f € LHR) N LA(R),
(ii) (VfeL*®)  [Ffl2=Ifll2
(iii) T est bijective et, plus précisément, on a : (Vf € L2(R)) FTFf=TFFf = f.

Démonstration. Observons d’abord qu’il existe au plus un opérateur satisfaisant les
propriétés (i) et (ii). En effet, si f € L2?(R), toute suite {f,}3>; de fonction de E
convergeant vers [ dans L?(R) est telle que {ﬁ}j’le est de Cauchy, donc convergente,
dans L2(R) et, puisque |Ff — EHQ = ||f — full2 on doit avoir

(15) Ff:= nh_)ngo Ffn

ott la limite est prise dans L?(R).

Il est de plus évident que la formule (15) définit bien une isométrie sur L?(IR) puisque (14)
implique que la limite est indépendante de la suite { f,,}52; de fonctions de E convergeant
vers f dans L*(R).

I1 reste & établir le point (iii). Observons d’abord que la transformée de Fourier d’une
fonction h de classe C? & support compact est nécessairement intégrable. En fait on a,
grace au Théoreme 2.3(i),

[A()] < min{[Ih]y, IP"]l1/(47%€)}.

Par le Théoreme 3.1, on a donc h = FFh = FFh. Notons que Fh est intégrable et bornée,
donc dans L%(R). Considérons alors une fonction quelconque f € L2(R). Il existe une
suite {h,, }°; de fonctions de D(R) convergeant dans L?(R) vers f. D’apres ce que nous
venons de voir, on a FFh, = h, pour chaque indice n et, en appliquant deux fois (ii),
|FFhy, —FFf|l2 = ||hn — fll2 — O (noter que Fg = FgG ol g est définie par §(x) = g(—x)).
Ainsi f = lim,, h,, = lim, FFh,, = FFf. La relation TFf = f est établie de maniere
identique. Cela complete la démonstration du théoreme.

Remarque. Soit f € L2(R). Alors f, := fl—nn € E et f, converge vers f dans
L?(R). D’apres le Théoreéme I11.7.4 il existe donc une suite d’entiers strictement croissante
{n;}52, telle que

n

(16) TI€) = m [ J@e T pp.

Théoréme 4.3. Soient f € L'(R), g € L*(R). Alors on a

(17) Fxg(&) = &3  pp.

Démonstration. Nous avons vu & la section 1 que f x g € L?(R), donc les deux membres
de (17) sont bien définis pp. D’apres le Théoreme 4.1, il existe une suite {g,}52,; de
fonctions de L*(R) N L?(R) qui tend vers g dans L?(R). Quitte & extraire une sous-suite,
nous pouvons supposer que g, (£) — g(&) pp (cf.Théoreme 111.7.3). Par le Théoreme 2.2,
il suit

lim fxga(€) = lim f(€)3a(6) = F(©FE)  pp.

n—o0

Par ailleurs, nous avons grace au théoreme de Plancherel

[fxg—=TFxgulle = [Ifxg=Fxgnlz = 1Fx(g=gnllz < Ifll1 llg = gnll2;
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de sorte que f g, tend vers f*g dans L?(R). En extrayant au besoin une nouvelle
sous-suite, on peut donc écrire

Tim frga(€) = lim Frg(€)  pp.

d’ou le résultat annoncé.
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Exercices sur la transformation de Fourier

81. Soit f € L'(R) telle que f(x) > 0 pour tout nombre réel z. Montrer que, pour tout

~ ~

§eR", ona[f(£)| < f(0).

a
———— . Soi L'(R).
Y Soit f € L' (R)

1) Montrer que f,(x) = f * pq(z) est de classe C*° sur R.
2) Montrer que, pour tout € > 0, on a

2
/ Yq(z)de < iy
|z|>e

e

82. Pour a > 0, on pose @, () =

3) Montrer que || f — fo [[1< supy, <. [If — 7 flli + (4a/me) || f[l1 . En déduire que
limg—o || f = fall1=0.

4) Soit ¥ la fonction définie sur R par
() = {exp{l—(l—w2)2} S? lz] <1,
0 si|z] > 1.

Dessiner sommairement le graphe de . Montrer que 9 est de classe C*°. Pour ¢ > 0,
on définit 9. par J.(xr) = ¥(ex). Montrer que, pour toute fonction g € L'(R), on a
lim. ¢ [[g¥c — g[l1 = 0.

5) Déduire des résultats des questions 3 et 4 que l’espace vectoriel D(R) des fonctions
A support compact et de classe C* est dense dans L*(R).

83. 1) Montrer par intégration complexe que 'on a pour a > 0, b > 0

/+°° cos 2ax — cos 2bx

= dz =27(b— a).

— 00

2) En déduire que

+o0 . 2 .
/ <51H7T$) e 2miT 10 — (1— |£|)+

oo T
. . . sinTT'x\ 2
Calculer, pour T' > 0, la transformée de Fourier de la fonction wy(z) = ( T ) .
84. 1) Soient f, g € L*(R). Montrer que fg € L*(R) et établir la formule
“+ o0 R +oo
(1) | Fo@de= [ j@ie) da

=~

2) En appliquant ({) avec g = f montrer que la formule de Plancherel

1fll2 = 1£1l2
est valable pour toute fonction f € L*(R) telle que fe L'(R).
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85. En utilisant ({), montrer que
/+°° 6_2Wm<8inW$)2dJ) _ 1 B 10g2'
0 T 4 2m

86. Soit C*(R) I'espace des fonctions continues sur R qui tendent vers 0 lorsque |z| — oo.

Soit ¢ une fonction impaire de G*( ) telle que p = fpour une certaine fonction f € L'(R).
Montrer que p(z) = —i f ) sin(27rat) dt. En déduire que

sup ’ / < 0.
y>1
En déduire que la transformation de Fourier  : L'(R) — €*(R) n’est pas surjective.

87. Calculer la transformée de Fourier de f(x) = 1/ch7x en intégrant e =27%*¢ / ch 2 sur

le bord du rectangle de sommets =R, £R + i. [Réponse : f(§) = 1/chn{ = f(£).]

88. On pose ¢, (z) = (—1)”6”2£
) POSE Pni¥) = dan

par @y et déterminer cette fonction. Montrer que @, (x) = 2nz@,_1(x) — ¢,,_;(x) pour
n > 1 et établir que la suite des fonctions i" @, (£) vérifie la méme relation de récurrence.
Calculer ¢,,(§) pour n > 1 en fonction de ¢y, (§).

2
2mz" Trouver une équation différentielle satisfaite

89. Soit S(R) (espace de Schwartz) ’espace vectoriel des fonctions f : R — C de classe
C™ telles que xPf(™)(z) soit bornée pour tous entiers n,p > 0. Déterminer I’équation

différentielle satisfaite par f(§) si f est solution dans S(R) de I’équation différentielle
f"(z) + zf'(z) + f(x) = 0. En déduire que cette équation possede effectivement des
solutions dans S(R) et les déterminer.

90. Montrer que ’équation homogene associée a I’équation différentielle

(*) F(t) =2/ (1) + 2 (1) = e

n’a pas de solution non-triviale dans L!(R). En utilisant la transformée de Fourier trouver
une solution intégrable de (x) et montrer qu’elle est unique.

91. Soit ¢ une fonction de classe C* et a support compact inclus dans [—1, 1].
1) Montrer que la formule §(z) = fjf; o(z)e~ 2™ dg définit un prolongement holo-
morphe de @(§). Montrer que, pour tout entier n > 0, on a

(1+[2)"B(2)] < Cue®m1Sm 21,

2) Soit F une fonction entiere vérifiant (1 + |z|)*|F(2)| = O(e*™1S™ 1) pour chaque
entier n > 1. Montrer que la restriction de F' & R est intégrable et que

+oo
o(z) = / F(€)e2ivt dg

— 00

est de classe C*°. Gréce a une intégration complexe, établir que le support de ¢ est inclus
dans [—1,1]. Montrer que $(§) = F(§).
3) Enoncer le théoreme démontré dans cet exercice.
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92. On convient dans cet exercice qu'une fonction de L!(R) est dite continue si sa classe
coincide avec celle d'une fonction continue. Soit f € L(R) une fonction paire bornée dans
un voisinage de l'origine.

1) Montrer que f(&) est réelle et paire.

2) On pose fr := f *wr. Montrer que fr(0) est borné indépendamment de 7. En
déduire que si f est de signe constant a l'infini (c est-a-dire s’il existe un & tel que f (f )
soit de signe constant pour |{| > &) alors fe L'(R) et f est continue. Autrement
dit : si f € L'(R) n’est pas continue, alors f(f) change infiniment souvent de signe
lorsque |£| — oo. [Indication : utiliser les deux expressions pour fr(0) obtenues dans la
démonstration du Théoreme 3.2.]

93. Soit ¢ € LY(R) N C(R) et f une solution intégrable de classe C? de 1’équation
différentielle f”/ — f 4+ g =0.
1) Montrer que f” € L*(R) et en déduire que f'(x) — 0 lorsque |z| — oco.
b

2) Pour a, b € Rt, £ € R, évaluer f"(x)e™ 2™ dz en intégrant deux fois par parties.
—a
Montrer que f(z)e~2™*¢ tend vers une limite h*(€) lorsque  — +o0o. En déduire que
W) = 0.

3) Montrer que ﬁ(é) = —4ﬂ2§2f(§).
4) Calculer f(§) et en déduire une expression de f en fonction de g. Montrer que cette
expression définit bien une solution de I’équation différentielle initiale.

94. Calculer F1|_; ;). Appliquer le théoréme d’inversion locale et en déduire Ff pour
f(x) = (sin2nx)/(wx) € L2(R).

95. Calculer Fg pour g(z) = x/(1 + 2?). Cette fonction est-elle continue a l'origine ?

96. Soient f,g € L?*(R). Montrer que f x g = F(Ff-Fg). Montrer que l'espace
L?(R) * L2(R) des produits de convolution de deux fonctions de L?(R) est inclus dans
I'espace FL'(R) des transformées de Fourier de fonctions intégrables. Réciproquement, si

f € LY(R), poser u := 3”\/7 v :=F\/|f| et montrer que u,v € L?(R), u*v = Ff. En
déduire que FLY(R) = L3(R) * L?(R).

97. Formule de Parseval. Montrer que pour f,g € L?>(R) on a

[ rema= [ fei@a

— 00 — 00

sin(27)

+oo
Application. Calculer / e 2mle dx en utilisant un résultat de I’exercice 93.

o T
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Intégrale abstraite (résumé)

1. Tribus. Espaces et applications mesurables

La théorie de I'intégrale abstraite est une construction axiomatique permettant de définir
I'intégrale sur un espace quelconque a partir de la mesure de certains de ses sous-ensembles.
Lorsqu’on 'applique a R, on retrouve l'intégrale de Lebesgue dés qu’on impose que la
mesure d’un intervalle fini [a, b] est b — a. Nous verrons que cette extension n’est pas une
généralisation gratuite : non seulement nous pourrons intégrer des fonctions définies sur
des espaces naturels, comme la sphere de R? ou I’ensemble des entiers relatifs, mais nous
disposerons pour cela d’un cadre unique qui permettra de dégager de maniere définitive
les concepts-clefs.

Le point de départ de la théorie n’est pas, comme dans la construction que nous
avons donnée de l'intégrale de Lebesgue, l'intégrale des fonctions en escalier mais celle
des fonctions caractéristiques d’ensembles. Ainsi qu’il a été constaté pour la mesure de
Lebesgue, il n’est pas possible en général de mesurer toutes les parties d’un ensemble F.
L’axiome de base consiste & se donner une classe de parties mesurables satisfaisant aux
propriétés minimales attendues — essentiellement les analogues des propriétés des parties
Lebesgue-mesurables de R.

Définition. Une classe de parties d’un ensemble E est appelée une tribu si elle contient
E et est stable par passage au complémentaire, et intersection ou réunion dénombrable.

Un exemple trivial de tribu est la classe P(E) de toutes les parties de E. Un exemple
moins évident est la classe de toutes les sous-réunions U;cgA; (J C N) lorsque {4; : j € N}
est une partition de FE.

Lorsqu’un ensemble F est muni d’une tribu, on peut considérer celle-ci comme la classe
des parties mesurables de FE (pour une mesure qui reste & définir... et que nous définirons
effectivement dans la suite !). La donnée du couple (E, A) est désignée sous le nom d’espace
mesurable. Bien entendu, un méme espace F peut étre sous-jacent a plusieurs espaces
mesurables, associés a différentes tribus sur F.

Il est facile de vérifier qu’une intersection quelconque de tribus est encore une tribu.
Pour toute classe € de parties de F, il existe donc une plus petite tribu contenant C,
définie comme l'intersection Ny-eA (non vide car on peut choisir A = P(FE)) des tribus
contenant C. Cette plus petite tribu est appelée tribu engendrée par € sur E; elle est
notée 75(C), ou, lorsqu’aucune confusion n’est & craindre, simplement 7(C).

Définition. On appelle tribu borélienne (ou tribu des parties boréliennes) de R? la tribu
7(0) engendrée par la classe O des ouverts de R?. On note 3(RY) = 7(0O) et I'on désigne
aussi par borélien un élément de cette tribu.
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Proposition 1.1. Pour tout d > 1, la tribu borélienne 3(RY) coincide avec la tribu
engendrée par les pavés ouverts bornés.

Démonstration. C’est immédiat en remarquant que tout ouvert de R? est réunion dénom-
brable de pavés ouverts bornés, par exemple & sommets rationnels.

Considérons deux espaces mesurables (F,A) et (F,B). Nous dirons qu'une application
g : E — F est mesurable si 'image réciproque de toute partie mesurable de F' (c’est-a-
dire un élément de B) est mesurable dans F (c’est-a-dire appartient a A). Il est facile de

vérifier que la classe
9 (B)={¢97'(B): Be B}

est une tribu de parties de E. On peut donc énoncer que g est mesurable si, et seulement
si, g~ Y(B) est une sous-tribu de A. Deux cas particuliers de fonctions automatiquement
mesurables sont a signaler : d’une part 'identité i : F — FE, d’autre part (cas un peu
moins trivial) les fonctions constantes f : E — F, avec f(z) = yo, indépendant de z.
On a en effet f~1(B) = {2, E} (puisque @ € B, F € B) et donc f~1(B) C A, puisque
geA, EFeA.

La proposition suivante fournit un critére simple pour vérifier qu'une application est
mesurable.

Proposition 1.2. Soient (E,A), (F,B) deux espaces mesurables et g : E — F. Pour
toute classe X de parties de F', on a

5971 (X)) = g7 (77 (X))
En particulier, si B = 7(X), alors g est mesurable si, et, seulement si, g~ (X) C A.

Dans le cas d'une fonction a valeurs réelles, on retrouve la caractérisation de
Lebesgue des fonctions mesurables. Sauf mention contraire, R et tous les R? sont systéma-
tiquement munis des tribus boréliennes.

Proposition 1.3. Soit (E,A) un espace mesurable et f : E — R. Alors f est mesurable
si, et seulement si, les ensembles

fH0—o0sa), fH(1—ocal), fH(a,+oo]), 7 (la,+oc])

sont dans A pour tout a € R. De plus, si la propriété est satisfaite pour les ensembles de
I'un des quatre types, elle I’est aussi pour les trois autres.

Dans le cas E = R, F = RF, on utilise souvent la dénomination application borélienne
a la place d’application mesurable. Un cas particulier important de fonction borélienne
est fourni par le résultat suivant.

Proposition 1.4. Soit f : R? — R* une fonction continue. Alors f est borélienne.

Il faut utiliser 'axiome du choix pour construire une fonction non borélienne. Nous
montrerons plus loin que la classe des ensembles Lebesgue-mesurables est la tribu
engendrée par les ouverts et les ensembles négligeables.

La proposition suivante montre qu’'une composée de fonctions mesurables est mesurable.

Proposition 1.5. Soient (E,A), (F,B), (G,D) trois espaces mesurables. Si f : E — F
et g : I — G sont des applications mesurables, il en va de méme de h = go f.

La notion de sous-espace mesurable repose sur celle de tribu induite. Si (£, A) est un
espace mesurable et si Fy C FE, on désigne par tribu induite de A sur Ei, et 'on note
A1 = E1 NA (attention a cette écriture hybride!) la tribu définie par

Alz{AﬂEliAE.A}.
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Bien entendu, il faut vérifier que A; est effectivement une tribu : cela découle immédia-
tement du fait que A; = i"!(A) oll i est l'injection canonique de E; dans E —
puisque nous avons remarqué précédemment que 'image réciproque d’une tribu par une
application quelconque est encore une tribu.

Proposition 1.6. Soit (E,A) un espace mesurable et E1 C E. Si Ey € A, alors on a
Ar=E1NA={A;: A C Fy, Ay € A}
De plus, pour toute classe C de parties de E/, on a
EiN7g(C) =1, (F1NEC),

et en particulier si € engendre A, alors F1 N C engendre A1 = E1 NA.

Pour tout espace mesurable (F,B) et toute application mesurable f : E — F, la
restriction f; = f|Fy : Ey — F est encore mesurable si E; est muni de la tribu
Ay = E1 NA. Une application g : F' — FE; est mesurable en tant qu’application a valeurs
dans I'espace mesurable (E1, A1) si, et seulement si, elle est mesurable en tant qu’appli-
cation a valeurs dans ’espace mesurable (E,A).

Démonstration. Lorsque Fq € A, chaque ensemble A N E; avec A € A est dans A, donc
Ay € {A; : Ay C Ey, A) € A}. L’inclusion réciproque est triviale puisque tout A; € A
tel que A; C E4 peut encore s’écrire A; = A1 N E;.

Soit € une classe de parties de F et ¢ 'injection canonique ¢ : ;1 — E. On a

TE, (E1 M G) =TE (271(6)) = iil(TE(e)) =FiN TE(C),

ol la seconde égalité découle de la Proposition 1.2. Cela établit la seconde assertion de
I’énoncé.

Considérons maintenant f : £ — F. Comme ¢ : F; — E est trivialement mesurable
lorsque F4 est muni de la tribu Ay, 'application f; = f o est mesurable d’apres la
Proposition 1.5. Pour toute application g : F' — F4, on a

(iog) " (A) =g (i (A) =g ' (Av).

Or g (resp. iog : F — E) est mesurable si, et seulement si, g~'(A;) C B (resp.
(i0g) 1(A) C B). La mesurabilité de g et celle de i o g sont donc bien équivalentes.

2. Produits d’espaces mesurables

Soit {(F4, A;) : i € I} une famille d’espaces mesurables. Il est naturel de munir le produit
cartésien £/ = [[,.y £ d'une structure d’espace mesurable pour laquelle les applications
coordonnées X; : F — FE; sont mesurables. Plus généralement, on peut considérer le
probleme de trouver la plus petite tribu sur un ensemble E rendant mesurables des
applications f; : B — FE;. Cette tribu est évidemment

A* =15(Uies fi 1 (A2)).

En effet, la condition f; ' (A;) C A* est nécessaire et suffisante pour que f; soit mesurable.
Nous désignons cette tribu comme la tribu engendrée par les applications f; et notons

A* =1 (fii €7),

ou l'indice F peut étre omis lorsqu’aucune confusion n’est a craindre. Le lemme tres simple
suivant nous sera utile.
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Lemme 2.1. Soient (E;, A;) (i €J), (E,A), (F,B) des espaces mesurables. Pour toutes
applications f; : F — FE;, g: E — F, on a

TE(fz 0g;1 € j) = g_l(TF(fi;Z' S j))
Démonstration. Soit K = Ujesf; H(A;). On a
Tr(fi;1€73) =71p(K) et TE(fi 0g;i € f]) = TE( Useg g_l(fi_l(fli))) = TE(g_l(UC)).

1l suffit donc d’appliquer la Proposition 1.2.

Définition. Soit {(E;, A;) : i € J} une famille d’espaces mesurables et E = [];., E; le
produit cartésien des ensembles E;. On appelle produit tensoriel des tribus A;, et on note
®iegAq, la tribu g (Xi;i S J), ou les X; : E — E; sont les applications coordonnées.
L’espace mesurable (E, ®;c3A;) est appelé espace mesurable produit des (E;, A;) et peut
aussi étre noté [ [;.,(E;, A;).

Dans le cas d’un produit fini, on peut caractériser simplement le produit tensoriel
®iegAi. Pour toute famille {€; : i € J} ou C; est pour chaque ¢ une classe de parties
de E;, nous notons [[, ., C; la classe de parties de E définie par

i€d
= icd
Il est a noter que J[,.;A; n'est pas en général une tribu.

Proposition 2.2. Pour tout produit fini (E,A) = (H?:l Ei,®?:1Ai) d’espaces mesu-

rables, on a
9 A; = ( Ai).
sri=m(ll

Plus généralement, si C; (1 < i < n) est une classe de parties de E; satisfaisant a
TEZ(GZ):"A’L et Eze(”?l (1<z<n),

alors on a

® A _TE(ﬁez)

=1

.

Démonstration. On a Q1 A; = TE( Uiy Xi_l(Ai)) et

n

XA = {A < [ B - AEA}CTE<HA) 1<i<n),

jFi i=1

ol nous avons noté par abus d’écriture

AiXHEj:EIX'--XEi—lXAiXEi+1---XEn-
J#i

Cela implique immédiatement ®;* ;A; C TE(Hz 1A ) Réciproquement, pour A; € A;
(1<i<n),ona
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donc 75 < T, Ai) C QA
Pour établir la seconde assertion, on remarque d’abord que []"_; €; C [], A;, donc

wo(I1e) < re(I14) = & 4.
=1 =1

Réciproquement, 'hypothese E; € C; (1 < i < n) montre que
n

j#i i=1

donc

Xiil(‘Ai) = X;l(TEi(ei)) =TE (Xiil(ei)) C TE(H Gi) (1 <1< n)
1l s’ensuit que U, X, ' (A;) C 7 < T, Gi), et finalement

&A= m(Uxr' ) (1] e).
B i=1 i=1

Corollaire. Pour tout entier d > 1, on a 3(RY) = @, 3(R) et, plus généralement, pour
toute décomposition d = Zle d; avecd; e N (1<i<k),ona

BRT) = @, BRY).
Démonstration. 11 suffit d’appliquer la seconde assertion de la proposition précédente en

choisissant pour classe C; la classe des pavés ouverts de R%. On a B(R%) = 7(€;), grace
a la Proposition 1.1, et la Proposition 2.2 fournit

L mty = & (e = (Tl e
&0 = & (&) = (] ).

Comme [];_; €; est évidemment la classe des pavés ouverts de R? on a

k
r(ITe:) =
i=1
d’ou découle la conclusion annoncée.

La proposition suivante fournit un critere effectif pour qu’une application a valeurs
dans un espace mesurable produit soit mesurable : il faut et il suffit que les applications
coordonnées le soient.

Proposition 2.3. Soit f : (F,B) — (E,A) = ([}, Ei,®7, A;) une application a
valeurs dans un espace mesurable produit. Alors f est mesurable si, et seulement si, les
applications coordonnées f; = X; o f sont toutes mesurables.

Démonstration. Par définition, f est mesurable si, et seulement si, ffl( A Ai) C B.
Par définition, on a ®7;A; = 75 (UL, X; '(A;)), don

fﬁl(®?:1fli)=f*1<TE( XA ) F(f H(up 1(A¢)))
ZTF(U?:Jfl(A‘))*TF(fu <i<n).

Il suit que f est mesurable si, et seulement si, 7p(fi;1 < i < n) C B, ce qui signifie
précisément que toutes les applications f; sont mesurables.

Nous pouvons déduire du théoréme précédent un lien entre la mesurabilité d’une fonction
de plusieurs variables et celle des applications partielles. Nous procédons en deux temps,
déduisant le cas général de celui de deux variables.
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Proposition 2.4. Soit f : (Fy X Fa, A1 ® As) — (F,B) une application mesurable. Alors
les applications partielles f* : y — f(x,y) et f, : x — f(z,y) sont mesurables pour tous
x € E1, y € E» respectivement.

Démonstration. Considérons, pour x € E fixé, I'application ¢* : Fs — FE; X Fo définie par
9% (y) = (x,y). La Proposition 2.3 implique que g* est mesurable puisque ses applications
coordonnées le sont : en effet, gf est l'application constante y — x, g5 est 'identité,
et nous avons remarqué au §1 que ces deux applications sont mesurables. Maintenant,
on voit que f* = f o g* est mesurable en tant que composée d’applications mesurables
(Proposition 1.5). Un raisonnement symétrique fournit le résultat relatif a f,,.

La réciproque de la Proposition 2.4 est fausse. On peut avoir f* et f, mesurables pour
tous x, ¥y sans que f soit mesurable.

On appelle section d’un sous-ensemble A d’un produit cartésien F; X Fo un ensemble
du type A* = {y € Es : (z,y) € A} ou AY = {z € E; : (z,y) € A}. La Proposition 2.4
implique donc que toute section d’un ensemble mesurable est mesurable.

On peut mettre la Proposition 2.4 en parallele avec le théoréme de Fubini pour I'intégrale
de Lebesgue, qui précise que les applications partielles d’une fonction intégrable sont
presque partout intégrables, d’ou I'on déduit facilement que les applications partielles
d’une fonction Lebesgue-mesurable sont presque partout Lebesgue-mesurables. Cepen-
dant, il n’est pas exact que toutes les applications partielles d’une fonction Lebesgue-
mesurable de R? soient Lebesgue-intégrables. Cela provient du fait que la tribu associée &
la mesure de Lebesgue en dimension 2 n’est pas exactement le produit tensoriel des tribus
de Lebesgue sur la droite. Nous reviendrons sur ce point a la section suivante.

Proposition 2.5. Soit f : (H?Zl E;, ?Zlfli) — (F,B) une application mesurable. Alors
toutes les applications partielles obtenues en fixant certaines des variables sont mesurables.

Démonstration. Supposons par exemple que 1’on fixe les p premieres coordonnées. Posons
(B}, A = ( - Ei,®f:1fli), (EY,AY) = (]_[?:]DJr1 Ei,®?:p+1fli). Alors I'application
g: B x By — ([Ii, Bi,®_1A;) définie par g(z,y) = (z,y) est mesurable d’apres la
Proposition 2.3, et donc fog = f : B} x E} — (F,B), définie par f(z,y) = f((z,y)),
est mesurable en tant que composée de fonctions mesurables. Le résultat souhaité découle
alors de la Proposition 2.4.

Considérons une famille finie d’applications réelles f; : E; — R (1 < < n). On appelle
produit tensoriel des f;, et 'on note f = @I, f;, Vapplication f : E =[], E; — R définie
par f(z1,...,2n) = [y fili).

Proposition 2.6. Soit f = ®_, f; un produit tensoriel d’applications réelles définie sur
un ensemble mesurable produit (H?Zl E;, ®?:1Ai). On suppose qu’aucune des f; n’est
identiquement nulle. Alors f est mesurable si, et seulement si, toutes les applications f;
le sont.

Démonstration. L’application g : ([}, E;, @11 A;) — (R™, B(R™)) définie par

g(x1,. .., xp) = (fl(ml),...,fn(mn))

est, d’apres la Proposition 2.3, certainement mesurable si les f; le sont puisque les
applications partielles satisfont a X; o g = f; o X;. Comme I'application 7 : R® — R
telle que m(z1,...,2,) = x1 - - x, est mesurable car continue, on voit que f = mo g est
mesurable en tant que composée d’applications mesurables.

Réciproquement, supposons les f; non identiquement nulles et choisissons
(2 < i < n) tel que fi(x}) # 0. Posons K = [[_, fi(z}) # 0. La fonction partielle
x1 — f(xy,25,...,2%)=K fi1(x1) est mesurable d’apres la Proposition 2.5. Cela implique



3 Mesures positives, espaces mesurés 75

que f1 est mesurable car, pour tout borélien B de R, 'ensemble B’ = {z/K : x € B} est
encore un borélien, donc f;*(B) = (K f1)~*(B’) est bien dans A;. Par symétrie, toutes
les autres f; sont également mesurables.

Les deux propositions suivantes concernent les fonctions mesurables réelles.

Proposition 2.7. Soit (E,A) un espace mesurable. L’ensemble des fonctions mesu-
rables réelles f : E — R est une algebre réticulée, c’est-a-dire stable par les opérations

fr=af («a€R), (f,g)— f+g, (f,9)— fg, (f,9) — sup(f,9), (f,g) — inf(f,9g).

Démonstration. Si f, g sont mesurables, la fonction ¥ : (E, A) — (Rz,ﬁ(Rz)) définie par
Y(z) = (f(x),9(x)) est mesurable d’apres la Proposition 2.3. Comme les applications de
R? dans R envoyant respectivement (u,v) sur au, u + v, uv, sup(u,v), inf(u,v) sont me-
surables car continues (Proposition 1.4), on conclut que les applications considérées dans

I’énoncé sont mesurables en tant que composées d’applications mesurables (Proposition
1.5).

Proposition 2.8. Soit {f,}°%, une suite de fonctions mesurables réelles définies sur un
espace mesurable (E, A). Alors les fonctions

sup fn, inf f,, limsupf,, liminff,
n n n n

sont finies sur des ensembles mesurables et définissent sur leurs ensembles de finitude
respectifs des fonctions mesurables. En particulier, 'ensemble de convergence

K ={z: {fn(2)}3 converge}
est mesurable, et toute limite simple d’une suite de fonctions mesurables est mesurable.

Démonstration. Considérons le cas de f(z) = sup,, f.(z) € Ry. L’ensemble de finitude de
fest D= f"1(R) = Upn>1Nu>1 £ 1] —m, m]). Cet ensemble est donc mesurable d’apres
la Proposition 1.3. Notons encore f la restriction de f & D. Les sous-ensembles mesurables
de D sont les ensembles mesurables inclus dans D (Proposition 1.6). Or, pour tout a € R,
I'ensemble f~1(] — 00,a]) = N, f (] — 00,a]) est inclus dans D et mesurable. Par la
Proposition 1.3, il suit que f est mesurable sur D. On procede de fagon similaire pour les
trois autres cas — en utilisant, par exemple, le résultat que nous venons de démontrer
pour établir la mesurabilité de limsup f,,. L’ensemble de convergence K = (g—h)~1({0}),
avec g = limsup f,,, h = liminf f,, est donc également mesurable.

3. Mesures positives, espaces mesurés

Définition. On appelle mesure positive sur un espace mesurable (E, A) une application
p:A— Ry =Ry U{oo} qui est dénombrablement additive. Le triplet (E, A, u) est alors
appelé un espace mesuré.

Ezxzemples.

1. Considérons un ensemble dénombrable E. La mesure de comptage définie sur la tribu
P(FE) par u(A) = |A] si A est fini et u(A) = co si A est infini est une mesure positive.

2. La mesure de Lebesgue A est une mesure positive sur la tribu borélienne 5(R). Il suffit
de vérifier que tout borélien est Lebesgue-mesurable. Il est immédiat (cf. Théoreme I11.6.5)
que I'ensemble A des parties Lebesgue-mesurables est une tribu. Comme les intervalles
ouverts sont mesurables et engendrent S(R), on a nécessairement F(R) C A. Désignons
par §*(R) la tribu engendrée sur R par les intervalles ouverts et les ensembles Lebesgue-
négligeables. On a en fait

A= B (R).
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L’inclusion A D [*(R) est évidente puisque A est une tribu et contient a la fois les
intervalles ouverts et les ensembles négligeables. Réciproquement, si A est un ensemble
Lebesgue-mesurable, il existe une suite {p, }5°; de fonctions en escalier convergeant pp
vers 14. Posons A,, = ¢, 1|1 —1/p,1+ 1/p|. Alors A, est un borélien car réunion finie
d’intervalles (éventuellement réduits & un point). Donc A" = Np>1 Upm>1 NismAnp €st un
borélien. Or A’ est ’ensemble des x tels que Vp > 1 3Im > 1:Vn = m |, (z) — 1| < 1/p.
En d’autres termes, A’ est I’ensemble des x pour lesquels ¢, (x) — 1. Il s’ensuit que
14 =14 pp et donc A = (A’ ~ N1) U Ny ou Ny, Ny sont négligeables. On a donc bien
A € 5*(R).

Plus généralement, la tribu des ensembles Lebesgue-mesurables sur R? est la tribu
B*(R%) engendrée par les boréliens et les ensembles négligeables. Cela permet de com-
prendre pourquoi les sections d’une fonction Lebesgue mesurable de deux variables ne
sont pas nécessairement Lebesgue mesurables : bien que 8(R?) = 3(R) ® 3(R), on n’a pas
5*(R?) = 6*(R) ® 5*(R).

Dans les propositions qui suivent, nous énongons les propriétés fondamentales des me-
sures positives.

Proposition 3.1. Soit (E,A,u) un espace mesuré. Alors la mesure positive p est
croissante : pour tous A, B de A tels que A C B, on a u(A) < u(B).

Définition. On dit qu’une mesure positive p sur un espace mesurable (E,A) est finie
si on a u(E) < oo. On dit qu’elle est o-finie s’il existe une suite croissante d’ensembles
{E,}5%, telle que E = U,>1 E,, et u(E,) < oo pour tout n.

La mesure de comptage est o-finie sur R. La mesure de Lebesgue est finie sur tout
intervalle borné, o-finie sur R.

Proposition 3.2. Soit (F, A, ) un espace mesuré. Alors p est sous-o-additive, c¢’est-a-
dire que 'on a pour toute famille dénombrable {A;} ey d’ensembles mesurables

u( U Aj) <D u4y).
Jj€d Jje€d
Proposition 3.3. Toute mesure positive u sur un espace mesurable (E, A) posséde la

propriété de continuité croissante, c’est-a-dire qu’elle vérifie pour toute suite croissante
{A,}22, d’ensembles mesurables

n(UA) = fim ).

n>1

Réciproquement, pour qu’une application p : A — R soit une mesure positive il faut et
il suffit qu’elle soit additive et posséde la propriété de continuité croissante.

La continuité croissante équivaut au théoréeme de la convergence monotone pour les
fonctions indicatrices d’ensembles.

Le résultat suivant est a la base de tous les théoremes d’unicité de mesures. Il joue aussi
un role important dans 1’étude des mesures produits.

Théoréme 3.4. Soient 1, po deux mesures positives définies sur un méme espace mesu-
rable (E, A) et C une classe de parties de A satisfaisant aux trois propriétés suivantes

(i) @ est stable par intersection finie,

(ii) p1 et po sont finies et coincident sur C,

(iii) il existe une suite croissante { E,, }>2; d’ensembles de C telle que Uyp>1 E,, = E.
Alors iy et ps coincident sur 7(C).

La derniere hypothése est souvent utilisée en pratique sous la forme plus forte F € C.
Le théoreme montre en particulier que la mesure de Lebesgue est la seule mesure positive
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sur R telle que p([a,b]) = b—a. Il suffit d’appliquer le résultat a la classe C des intervalles
fermés, qui engendre S(R) ainsi qu’on peut facilement le déduire de la Proposition 1.1.
Nous aurons besoin du lemme suivant pour établir le Théoreme 3.4.

Lemme 3.5. Soit C une classe de parties de E stable par intersection finie et contenant E.
Alors toute classe D de parties de E stable par différence™) et limite croissante et
contenant C contient 7(C).

Démonstration du lemme. On peut supposer que D est la plus petite (c’est-a-dire 'inter-
section) des classes satisfaisant aux conditions de I’énoncé. 11 suffit alors de montrer que
D est une tribu. Comme D contient E et est stable par limite croissante, il ne reste qu’a
établir que D est stable par intersection finie. En effet, la stabilité par différence impliquera
alors la stabilité par réunion finie, d’ou la stabilité par réunion dénombrable grace a la
stabilité par limite croissante.

Nous devons donc montrer que A € D, D € D = AND € D. Pour cela, nous
procédons en plusieurs étapes et introduisons, pour A quelconque dans F, I’ensemble
Da={DeD:DNAecD}. Alors :

(i) DA est stable par différence, puisque pour tous Dy, D2 de D tels que Dy C Do
ona Dy~ D;eDet (DQ\Dl)ﬂA:(DzﬂA)\(DlﬂA) €D,
(ii) D 4 est stable par limite croissante, puisque pour toute suite croissante {D,, }52 ;
d’éléments de D 4 la suite croissante {D,, N A}>2; est constituée d’éléments de
D et satisfait donc a (U, D,) N A=U,(D,NA)eD,
(iii) D4 contient C des que A € €, puisque dans ce cas, pour tout C € C,ona C € D
par hypothese sur D, C' N A € € par hypothese sur €, et donc C € D 4.
Comme D est la plus petite classe satisfaisant les trois propriétés ci-dessus, on en déduit
que A€ C=Dy DD, et donc Dy = D. Autrement dit, nous avons montré que

DeD, AecC=ANDeD,
ce que nous pouvons encore réécrire

AeD, DeC=AnNnDCD,

c’est-a-dire que A € D = Dy D C. D’apres les points (i) et (ii) ci-dessus, on obtient donc
que D4 possede les trois propriétés de I’énoncé, et la minimalité de D nous permet a
nouveau d’inférer que Dy = D, c’est-a-dire : A€ D, D e D = AND € D. La classe D
est donc bien stable par intersection finie, et le lemme est démontré.

Démonstration du théoréme. Soit B la classe des parties sur lesquelles 17 et uo coincident.
Nous devons montrer que B O 7(C). Nous savons que B D C, et il est clair que B est stable
par différence et limite croissante car pq et uo sont des mesures positives (cf.Proposition
3.3). Donc, le lemme 3.5 implique certainement B D 7(C) dans le cas particulier E € B.
Sous la condition plus générale (iii) de I’énoncé, on applique le résultat précédent a
(En,A,) avec A,, ={A € A: AC E,}. Comme E, € A, la classe A,, est bien une tribu
(Proposition 1.6). Posant €, = {C € €: C C E,}, on obtient que p1 et ps coincident sur
78, (Cn). Or la Proposition 1.6 montre que 7, (C,) = E, N7(C) ={CNE, :Cec7(C)}.
On a donc pu1(CNE,) = upn(CNE,) pour tout C de 7(C). En prenant la limite croissante,
on obtient donc p;1(C) = pe(C) grace a la Proposition 3.3.

1. Par (stable par différence ), on entend ici la propriété :
DleD, Dy e€Det D1 C Dy = Dy~ D1 €D.
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4. Intégrale des fonctions étagées positives

Définition. Une fonction f : E — R est dite étagée si f(FE) est fini.

Une fonction en escalier est étagée, mais la réciproque est fausse : par exemple, 1g est
étagée sans étre en escalier.

Proposition 4.1. Une fonction étagée f : (E,A) — R, définie sur un espace mesurable
(E,A), est mesurable si, et seulement si, f~'({y}) € A pour tout y € R. L’ensemble
des fonctions réelles étagées et mesurables définies sur (E,A) est un R-espace vectoriel
engendré par les fonctions indicatrices 14 (A € A).

Il est a noter que la premiere assertion de la proposition ne s’étend pas a toutes
les fonctions réelles. Un contre-exemple est fourni par la fonction identité z +— =
considérée comme application de (R,A) dans (R, ﬁ(R)), oll A est la tribu des parties
dénombrables ou co-dénombrables (i.e. dont le complémentaire est dénombrable). On a
bien f~'({y}) = {y} € A pour tout y, mais f~1([0,1]) = [0,1] & A.

Nous notons €T = &T (K, A) l'ensemble des fonctions mesurables étagées positives
définies sur un espace mesurable (F,.A). €T n’est pas un espace vectoriel car il n’est stable
que par multiplication par un nombre réel positif ou nul : ¢’est un céne. Une application
p: &7 — &1 satisfaisant & o(f + g) = o(f) + p(9) et p(af) = ap(f) (a = 0) est dite
semi-linéaire.

Définition. Soit (E,A,u) un espace mesuré. L’intégrale d'une fonction f € T est le
nombre de R4

[E f(z) du(z) = /E Fau=Y" yu(F({w}),

yef(E)

oli, par convention, le terme correspondant a y = 0 est considéré comme nul méme si
u(f~1({0})) = oo.

On pourra aussi utiliser les notations moins lourdes {f = y} ou f~!(y) & la place de
f~t({y}). Dans le cas de la mesure de Lebesgue sur la droite, on notera simplement
dz au lieu de dA(x). Il est a noter que, pour g = X et lorsque f est une fonction en
escalier positive, la définition de [ g J dz est bien consistante avec celle que nous avons
antérieurement employée pour 'intégrale de Lebesgue.

Ona [, 14dpu = pu(A) pour tout A € A. L'intégrale des fonctions de EF généralise donc
la notion de mesure.

Proposition 4.2. L’application f +— [ [ dp définie sur &T est semi-lindaire, croissante,
et satisfait a la propriété de continuité croissante : pour toute suite croissante { f, };2; de
fonctions de &' convergeant vers une fonction f € €', on a (dans R;.)

lim fondp = / fdu.

Démonstration. Bornons-nous a établir la derniere propriété, qui équivaut au théoreme
de la convergence monotone sur €*. La croissance de 'intégrale implique immédiatement
I'inégalité

i [ fudn< [
Pour montrer la réciproque, nous introduisons un parametre o € [0, 1] et considérons

A, ={x € E: fu(x) = af(x)} (n = 1). Pour chaque n fixé, f, — af est mesurable
d’apreés la Proposition 2.7, donc A,, = (f, — af)~*([0,00[) € A. De plus, comme {f,}2,



5 Intégrale des fonctions mesurables positives 79

est croissante, la suite {A, }22; est croissante pour l'inclusion et le fait que lim,, f,, = f
implique que U, A, = F. On peut alors écrire

n = - - An -t .
/Ef du>/ElAnafdu a/ElAnfdu a > yu(Ann )

yef(E)

Par la propriété de continuité croissante sur les ensembles (Proposition 3.3), le terme
général de la somme en y tend vers yu(ffl(y)) lorsque n — oco. D’ou

lim fnd/L}oz/ fdu.

On peut alors faire tendre « vers 1, et en déduire la conclusion souhaitée.

5. Intégrale des fonctions mesurables positives

Nous construisons l'intégrale des fonctions mesurables positives de maniere analogue a
celle de I'intégrale de Lebesgue des fonctions de L. Le role des fonctions en escalier est
joué ici par les fonctions étagées.

Définition. Soit (E,A,u) un espace mesuré et f : £ — Ry une fonction mesurable.
L’intégrale de f sur E relativement a la mesure y est le nombre de R4

/Ef(w)du(w)Z/IEfdu=g<;228+/]Egdu-

La proposition suivante montre que 'on aurait obtenu une définition équivalente en
considérant des limites croissantes, comme dans notre présentation de l'intégrale de
Lebesgue. Nous notons M+t = MT(E, A) le cone des fonctions mesurables positives sur
(E,A).

Proposition 5.1. Soit f € MT(E,A). Alors il existe au moins une suite croissante
{fn}52, de fonctions de &t qui converge simplement vers f. De plus, pour toute suite

ayant cette propriété, on a
/ fdp = lim / fndp.
E n—oo E

Démonstration. Posons A;,, = f_l([j/Q”, (j+1)/2" D, B, = f7([n,0[), et

fo= Y (i/2")1a,, +nlp,.

0<j<n2n

On a f, € & pour tout n, et il est facile de vérifier que {f,}5°; est croissante et
converge simplement vers f. Il est clair que lim, [, fndp < [, fdp. Pour montrer
I’inégalité inverse, considérons une fonction arbitraire g € €T telle que g < f. Alors
gn = min(f,,g) € &' et g, tend simplement vers g. D’apres la Proposition 4.2 (continuité
croissante de Dlintégrale sur €7), on a lim, [, g,dp = [pgdp < lim, [, fdp. En
reportant dans la définition de [ g fdu, on en déduit que lim, / pfandu = / g fdu, ce
qui acheve la démonstration.

Le résultat suivant montre que la Proposition 4.2 s’étend aux fonctions mesurables
positives.
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Théoréme 5.2. L’application f — [, fdp, définie Mt (E,A), est semi-linéaire, crois-
sante, et satisfait a la propriété de continuité croissante forte : si {f,}32 est une
suite croissante de fonctions de Mt (E,A) convergeant simplement vers une fonction
f:E— Ry, alors f est mesurable et I'on a (dans R )

lim fondp = / fdu.

Corollaire 5.3 (o-additivité). Pour toute série convergente ) f, de fonctions de
MT*(E,A), on a (dans Ry)

/Einjfnduzznj/Efndu.

Corollaire 5.4 (Inégalité de Fatou). Pour toute suite {f,}>2, de fonctions de
M*(E,A) on a

/liminffn d,ugliminf/ fndp.
E " n E

Le corollaire 5.3 découle immédiatement du théoreme en l'appliquant a la suite des
sommes partielles. Le corollaire 5.4 est établi en considérant la suite croissante des
fonctions F,, = infy>, fr et en remarquant que fE F,dp < infi>, fE fr du, puisque
F, < fi pour tout k > n. Il suit

/liminffndu:/ liand,u:lim/ Fndugliminf/ fn dpe.
E " E " " JE " E

Démonstration du Théoreme 5.2. Montrons seulement la continuité croissante, les autres
propriétés découlant simplement de la Proposition 4.2. La mesurabilité de la limite simple
f a été établie & la Proposition 2.8. Il est clair que lim,, [, fn dp < [, f dp. Pour prouver
I'inégalité opposée, nous allons montrer lexistence d’une suite croissante {g,}°°; de
fonctions de M1 (E, A) telle que g, < f,, pour tout n et lim,, g, = f. Le résultat souhaité
découlera alors de la Proposition 5.1 sous la forme

/fd,u:lim/ gnd,uglim/ frndu.
E n JE " JE

Puisque f, € MT(E,A), il existe, par la Proposition 5.1, une suite croissante { Tnplpei
de fonctions de €T qui converge simplement vers f,,. Posons g, = max,<, fnp- On a bien
Gp < fy PUISGUE fup < fu < fy (0 < p). De plus

= max < max < max 1= 1-
dp R fnp\n<p+1fnp\n<p+lfn,p+ 9p+

Enfin, on a bien lim, g, = f puisque d'une part g, < f, < f et d’autre part g, > f,, d’ou
lim, g, > lim,, f,,, = fn et donc lim, g, > lim,, f,, = f. Cela acheve la démonstration.

Les deux théorémes suivants fournissent d’importants procédés de construction de
mesures.

Théoreme 5.5. Soit (E, A, ) un espace mesuré et f € MT(E,A). Alors il existe une
unique mesure v sur (E,A) telle que

v(4) = /E Lifde  (Aed),

que 'on désigne comme la mesure de densité f par rapport a p et que 'on note v = fpu.
Pour toute fonction g € Mt (E,A), on a

(1) /Eng:/ngdu.
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Démonstration. Pour montrer que I’application v : A — R est bien une mesure positive,
il suffit de vérifier qu’elle est o-additive, les autres propriétés étant évidentes. Pour toute
suite { A, }52; de parties mesurables de E deux & deux disjointes, on a, notant A = U, 4,,,

Laf =) 1a,.f.

n=1

Par la o-additivité de u (corollaire 5.3), on en déduit que v(A) = > | v(4,). La formule
(1) est vérifiée pour g = 14 (A € A) par définition de v. Par semi-linéarité, elle reste
valable pour g € €. Par limite croissante, elle est donc encore satisfaite pour toute
g € M — cf. Proposition 5.1 et Théoréme 5.2.

Un exemple important de mesure a densité est fourni par le choix f = 15, ou B € A.
On alors v(A) = (AN B) pour tout A € Aet [gdv = [,glpdu = [,gdu, ol cette
derniére expression doit étre interprétée comme l'intégrale de g relativement a la mesure
induite par p sur (B, BNA).

Théoréme 5.6. Soient (F,B,u) un espace mesuré, (E,A) un espace mesurable et
¢ : F— FE une application mesurable. Alors il existe une unique mesure v sur (E,A)
telle que

v(A) =p(e '(4)) (A€ A,

que l'on désigne comme mesure image de p par ¢ et que I'on note v = pu,. Pour toute
fonction f € M (E,A), on a

@) [ rang= [ sovan

Démonstration. L’application v = pu, est bien définie sur A et a valeurs dans R,. Les
propriétés de ¢! impliquent immédiatement que v est dénombrablement additive des que
p Vest. La relation (2) est satisfaite lorsque f = 14 (A € A), puisque 140 = 1,-1(4).
Par semi-linéarité, elle persiste donc pour f € E¥(E,A), et par continuité croissante elle
s’étend & MT(E, A).

A titre d’exemple de mesure image, considérons le tore T = R/Z muni de la plus
petite tribu A rendant mesurable la projection canonique w# : R — T. On a donc
Ae A s nl(A) ={aeR:ae A} € B*(R). Pour chaque y € R, la mesure
vy = 1y y41[Ax est alors définie par

/Tf(:c) dvy(x) = /yyﬂf(f) dz = /01 F(@+7)da.

Comme v, et vy coincident sur les intervalles du tore, qui engendrent A, elles sont égales,
d’apres le Théoreme 3.4. On peut donc énoncer que la mesure v définie sur T par

| f@avia) - / @) e

est invariante par translation.
Un autre champ d’application de la notion de mesure image est le produit de convolution
de mesures. Nous ne traiterons pas de ce sujet dans ces notes.
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6. Fonctions intégrables réelles ou complexes

Nous notons M(E, A) ensemble des fonctions réelles mesurables définies sur un espace
mesurable (E, A). On a bien entendu f € M(E,A) = |f| € Mt (E,A).

Définition. Soit (E, A, u) un espace mesuré et f € M(E,A). On dit que f est intégrable
relativement & p si |, 5 |fldp < oo. On définit alors I'intégrale de f relativement & la
mesure [t comme le nombre réel

Lfduszf+du—Lf—du.

On note LY(E, u) = LY(E, A, ) (et parfois LY(E), L1 (1) voire simplement L1, selon le
contexte) ’ensemble des fonctions réelles intégrables sur E relativement a .

Il est clair que la finitude des deux quantités [ 5 f*du équivaut a celle de / 5 | f]dp.
Comme de coutume, on dit qu’'un ensemble A € A est intégrable si 1 4 est.

Lorsque f est mesurable, f et |f| sont simultanément intégrables. En revanche, la
mesurabilité de |f| n’implique pas celle de f dans le cas général : étant donné un sous-
ensemble de F non-mesurable A, la fonction f = 14 — 14c n’est pas mesurable (car
f71(1) = A) mais |f| = 1g est évidemment mesurable. En particulier, il est faux que
|f| € L' implique f € L', mais la seule circonstance ol la conclusion est en défaut est

[ EM(EA).

Théoréme 6.1. Pour tout espace mesuré (E, A, 1), LY (E, A, i) est un R-espace vectoriel
sur lequel I'application f — |. i [ du est une forme linéaire positive.

Nous omettons la démonstration, qui est immédiate a partir de la définition et du
Théoréme 4.2.

Une fonction complexe est dite mesurable (resp. intégrable) si ses parties réelle et
imaginaire le sont. On note L{(E,A,pn) (avec les variantes usuelles) ensemble des
fonctions intégrables complexes. Une fonction complexe mesurable f est intégrable si,
et seulement si, [, |f|du < oo. L’intégrale est encore une forme linéaire sur L (E, A, )
et, pour toute fonction intégrable f, on a ’ fE fdu‘ < fE | f| dp.

Une fonction mesurable bornée et a support dans un ensemble intégrable est intégrable.
Considérons par exemple une fonction continue f sur un intervalle compact [a,b]. Alors
f € LY(R,B(R),\) puisque I'image réciproque de tout ouvert est un ouvert, donc un
borélien. De plus, posant I, = [a+j(b—a)/2",a+ (j+1)(b—a)/2"[ (n > 0,0 < j < 2")
et m;, = infy,, f, la suite de fonctions étagées {f,}72, définie par

jn
0gg<2n

est croissante et converge simplement vers f. On a donc grace au Théoréme 5.2 (éventuel-
lement appliqué a f, — fo)

/ fdu = lim fadp = lim 27" 3" my,.
[a,b]

n—oo n—oo
[a,b] 0<j<2n

On retrouve ainsi que l'intégrale de f est égale a son intégrale de Riemann.
Sur un ensemble E dénombrable (par exemple un ensemble fini, N, Z, Z4, etc...) muni de
la tribu A = P(F), toute fonction est mesurable. Désignons par o la mesure de comptage.

On a en fait
/Efdo )

reER
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I'espace L!(E,A,0) étant précisément I’ensemble des fonctions f pour lesquelles la
série précédente est absolument convergente. Pour établir cela, on considere d’abord les
fonctions positives étagées, puis les fonctions positives quelconques, que ’on écrit sous la
forme d’une limite croissante de fonctions étagées, par exemple f = lim,, 15, f ou {E,}52
est une suite croissante de sous-ensembles finis de E telle que U, E,, = E. Le cas général
est alors immédiat a partir de la définition des fonctions intégrables.

7. Ensembles et fonctions négligeables

Définition. Soit (E, A, u) un espace mesuré. Une partie mesurable A € A est dite
négligeable si p(A) = 0. Une propriété est dite satisfaite pour presque tout x € E
(ou presque partout, en abrégé pp) si I'ensemble des points ou elle tombe en défaut
est mesurable et de mesure nulle. Une fonction réelle ou complexe définie sur E est dite
négligeable si elle est mesurable et nulle pp.

La notion n’est pas nouvelle et le point essentiel a souligner concernant cette définition
est que, contrairement a la définition employée dans ’étude de la mesure de Lebesgue,
un sous-ensemble d’un ensemble négligeable n’est pas nécessairement négligeable. Pour
circonvenir cette difficulté, on pourra “compléter” la tribu A en y incluant tous les sous-
ensembles des ensembles négligeables. Nous reviendrons un peu plus loin sur ce point.

L’additivité dénombrable de p implique immédiatement qu’une réunion dénombrable
d’ensembles négligeables est encore négligeable.

Théoréme 7.1 (Borel-Cantelli). Soit (E, A, 1) un espace mesuré et { f,,}°2; une suite
de fonctions positives intégrables telle que

Z/Ef“d“<oo'

n>1

Alors la série ), fn(x) converge pp. En particulier, pour toute suite {4, };2, de parties
mesurables telle que ) p(A,) < oo, la limite supérieure A = N2 Umzn Ay est
négligeable.

La dénomination limite supérieure pour l’ensemble A est justifiée par la relation
14 = limsup,, 14, . Ainsi A est ’ensemble des x qui appartiennent a une infinité de A4,,.
Dans le cas de la mesure de Lebesgue, le théoreme de Borel-Cantelli est une conséquence
immédiate du théoréeme de la convergence monotone.

Démonstration. Soit S =37 <, [ fadu < oo, et N ={zx € E:3 fu(xr) = oo}. Nous
devons montrer que NN est négligeable. Pour n,p > 1, nous posons

Nop={z€E: Z fm(z) = p}.
m<n

On a N = N,N,, avec N, = U, Np,,. En particulier, NV est mesurable et I'on a

Ply,y < ) fm dol pu(Ny) < 8.

m<n

Grace a la continuité croissante de p, on en déduit que pu(N,) = lim, pu(N,p,) < S/p.
Comme N C N, pour tout p, on a bien p(N) = 0. En appliquant ce résultat a f,, =14, ,
on obtient que la série ) 14, est presque partout convergente, autrement dit presque
tout z n’appartient au plus qu’a un nombre fini d’ensembles A,,.

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction
mesurable soit négligeable qui est le strict analogue du critere que nous avons vu dans le
cadre de l'intégrale de Lebesgue.
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Théoréme 7.2. Soit (F, A, u) un espace mesuré et f € M(E, A). Alors f est négligeable
si, et seulement si, on a [, |f|du = 0.

Démonstration. La condition nécessaire est banale : il suffit d’appliquer la continuité
croissante de p (Théoreme 5.2) a la suite {f,}72, définie par f, = min(|f],n). On a
fn /1Sl et [ fadp = 0 puisque f, <nlyon A= {zx € E: f(zx)# 0} est négligeable
par hypothese. La condition suffisante découle du théoreme de Borel-Cantelli appliqué a
la série de terme général f,, = |f|.

On déduit immédiatement du Théoreme 7.2 le corollaire suivant, grace a la continuité
croissante de la mesure positive p.

Théoreme 7.3. L’ensemble des fonctions mesurables négligeables sur un espace mesuré
(E, A, 1) est un sous-espace vectoriel de L'(E, A, i) qui est stable par les opérations de
bornes supérieure et inférieure dénombrables.

Définition. On appelle espace de Lebesgue associé a (E,A, i), et on note L'(E, A, 1),
I’espace vectoriel quotient de L'(E,A,u) par le sous-espace des fonctions mesurables
négligeables.

Lorsque f, g sont dans M (E, A) ou dans L'(E, A, i), on a d’apres le Théoréme 7.2

f=9gpp = /Efduszgdu.

Cela permet de définir u sur LY (E, A, p1).
Nous revenons maintenant sur la définition des ensembles négligeables.

Définition. Soit (E, A, ) un espace mesuré. On dit qu’une partie A de E est u-négli-
geable si elle est contenue dans une partie mesurable négligeable. Une propriété est dite
satisfaite u-pp si elle est vraie sauf sur un ensemble u-négligeable. On appelle tribu
complétée de A pour pu, et I'on note A, la tribu engendrée par A et les ensembles p-négli-
geables. On dit qu’un élément de A, est une partie y-mesurable de E. Une application
f: E — R est dite p-mesurable si elle est mesurable relativement aux tribus A, et B(R).

Nous avons montré au paragraphe 3 que la classe des ensembles mesurables pour la
mesure de Lebesgue est la tribu *(R) = S(R)x. On dit que 5*(R) est la tribu de Lebesgue.

Théoréme 7.4. Soit (E,A,un) un espace mesuré. Alors une partie A de E est dans
A, si, et seulement si, il existe des parties A, Ay € A telles que Ay C A C Ay et
p(As ~ Ay) = 0. Il existe une unique mesure p sur A, prolongeant u, que I'on note
encore p. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f : E — R soit u-
mesurable est qu’il existe deux fonctions mesurables g1, gs de (E, A) sur (R, 6(R)) telles
que g1 < f < g2 et g1 = go pp. Alors f est intégrable si, et seulement si, g1 et go le sont ;

on a dans ce cas
/fduz/gidu (i=1,2).
E E

En particulier, 'application f +— g induit une bijection naturelle entre L*(E, A, 1) et
LNE, A, ).

Démonstration. Soit B la classe des parties B de E pour lesquelles il existe des parties
Ay, Ay € A telles que Ay C B C Ay et u(Ay N~ A;p) = 0. Alors, B contient A et les parties
p-négligeable, et 1'on vérifie facilement que B est une tribu. On a donc A, C B. Or, pour
toute partie B € B,ona B = A; U (B~ A4;1). Comme A; est mesurable et comme B\ Ay,
étant inclus dans Ay \ Aj, est y-négligeable, on a B € A,,, d’ou I'égalité requise B = A,,.
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On prolonge p a A, en posant p(A) = u(A1) = u(As) pour toute partie A de A,. Le
prolongement est unique car la positivité et la croissance de p imposent pu(N) = 0 pour
toute partie N p-négligeable.

Soit f : E — R satisfaisant & g1 < f < g2 ou g1 et go sont dans M(E, A) et sont
égales pp. Alors pour tout a € R on a f~!([a,o0]) = g7 ([a,00[) U N, olt Ny est p-
négligeable. On a donc f~! ([a, ooD € A, et f est bien p-mesurable. Réciproquement, toute
fonction indicatrice 14 d’un ensemble p-mesurable peut étre encadrée comme indiqué en
choisissant g; = 14, (i = 1,2). Par linéarité, la propriété s’étend a toutes les fonctions
étagées p-mesurables. Par limite croissante (cf.la Proposition 4.2), on obtient qu’elle est
encore satisfaite pour toute fonction p-mesurable positive puisqu’une réunion dénombrable
d’ensembles négligeables est négligeable. Finalement, on obtient le résultat pour toute
fonction p-mesurable en considérant f et f—.

Pour toute fonction f p-mesurable on a [, g1dp < [ fdp < [ g2 dp puisque g est
positive. Comme nous I'avons remarqué plus haut, le Théoreme 7.2 implique que les termes
extrémes de cette inégalité sont égaux. Cela établit la derniere assertion de I’énoncé et
acheve la démonstration.

Corollaire 7.5. Soit f une fonction pu-mesurable telle qu’il existe une fonction intégrable
g satisfaisant |f| < g u-pp. Alors f est intégrable. En particulier, f est u-négligeable si,
et seulement si, f est p-mesurable et satisfait a [, |f|dp = 0.

Démonstration. Soient g1, g les fonctions associées a |f| comme dans I’énoncé du théo-
réme 7.4. On a |g1| < g pp, donc |g1| < G = g+|g1|1a, o A = {|g1| > g} est négligeable.
La fonction |g1|14 est mesurable et négligeable, donc intégrable (Théoreme 7.2) et on en
déduit que |g1]| est intégrable, puisque majorée par la fonction intégrable GG. La conclusion
découle donc du Théoreme 7.4. Cela implique immédiatement la condition nécessaire
pour qu'une fonction f soit p-négligeable puisqu’alors |f| < 0 pp. La condition suffisante
découle du Théoreme 7.2 appliqué a A,,.

8. Convergence pp. Théoreme de Lebesgue

Nous sommes maintenant en mesure d’établir les analogues abstraits des principaux
théoremes de la théorie de I'intégrale de Lebesgue.

Proposition 8.1. Soit (E,A,u) un espace mesuré et {f,}>2, une suite de fonctions

p-mesurables convergeant u-pp vers une fonction f. Alors f est p-mesurable.

Démonstration. Soit A = {x € E : lim,, f,(z) = f(x)}. Alors A est y-mesurable car son
complémentaire A° est p-négligeable, donc p-mesurable. 11 suit que 1 4 f,, est u-mesurable
en tant que produit de fonctions p-mesurables. De plus, 14 f est p-négligeable donc p-
mesurable. Cela implique que g, = 1af, + 14<f est y-mesurable. Comme g, converge
partout vers f, on obtient bien que f est y-mesurable (Proposition 2.8).

Théoréme 8.2 (Lebesgue). Soit (E, A, ) un espace mesuré et { f,}>2, une suite de
fonctions p-mesurable réelles ou complexes convergeant u-pp vers une fonction f. On
suppose qu’il existe une fonction g € LY(E, A, i) telle que |f,| < g p-pp (n > 1). Alors
fr, fELYE,A, 1) et fEfdu = lim,, fE frndpu.

Démonstration. La fonction f est py-mesurable d’apres la Proposition 8.1. L’intégrabilité
des f, et de f découle alors immédiatement du corollaire 7.5. Pour établir le passage
a la limite sous le signe d’intégration, on peut modifier les fonctions sur un ensemble
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négligeable, de fagon a imposer |f,| < g. L’inégalité de Fatou (corollaire 5.4) implique
alors [, liminf, (f, 4+ g) dp < liminf, [, (f, + g) du, don

/fdu:/liminffnd,ugliminf/ frndu,
E E " n E

ou I’égalité provient du fait que f = liminf,, f,, u-pp. En appliquant maintenant 'inégalité
de Fatou & (g — f,), on obtient similairement

/fdu:/ limsupfnd,u>limsup/ fndu,
E E n n E

d’ou la conclusion annoncée.

Une conséquence classique du théoreme de Lebesgue abstrait appliqué a la mesure de
comptage est le résultat suivant relatif aux séries a double indice — et que I'on pourrait
d’ailleurs établir directement sans difficulté.

Corollaire 8.3. Soit > °°_, amn (n = 1) une suite de séries convergentes telle qu’il existe

une série convergente >, by, avec |amy| < bm(m = 1,n > 1). Si, pour chaque m fixé,

0N & Qpn, — Ay, (N — 00), alors limy, oo > | Qmn = Y, G-

Les trois théoréemes suivants sont les analogues de résultats établis dans le cadre de
I'intégrale de Lebesgue.

Théoréme 8.4 (Passage a la limite sous le signe somme). Soit T C R? et {f;}er
une famille de fonctions de LY(E, A, ) vérifiant les conditions suivantes pour un élément
to de T et une fonction f : E — R convenables :

(i) 3gelLY(B,Ap):|fil<gppp (teT)
(i) limy—y,, er fe(z) = f(x) p-pp.
Alors f S LI(E,A,}L) et fE fd/.L = hmt_>t07t€T fE ft d/L

Théoréme 8.5 (Dérivation sous le signe somme). Soit T' un intervalle ouvert de R
et f: T x E — R une fonction de deux variables telle que :

(i) (VteT) =z f(t,z)c LY (E,A, p)
(ii) t — f(t,z) est dérivable sur T' pour presque tout x

(iii) Jg € LYUE, A, ) : sup,er [0f(t,2)/0t] < g(x) p-pp-
Alors la fonction définie sur T par F(t) = [, f(t,x) du(x) est dérivable sur T et I'on a

of (t,x)
F'it)y= | —2=d .
0= [ L duta)

Théoréme 8.6 (Convergence monotone). Soit (E,A,u) un espace mesuré et
{fn}32, une suite croissante de fonctions mesurables telle que sup,, [, fn dp < co. Alors
il existe une fonction f € LY(E, A, ) telle que f, — f pp et [, fndp — [ fdp.
Démonstration. La série ), <, (fn+1 — frn) satisfait aux hypotheses du théoreme de Borel-
Cantelli. Cela implique que la suite { f,,(z)}>2; converge pp, et, d’apres la Proposition 8.1,
toute limite pp f est p-mesurable. En appliquant I'inégalité de Fatou a la suite croissante
positive g, = fn, — f1, on obtient

/fd,u:/liminffndﬂglim/ fndp < oo.
E E " " JE

Cela implique f € L' (E, A, p) car | f| < |fi|+f—f1 < 2|fi]+f. Comme 0 <g, < f—f1 pp,
on peut appliquer le théoreme de Lebesgue a g,, d’ou la conclusion.
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9. Les espaces L1(E, A, ;1) et L?(E, A, 1)

Nous avons défini au paragraphe 7 lespace L!'(FE,A,u) des classes d’équivalence de
fonctions de L'(E, A, u) pour la mesure u. Le Théoréme 7.2 implique que P'expression
Ifllh = [5|fldu ne dépend que de la classe de f dans LY(E,A,u). 11 est facile de
constater que f — |[|f|l1 est une norme sur L'(E,A,u) : le seul point non trivial (&
savoir || f|l1 = 0= f = 0) est fourni par le Théoreme 7.2.

Comme dans le cas de 'intégrale de Lebesgue sur la droite, on désigne f — ||f||1 par
norme de la convergence en moyenne. La convergence en moyenne d’une suite de fonctions
{fn}52 1 n’implique pas la convergence p-pp. On a cependant le résultat plus faible suivant.

Proposition 9.1. Si f,, — f dans L'(E, A, i), alors on a pour tout € > 0
lim{z € E:|f.(x)— f(z)| >e} =0
n

Démonstration. Soit A, (¢) ={z € E : |fn(x) — f(x)| > €}. Alors A,,(g) est mesurable et
on l'inégalité (dite de Markov)

La,e) < (1/a)lfn = 1.

1 suit pu(A,(e)) < (1/e)||fn — f]l1, ce qui implique le résultat annoncé.

La réciproque de la Proposition 9.1 est fausse, comme 'atteste le contre-exemple fourni
par fn(x) =ne " sur [0,00[:ona f =0et A,(c) = [0,(1/n)log(n/e)| mais || f,|1 =1
pour tout n.

La notion de convergence en moyenne est bien adaptée a 1’étude des convergences
d’intégrales, comme le montre le résultat trivial suivant.

Proposition 9.2. Si f,, — f dans L'(E, A, i), alors on a pour tout A € A

117?Afndu:[4fdﬂ.

Démonstration. On a ‘fA fadu — fAfdM‘ < | fn = flla-

Le théoreme de la convergence dominée peut étre énoncé comme un résultat de
convergence en moyenne — dont la proposition précédente permet de retrouver immé-
diatement la version usuelle.

Théoreme 9.3. Soit {f,}52, une suite de fonctions mesurables convergeant pp vers
une fonction f. S’il existe une fonction g € LY(E,A,u) telle que |f,| < g pp alors

fo, f € LNE, A, ) et || fo — flln — 0.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme de Lebesgue a la suite F,, = | f, — f], qui
est dominée par 2g.

Comme dans le cas de la mesure de Lebesgue, le théoreme suivant est fondamental. La
démonstration est identique, mutatis mutandis, a celle du théoreme correspondant pour
lintégrale de Lebesgue sur la droite.

Théoréme 9.4 (Fischer-Riesz). L’espace vectoriel normé L' (E, A, i1) est un espace de
Banach.

Comme dans le cas de L(IR), nous obtenons le renseignement supplémentaire que de
toute suite de Cauchy de L'(F,A,u) on peut extraire une sous-suite convergeant pp.
On ne peut pas éviter, en général, d’extraire une sous-suite. Considérons par exemple
sur I = [%,1[, les fonctions f,, = 1p,/2m (n41)/2m[ O m = m(n) est 'unique entier
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tel que 2m~1 < n < 2™ On a alors ||fu]i = 1/2™ < 1/n, donc {f,}5%; est une
suite de Cauchy. Cependant, en considérant pour tout z fixé dans [%, 1] les sous-suites
g1 = np1(z) = [22%] et npo = npa(x) = [22%] + 1 pour k > 1, de sorte que, pour k assez
grand, m(ng1) = m(nk2) =k et fo,, () =1, fn,,(z) =0, on voit que

limsup f,(z) =1, liminf f,(x) =0 (3 <z<1).
Ainsi, 'ensemble de convergence de {f,}>2; sur [0, 1] est vide.

On désigne par L2?(E, A, i) 'ensemble des fonctions mesurables dont le carré du module
est dans L!(E, A, 11). On montre facilement grace a I'inégalité

|f+ 9> <2(f1 + |9?)

que L2(E, A, 1) est un espace vectoriel. Son quotient par le sous-espace des fonctions
négligeables est noté L2(E, A, ).
L’inégalité | fg| < 3(|f|*> + |g|?) montre que l'intégrale

r9)= [ radn

est définie pour tout couple (f, g) de fonctions de L?(E, A, u). En fait, on vérifie immédia-
tement que l'application (f, g) — (f, g) est une forme hermitienne qui induit une structure
d’espace préhilbertien sur L?(E, A, p1). On pose

[fll2 = V{5 f)-

Cela définit une norme sur L?(E, A, u1), grace au Théoréme 7.2.
Le résultat suivant peut étre établi comme dans le cas de L?(R).

Théoréme 9.5. Pour tout espace mesuré (E, A, i), lespace L>(E, A, ;1) est un espace
de Hilbert.

Le corollaire suivant, qui est valable dans tout espace de Hilbert, est tres utile en
pratique.

Théoréme 9.6. Pour toute suite orthogonale {f,}>2, de L*(E, A, i), la série > 2| fn
est convergente dans L?(E, A, ) si, et seulement si, on a

o)
D fall3 < oo
n=1



10 Produits d’espaces mesurés 89

10. Produits d’espaces mesurés

Nous nous limitons ici au cas de deux facteurs, mais le résultat est valide pour un
nombre quelconque. Nous avons déja défini le produit d’espaces mesurables

(E,A) x (F,B) = (Ex F,A® B).

Il nous faut maintenant définir la mesure produit.

Théoréeme 10.1. Soient (E, A, u1), (F, B, us) deux espaces mesurés dont les mesures
sont finies (resp. o-finies). Alors il existe une unique mesure j, notée p = p @ fig, Sur
lespace mesurable produit (E x F,A ® B) telle que 'on ait, pour tout pavé A x B de
A x B,

1A x B) = p1(A)p2(B).
De plus cette mesure est finie (resp. o-finie).

Lorsque ps est finie, on peut définir p par
3) uD) = [ (D)@ (Dedws)

Pour D = A x B, on a D* = B pour tout z € A, et D* = & pour = ¢ A. On a donc bien
(D) = [, p2(B)dpr = p1(A)pz(B). 1l faut encore, bien entendu, vérifier que I'expression
(3) a un sens pour tout D € A ® B — c’est-a-dire que la fonction = +— us(D?) est bien
mesurable sur (E,.A) — puis que la fonction i : A ® B — R, est bien dénombrablement
additive. Nous omettons les détails. Lorsque ps est o-finie, on introduit une suite croissante
{F,}22, de parties mesurables de F' telle que F' = U, F), et us(F,) < oo pour chaque n.
On pose alors
pw(D) = lim [ pz(D*NE x F,)dp(z).
E

n—oo
Nous omettons a nouveau les vérifications a opérer sur cette expression.

Nous aurions évidemment pu définir y en inversant les roles de pq et po. On déduit
alors de I'unicité de p que 'on a pour tout ensemble D € A ® B inclus dans un produit
de sous-ensembles intégrables

[ D) @@ = [ (D) )

Cela signifie que le théoreme de Fubini est valable pour les fonctions indicatrices d’ensem-
bles. La généralisation suivante est donc tres naturelle. Pour avoir un énoncé agréable, il
est commode d’étendre la définition de l'intégrale des fonctions positives aux fonctions a
valeur dans R. Si f est finie pp, on pose [, fdu = [, fdu, ot f(z) = f(z) si f(z) < o0
et f(z) = 0 dans le cas contraire. Si p({f = oo}) > 0, on pose [, fdu = co. Une
fonction f & valeurs dans R, est mesurable si, et seulement si, f~'(R) est mesurable et
la restriction de f & f~1(R) est mesurable.

Théoréme 10.2 (Fubini). Soient (E, A, p1), (F,B, us) deux espaces mesurés dont les
mesures sont o-finies. Pour toute fonction f € M*(E x F) les intégrales

G(ﬂ:)Z/Ff(fE,y)duz(y) et H(y)z/Ef(x,y)dm(ﬂs)
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définissent respectivement sur E, F des fonctions mesurables & valeurs dans Ry. On a

alors
l/ mm®m=/Gwﬁj€mM
ExF E F

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction mesurable g : E x F' — R soit
intégrable relativement a p = p1 @ po est que 'on ait

[ amt@) [ latal i) < .

Lorsqu’il en est ainsi, la fonction y — g(x,y) est us-intégrable pour u;-presque tout x, et
la fonction définie pp par

memw

peut étre prolongée en une fonction de LY(E, ju1). Les propriétés obtenues en inversant
les roles des variables sont aussi valables, et 1’on a

/ gdu1®u2:/ dﬂl/gdﬂ2:/ dug/gdul.
EXF E F F E

Corollaire 10.3. Pour tout série double a termes positifs ou (absolument) convergente

2 Qs O &
2D =D D
m n n m

Corollaire 10.4. Soient (E, A, 1), (F,B,pus) deux espaces mesurés dont les mesures
sont o-finies. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) f est négligeable sur (E x F,A® B, u1 ® ps)
(ii) y — f(z,y) est négligeable sur F' pour p; presque tout x
(iii) z — f(z,y) est négligeable sur E pour ps presque tout y.
En particulier D € A® B est négligeable si, et seulement si, D est us-négligeable pour
p1-presque tout x ou D, est ui-négligeable pour us-presque tout y.
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Exercices sur I’intégrale abstraite

98. Soit E un ensemble. Caractériser les éléments de la tribu T(FE) engendrée par les
points de . En admettant que tout ensemble non dénombrable peut étre partitionné en
deux sous ensembles non dénombrables, donner une condition nécessaire et suffisante sur

E pour que T(E) = P(E). A-t-on T(R) = 5(R) ?

99. On appelle atome d’une tribu A de parties de E toute partie non vide A € A telle
que BeEA, BCA=— B=2 ou B = A.En introduisant les atomes de A, montrer
que, si A est finie, alors A est engendrée par une partition finie de E. En déduire que I'on
a dans cette circonstance |A| = 2F pour un entier & > 0 convenable.

La tribu engendrée par une partition dénombrable infinie d’un ensemble E est-elle
dénombrable ?

100. Montrer que la classe des réunions dénombrables d’intervalles réels ne coincide pas
avec la tribu borélienne G(R). On pourra par exemple considérer I’ensemble R \ Q.

101. Montrer que la classe des parties (resp. des parties boréliennes) de RY qui sont
symétriques par rapport a l'origine forme une tribu (resp. une sous-tribu de 3(R%)).

102. Montrer que toute fonction réelle f mesurable et bornée sur un espace mesuré
(E, A, n) est limite uniforme d’au moins une suite de fonctions mesurables étagées.

103. Soit (£, A, 1) un espace mesuré. Les sommes de Lebesgue d'une fonction mesurable
f:+ F — R, sont définies dans R, par la formule

i - (<1< 52)

keN

Montrer que L, (f) tend en croissant vers [ fdpu.

104. Soit f une fonction réelle mesurable, positive ou intégrable, définie sur (R, S(R), u).
Montrer que
Y
li = .
o [ [

105. Soit f € LY(E, A, p). Montrer que limy .o yu({f = y}) = 0. Cette propriété est-elle
suffisante pour qu’une fonction mesurable soit intégrable ?
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106. Soit (E, A, 1) un espace mesuré de mesure totale p(E) finie. Montrer qu’une fonction
mesurable f est intégrable si, et seulement si, on a

Z p(En) < oo

avec B, = {x € E : |f(x)] > n}. Cette condition demeure-t-elle nécessaire (resp.
suffisante) lorsque p(E) = o0 ?

107. Soit f une fonction intégrable réelle définie sur un espace mesuré (E, A, u). Montrer
que Pon a lim ,,4)—¢ [, fdp=0.
AcA

108. 1) Soit {f,}52; une suite décroissante de fonctions mesurables positives telles
que f; € LY(E, ). Montrer que 'on a [lim, oo fr dp = lim, .o [ f5 dp. Donner un
exemple de suite décroissante {f,} de fonctions mesurables sur (]0,1], 5(]0,1]),A) telle
que lim f,, = 0 mais | f, du = oo pour tout entier n.

2) Montrer que toute suite monotone {f,}52; de fonctions positives et intégrables,
convergeant simplement vers f définie sur F, satisfait & [ fdu = lim, o [ fn du. Ce
résultat reste-t-il valide pour des suites non monotones ?

109. Soit ¢ la mesure de comptage sur Z. Montrer que toute mesure positive g sur
(Z,P(Z)) telle que p({n}) < oo pour tout entier n est de la forme p = fo ot f est une
application convenable de Z dans R .

110. Soit { f,}72; une suite de fonctions mesurables réelles définies sur un espace mesuré
(E, A, ). On suppose qu’il existe une série convergente a termes positifs, > e,, telle
que Yo" p({z € E 1 |fulz)| > €,}) < oo. Montrer que Y. ° | f,(x) converge presque
partout.

2) Montrer, en choisissant une suite de fonctions indicatrices d’intervalles, que la
condition suffisante précédente n’est en général pas nécessaire.

111. Montrer qu’'une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite {f,}32; de
fonctions réelles mesurables sur (E, A, 1) converge presque partout vers une fonction f :
E — R est que l'on ait, pour tout € > 0, pu({z € E : limsup,,_, |fn(z) — f(z)| > €}) = 0.
En déduire que la condition (Ve > 0) > 07 u({z € E : |fu(x) — f(x)| > €}) < oo est
suffisante pour que f, converge vers f presque partout. Montrer par un contre-exemple
que cette condition n’est pas nécessaire.

112. Soit (F, A, 1) un espace mesuré et f : F — R une fonction intégrable. Montrer que
I'on a f > 0 presque partout si, et seulement si, on a fA fdp = 0 pour tout A € A.

I. Soit (E, A, p) un espace mesuré et { f,,}>2; une suite de fonctions réelles intégrables

positives ou nulles convergeant presque partout vers une fonction intégrable f.
1) Montrer par un exemple que ’on n’a pas nécessairement

(©) nli_)ngo/fn dp = /fdu-

2) Soit g, = min(fy, f) (n > 1). Montrer que g,, converge en moyenne vers f.
3) Montrer que (f — f,)T converge en moyenne vers 0.
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4) Sous I'hypothese supplémentaire que la relation (C) est satisfaite, montrer que f,
converge en moyenne vers f.

IT. Soit (E,A,u) un espace mesuré et {f,}>2; une suite de fonctions réelles
intégrables de signe quelconque convergeant presque partout vers une fonction inté-
grable f. Dans cette seconde partie, on se propose de montrer que les deux conditions
suivantes sont équivalentes : (a) lim, oo ||fn — fll1 =0, (b) lim,—oo ||fnlls = || fll1-

1) Montrer I'implication (a) = (b).

2) Sous I'hypothese (b), établir les inégalités

/f+du<liminf/f;'d,u, /f_dugliminf/fn_du.

3) Montrer que I'hypotheése (b) implique

lim /fjdu:/f+du et lim /fn_d,u:/f_d,u.

4) En utilisant le résultat de la partie I, montrer I'implication (b) = (a).
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Intégrale de Stieltjes

1. Fonctions a variation bornée

Définition 1.1. On appelle subdivision d’un intervalle réel [a,b] une suite finie o =
{zo,...,zn} telle que a = xyg < 1 < ... < x,, = b. Le pas d’une subdivision o est la
quantité ||o|| = maxogjcn(Tjr1 — ;).

Pour f: [a,b] = R et 0 € &[a,b], on pose V(f,0) =3, [f(zj+1) — f(z))]-

Définition 1.2. Une fonction f : [a,b] — R est dite a variation bornée sur |a, b] si

Vila,b] := sup V(f,0) < oo.
oc€GJa,b]

On désigne par V Bla, b] I’ensemble des fonctions a variation bornée sur [a,b] et on pose
Vo(R) =N, VB[—n,n].

Proposition 1.3. Si f est monotone sur [a, b alors f € V Bla, b] et V¢[a,b] = | f(b)— f(a)|.

Démonstration. Supposons par exemple f croissante. On a pour toute subdivision o

> {f (i) — fa)} = () — f(a).

0<j<n

Proposition 1.4. Soit g € L[a,b] et f(z f g(t)dt. Alors f € VBla,b] et

Vila, b] = / 9(t)]dt = [lg].

Démonstration. L'inégalité Vy[a, b] < f |g(t)| dt est évidente. Pour montrer la réciproque,
on se donne & > 0 et ¢ € €[a,b] telle que ||g — ¢[|; < e. Soit F(z) := [ ¢(t)dt. On a

[Vrla,b] = Vila,bl| < Vi-rlab) < llg = ol < =

Or, pour ¢ € G[a,b], on a

V(F, o) /|<p )| dt| =

sl e

J J

S IFesen) = Flay) - / o) ar

_/ ]dt—’ZLLyH M)l = ()]}
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oll uj, v; € [xj,xj41]. Il s’ensuit que, notant w, le module de continuité de o,

b
VF[ayb]—/ [p@)]dt| < (b = a)we(llof) =0 ([lo]l = 0),

d’ou Vgla,b] = ||¢||1. Nous avons finalement obtenu

Vila,b] > Vela,b] — e = [lell — & > [lglly — 2e.

Théoréme 1.5. Soit f : [a,b] — R . Alors f € V Bla,b] si, et seulement si, on peut écrire
f=F—G ouF et G sont croissantes. Dans ce cas, on a V¢[a,b] < Vr[a,b] + Vg[a, b].

Démonstration. La condition est trivialement suffisante puisque, si f = F — G, alors
Vila,b] < Vrla, b] + Vig[a, b]. Réciproquement, posons, pour o € &la, b],
+ —
(1-1) p(o) == Z (f(xjpr = fzy)) "5 nlo):= Z (f(zjqr — f(z5))
J J

On a alors

Par conséquent,

) (o) = Vifie) 0 1)

fio

2n(0) =V (f;0) = {f(b) = f(a)}.
)
(o

En particulier les quantités p(o) et n(o) sont bornées lorsque o parcourt &la, b]. Posons

(1-3) F(z):= sup p(o), G(z):= sup nlo).
c€6la,x] c€Gla,x]

Ce sont des fonctions croissantes de z et par (1-2) on a

(1-4) f(x) = fla) = F(z) — G(x).
On note a fins de référence ultérieure que
(1-5) F(z)+ G(x) = V¢[a, z].

Théoréme 1.6. L’ensemble D(F) des points de discontinuité d’une fonction monotone
F:R — R est dénombrable.

Démonstration. Supposons par exemple F' croissante. Pour tout intervalle borné [a,b],
posons
Dy, :={z €la,b] : F(a+) — F(x—) > 1/m}.

Si {z;}7_, est une suite strictement croissante de points de Dy, alors

n/m < Z F(xj+)— F(zj—) < F(b) — F(a),

1<j<n

donc D,, est fini, de cardinal n’excédant pas m{F(b) — F(a)}. Cela implique que
DN [a,b] = Up>1D,, est dénombrable, donc aussi D = U, D N [—n,n]. 0
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Corollaire 1.7. Toute fonction f € V Bla,b] est réglée et I'ensemble de ses points de
discontinuité est dénombrable.

Démonstration. Si f = F — G ou F et G sont croissantes, alors D(f) C D(F) U D(G),
donc D(f) est bien dénombrable. Par ailleurs, F' et G ont en chaque point une limite &
gauche et une limite & droite, elles sont donc réglées, et il en va de méme de f. O

Théoréme 1.8. Soit f € V Bla,b]. 1l existe des fonctions croissantes F' et G telles que
(i) F(a) = Gla) =0,
(i) D(f) =DF)UDG),
(iii)  f(z) = f(a) = F(z) = G(z) (e <z <b),
(iv) Via,z] =F(z)+G(z) (a <z <Db).

Démonstration. Nous allons montrer que les fonctions F' et G définies en (1-3) possedent
les propriétés souhaitées. Les relations (iii) et (iv) coincident respectivement avec (1-4) et
(1-5) et (i) est satisfaite par construction. Il ne reste donc que (ii) a établir. On a vu que
D(f) € D(F) U D(G), donc seule I'inclusion réciproque est a prouver ; nous la réécrivons
sous la forme

(1-6) C(f) c C(F) N E(G),

ou nous employons la notation C(f) := [a,b] ~ D(f) pour l’ensemble des points de
continuité d’une fonction f.

Posons v(z) := V¢la,z]. Alors F' et G sont combinaisons linéaires de f et v, donc (1-6)
est impliquée par

C(f) C C(v).

Soit donc = € C(f). Supposons d’abord = > a et montrons que v est continue a gauche
en z. Pour chaque ¢ > 0 il existe 0 € Sla,z]| telle que V(f;0) > v(z) —e. Soit y le
plus grand point de o strictement plus petit que . On peut imposer que y € [a, z| et
|f(x) — f(y)] < e. Cela implique l'existence d’une subdivision 7 € &[a, y| telle que

V(fio) = If(z) = f)l=V(f;1),
d’ot
v(z) Zv(y) 2 V(fi7) 2 V(fio) —e>v(r) — 2.

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient bien que v(z—) = v(z).
On procede symétriquement pour établir que v est continue a droite en tout point de
C(f)NJa,b[. O

Ezemples 1. La fonction définie par
 Jxsin(l/z) (x#0)

flw) = {O (x =0).

est continue sur [0,2/7] mais n’est pas a variation bornée. Si, par exemple,
o:={0tU{2/2n+1)m:0<n< N},
ona f(zy—;)=2(-1)7/(2j+ )7 (0<j < N-1),dou
V(fio)=If@)l+ Y [fexe) = flaw)]
1<k<N

2 2 1 1
2L
TN L 2j4+1  25+3

XJ

2
~ —logN (N — ).
™
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2. La fonction g(z) := = f(x) est a variation bornée sur tout intervalle bornée car elle
est dérivable en 0, donc partout, et a dérivée bornée.

3. La fonction h(z) := ¢/ est a dérivée non bornée sur [—1, 1], mais elle est croissante
donc a variation bornée.

4. Si {a,}72; est une suite réelle quelconque, la fonction sommatoire

A(zx) := Z an,

1<n<Lx

est a variation bornée sur tout intervalle fini : on a A(x) = F(z) — G(x) ou F (resp. G)
est la fonction sommatoire de {a; }>2; (resp. de {a;, }2,).

2. Définition de ’intégrale de Stieltjes

Considérons une mesure positive réguliere sur R, i.e. telle que tout intervalle borné soit
de mesure finie. Alors la fonction F' définie sur R par

p(0,2]) (2 >0
F(z):=4¢0 (
—p(z,0])  (z <0

est croissante et continue a droite. Elle est continue en z si, et seulement si, u({z}) = 0.
On a de plus

(2-1) w(la, b)) = F(b) — F(a) (a, bR, a<b).

L’intégrale de Stieltjes répond au probleme inverse : construire, connaissant F, une
mesure complete p satisfaisant (2-1). On rappelle qu'une mesure est dite complete si tout
sous-ensemble d’un ensemble négligeable est mesurable. On obtient canoniquement une
mesure compléte a partir d’une mesure quelconque en étendant la mesure initiale a la tribu
engendrée par les ensembles mesurables et les ensembles négligeables. Cette extension est
unique.

La tribu engendrée par les intervalles semi-ouverts coincide avec la tribu borélienne. Le
théoreme de prolongement d’une mesure définie sur les ensembles ouverts fournit donc,
sous réserve d’existence, l'unicité d’une mesure p vérifiant (2-1). Nous allons maintenant
construire une telle mesure.

Dans toute la suite, nous notons Cx (R) I’espace vectoriel des fonctions réelles de variable
réelle qui sont continues a support compact et par B (R) celui des des fonctions bornées
a support compact sur R.

Etant données une fonction F : R — R croissante (non nécessairement continue a
droite), et une subdivision o = {z;}7_, de [a, ], on pose

AjF = F(zjp) = F(z;)  (0<j<n—1).

Pour ¢ € Bla,b], 0 € Sla,b], on définit les sommes de Darboux
SU(SD):ZM]AJFa SU(@):ijAjF7
=0 j=0

avec M; = SUP[g;,2;11] o(z), m; = inf[xjvxj+l} o(z).
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Théoréme 2.1. Pour ¢ € Cx(R), [a,b] D suppyp, 0 = {z;}]_, € 6la,b] la limite
suivante existe

n—1

2-2 lim i) A;F= sup s, = inf S,(¢p).

(2-2) ”agiob];%?( LAY Loup () ot (%)
ocGla,

On désigne sa valeur comme l'intégrale de Stieltjes de o relativement a la mesure dF' et

on la note
/ pdF.
R

L’application ¢ +— fR @ dF est une forme linéaire positive sur Cx (R).

Le théoreme de représentation de Riesz, que nous énoncons ici dans le cas de R, fournit
alors le résultat.

Théoreme 2.2 (Riesz). Soit T une forme linéaire positive sur Cx (R). Il existe une tribu
A contenant les boréliens et une unique mesure i sur A telle que

/R pdu=T(p) (o€ Cx(R)).

De plus, i est réguliére et compléte.

Pour la démonstration voir par exemple Rudin, Analyse réelle et complexe, Masson

1987.

Définition 2.3. Soit F' : R — R une fonction croissante. On désigne par mesure de
Stieltjes, et I'on note dF', I'unique mesure positive compléte déterminée par sa valeur
(2-2) sur les fonctions de Cx (R).

On verra plus loin (Corollaire 2.9) que la mesure p ainsi construite répond a la question
initialement posée.

Une autre maniere de construire 'intégrale de Stieltjes consiste a utiliser le théoreme
de prolongement d’une mesure définie sur les ouverts, établi dans le polycopié de Licence
de Varouchas. Ici encore, nous restreignons 1’énoncé au cas de R.

Théoréme 2.4. Soient O la classe des ouverts de R et u: O — R* U {oo} une fonction
vérifiant :

(i) (@) = 0;

(i) UCV=pulU)<puV);

(iil) p(U) + p(V) = (U U V) + p(UNV) ;

(iv) (U) < o0 si U est compact ;

(v) lim,, (Up,) = p(U) si {Up}22; est une suite croissante d’ouverts de réunion U.

Alors il existe une tribu A sur R contenant les boréliens et une mesure compléte i sur

A prolongeant u. De plus, toute mesure borélienne prolongeant u coincide avec [i.

On vérifie aisément que les propriétés (i) a (v) sont satisfaites lorsque p est déterminée
sur les intervalles ouverts par

p(la, b)) = F(b—) — F(a+)

et prolongée a O par additivité dénombrable — puisque tout ouvert de R est réunion
disjointe d’une suite d’intervalles ouverts. Etablissons par exemple le point (v). On a d’une
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part pu(U,) < p(U) pour tout n, donc lim,, u(U,,) < p(U). D’autre part, le théoreme de
Borel-Lebesgue implique immédiatement que tout compact K inclus dans U est contenu
dans I'un des U,. Or, on déduit du fait que U = U, ]a,, b, [ que pour tout N et tout € > 0
il existe un compact K tel que

W(EK) > 3" pan,ba)) — <.

1<ngN

Cela implique bien lim, u(Up,) > u(U).

Exemples. Soit F' = 1(g o[- Alors dF est la mesure de Dirac en 0. Une partie A de R est
négligeable si, et seulement si, 0 ¢ A.

Si F(z) == [*_h(t)dt avec h € L'(R), h > 0, alors dF coincide avec la mesure de
densité h par rapport a la mesure de Lebesgue puisque ces deux mesures prennent la
meéme valeur sur les ensembles ouverts.

Lorsque F' € Vj(R), la fonction

Vr(]0,z]) siz >0,
Vi(z) =<0 siz=0
Ve(]z,0]) siz <0,

est croissante et I'on désigne par |dF| la mesure de Stieltjes associée.

Définition 2.5. Soit F' € V5(R). On désigne par mesure de Stieltjes associée a F' et I'on
note dF’, la mesure réelle dF' := dF; —dF; ot I et Fy sont des fonctions croissantes telles

que F' = Fy — Iy, Vg = I + F5. La mesure dF définit une forme linéaire sur I'espace
L(|dF)).

On vérifie immédiatement que
[ear|< [lellar) (e £iqar)

A ce stade, la théorie de l'intégrale de Stieltjes releve de celle de Lebesgue. Nous
mentionnons pour mémoire les résultats de base, directement issus de leurs analogues
dans la théorie de 'intégrale abstraite.

Théoréme 2.6 (Convergence monotone). Soit {p,}>2, une suite croissante de
fonctions de L'(|dF|) telle que sup,s; [ ¢n|dF| < oco. Alors il existe une fonction
¢ € LY(|dF|) telle que ¢n, — ¢ |dF|-pp et lim, oo [5 on dF = [ @ dF.

En particulier, pour toute une série de fonctions Y oo, ¢, de LY(|dF|) telle que
o2 Je len(@)] |[dF| < oo, il existe une fonction ¢ € LY(|dF]) telle que

> en(x) =p(z) |dF|-pp, Z/Rson(x) dF:/Rso(x)dF.

On en déduit que pour ¢ : R — R, on a ¢ = 0 dF-pp si, et seulement si, o € L1(|dF)|)
et fR lp] |dF| = 0.
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Théoréme 2.7 (Lemme de Fatou). Soient {¢,}°° , une suite de fonctions de L'(|dF)
et ¢ : R — R satisfaisant a

pn 20 (n>1) sup / on|dF| < 00, n — @ [dF]-pp.
n=>1JR

Alors p € LY(|dF)), et [, ¢|dF| <liminf, .o [; ¢n|dF|.

Théoréme 2.8 (Convergence dominée). Soit {p,}>2, une suite de fonctions de
LY(|dF|) convergeant |dF|-pp vers une fonction ¢ définie sur R. On suppose qu’il existe
une fonction fixe g € LY(|dF]) telle que |p,| < g |dF|-pp pour chaque entier n. Alors
e e LY(|dF|) et [ odF =lim, o [ on dF.

Corollaire 2.9. Soit F': R — R une fonction croissante. On a

/ dF = F(b+) — F(a+)  (a,bER, a < b).
Ja,b]

Théoréme 2.10 (Dérivation sous le signe d’intégration). Soit J un intervalle ouvert
de R et ¢ : R x J — R une fonction de deux variables telle que :

(i) (VzeJd) teptz)eli(dF))
(ii) x +— @(t, ) est dérivable sur J pour presque tout t
(iii) 3g € LY(|AF]) : sup,e, [0p(t, 2) /0| < g(t) |dF|-pp.
Alors la fonction définie sur J par h(zx) := [, ¢(t,x) dF(t) est dérivable sur J et I'on a

W (z) = /R de).

L’application f — || f||1 := [ |f]|dF| est une semi-norme sur £'(|dF|) et une norme sur
I'espace L!(dF) quotient de L1(|dF|) par la relation d’équivalence de 1’égalité |dF|-pp.

Théoréme 2.11 (Fischer—Riesz). Soit F € Vy(R). Alors L'(|dF|) est un espace
de Banach. Plus généralement, les espaces LP(|dF|) et LP(|dF|) sont complets pour
1 < p < o0. Plus précisément, de toute suite de Cauchy {p, }°2; de fonctions de LP(dF),
on peut extraire une sous-suite convergeant |dF|-pp et en moyenne d’ordre p vers tout
représentant ¢ de I'unique limite de la suite {p,, }°° ; dans LP(|dF).

Théoréme 2.12 (Changement de variables). Soient F' € Vp(R) et ¥ : R — R une
bijection continue strictement monotone. Alors ¢ € LY(|dF|) < pod € LI(dA(F o9)) et
l'on a dans cette circonstance

/Rgoszs/R(gpoﬂ)d(Foﬁ)

avec € = 1 si ¥ est croissante, e = —1 si 1 est décroissante.
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Théoréme 2.13 (Fubini). Soient F, G deux fonctions de Vy(R). Pour toute fonction
positive ¢ : R? — R mesurable pour A(|dF|) ® A(|dG|),(V) les intégrales

U(z) = / o) dG(y) et V(y) = / o(z,y) dF (x)

définissent des fonctions respectivement |dG| et |dF| mesurables. On a alors

/ @dF@dG:/UdF:/VdG.
R2 R R

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction mesurable g : R? — R soit
intégrable relativement a dF ® dG est que 'on ait

[ aF@ [ lote.wlact) <.

Lorsqu’il en est ainsi, la fonction y — g(z,y) est dG-intégrable pour dF-presque tout x,
et la fonction définie |dF|-pp par

/ 9(x,y) dG(y)
R

peut étre prolongée en une fonction de L'(|dF|). Les propriétés obtenues en inversant les
roles des variables sont aussi valables, et I’'on a

/ ng®dG:/dF/gdG:/dG/ng.
R2 R R R R

3. Intégration par parties

Normalisation. Pour des raisons qui tiennent a l'intégration par parties, un des attraits
essentiels de lintégrale de Stieltjes, il est préférable, dans le cadre de l'intégrale de
Lebesgue—Stieltjes, d’adopter la normalisation suivante des fonctions de V;(R) en posant

F(z) = $F(z+4) + 1 F(z—).

Lorsque cette relation est satisfaite identiquement, on dit que F' est équilibrée. On
désigne par V{(R) le sous-espace de V((R) composé des fonctions équilibrées. On pose

alors, pour a < b,
b
/ fdF :z/xde
a R

oll X = Xa,b est la fonction équilibrée issue de 1), ). Avec cette convention, on a

b
(3-1) / dF = %/ dF+§/ dF = F(b) — F(a)
a }a/vb} [avb[

1. 11 suffit pour cela d’imposer que = — ¢(z,y) est dF-mesurable dG-pp et que y — g(z,y) est
dG-mesurable |dF|-pp.
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pour toute fonction F' € V;(R) et tous a,b € R. Lorsque a > b, on définit

b a
/ dF:—/ dF.
a b

Il est alors évident que la relation de Chasles

b c c
/ dF + / dF = / dF
a b a
est valable identiquement.

Il est a noter que I'on a, en vertu du théoreme de convergence dominée, pour tous a, b,
et toute fonction dF-intégrable f,

b+

b b—
(3-2) / fdF =1 fdF + 1 fdF.
a a— a+

Cela résulte immédiatement du fait que x est la limite simple partout (et donc dF-pp)
de la moyenne 3Xa, b, + 5 Xe,,d,, Pour des suites convenables {an }52 1, {bn}221, {cn oy,
{d,}22, vérifiant a,, < a < ¢, < b, < b < d.

Ezemples. 1. Soit F' = %1[0700[ + %1}0700[. Alors, comme nous ’avons vu précédemment,
dF est la mesure de Dirac en 0.(2) Plus généralement, si F est une fonction de sauts

normalisée
—1 a1 .
F(r) =35 E a; + 5 E a;
r;<x T;<T
N s ) ’ 3 1 .
ou la série >, |a;| converge pour tout nombre réel 2,3 alors ¢ € LY(|dF]) si, et

seulement si, ¢(x;) est défini pour chaque indice j tel que a; # 0 et > |p(z;)a;| < oo.
Lorsque cette condition est réalisée, on a

[ edF =S elay)a;

J

2. Soit maintenant F'(z) = ff g(t)dt ou g est une fonction localement intégrable
sur R. Alors, comme on I’a vu plus haut, L!(|dF|) coincide avec I’'ensemble des fonctions
0 : R — R telles que g € L1(R) et I'on a lorsque cette condition est remplie

/g@dF:/gpgd:E.
R R

Théoréme 3.1 (Intégration par parties). Soient f, g € V' (R). Alors f et g sont
respectivement localement intégrables pour les mesures de Stieltjes dg et df. Pour tous
a,beR, ona

b b
_1 b= 1 b+
(3:3) | rag+ [oar=lsal + Slralh
a a
2. Cette propriété est également vraie, avec la méme démonstration, pour Fi := 1jg o[ oU
F2 = 1[0700[.

3. Cette condition équivaut évidemment a F € V{f(R).



3 Intégration par parties 103

En particulier, pour tous a, b € C(f) U C(g) on a

b b
(3-4) / fdg+/ gdf = [fq]".

Démonstration. L'intégrabilité est évidente puisque des fonctions a variation bornée sont
localement bornées.

Montrons (3-3). Supposons d’abord que a et b sont des points de continuité de f et g.
D’apres (3-1), on a alors, pour tout x de [a, b], puisque f et g sont équilibrées,

b T
f@) =10 = [ s, g =g+ [ dgto.
Il s’ensuit que
b

b
/ f(z)dg(z) +/ g(x)df(z) = f(b)g(b) — f(a)g(a) + I — Iz,

I = / b ( / ) df@). L= / ’ (/ b a5(t)) dg(x).

T

avec

Nous obtiendrons le résultat annoncé en appliquant le théoréme de Fubini (Théo-
réme 2.13). Nous pouvons en effet écrire, du fait de la continuité de f et g en a et b,

L= / / wlehdf@dgt)  (G=1.2),

avec 1
Xl(x,t) = §l[a,b] (x){l[a,x] (t) + l[aw[(t)},

X2(@,t) == $1100) () {L)e.)(2) + Ly (2)},

et donc x1 = xo.

Cela établit bien (3-4) lorsque a, b € C(f)NC(g). On déduit le cas général en remarquant
que C(f) N C(g) est de complémentaire dénombrable, donc dense, et en utilisant (3-2).
Ensuite, on constate que (3-3) implique (3-4) lorsque a et b sont des points de continuité
de f ou g. O

En pratique, il est souvent nécessaire de travailler avec des fonctions non normalisées,
comme par exemple la fonction partie entiere. La formule d’intégration par parties est
alors soumise a condition.

Théoréme 3.2. Soient F', G € Vy(R). Alors F' est dG localement intégrable, G est dF
localement intégrable. Si I’'on interpréte une intégrale de a a b comme une intégrale sur
la,b] (resp. [a,b]), la formule (3-4) est valable dés que D(F') N D(G) = @.

Démonstration. L’intégrabilité est établie comme au Théoreme 3.1. Pour montrer la
formule d’intégration par parties, on observe que, si G* désigne la fonction normalisée
issue de G, et si l'on note sp(z) = F(2+) — F(z—) le saut de F en z, alors

{G(z) = G*(2)} dF (z) = > sr(2){G(2) = G7(2)}-

la,b] 2€D(F)ND(G)N]a,b]
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Remarque. Un examen de la démonstration révele que la validité du Théoreme 3.1 est
conditionnelle & normalisation choisie plus haut pour les fonctions de Vi(R), qui est
essentielle pour pouvoir appliquer le théoreme de Fubini. La formule (3-4) n’a pas lieu
lorsque 'on choisit les fonctions dans VO+(R) : pour F'=1jg [, on a par exemple

/1 FdF = F(0) =1
—1

alors que

[F2}1_1—/1FdF:1—1:0.

—1

Comme application élégante du théoreme d’intégration par parties et du théoreme de
Lebesgue, retrouvons le théoreme de Jordan selon lequel toute fonction 1-périodique a
variation bornée sur T := R/Z et équilibrée est somme de sa série de Fourier. A cette fin,
nous observons que 'on a pour n # 0

1l = 1 ujel—nu u = w u

flo = [ pe(nuau= [ S ap)
d’ou

Su(fia)i= 3 Fme(ne) = 0) ~ [ Blo—w N)df(w)
In|<N T

e (—nv) sin(2mnw)

B(v;N) := ¢ — = — —_—.

|71|Z<N 2min 1<nZ<N ™m

Ici, V'intégrale sur T coincide avec 'intégrale de 0 a 1.
I1 est bien connu que B(u; N) est uniformément bornée en N et v et tend en tout point

vers
B(U) :{{’U}—% Si’UgZ,
0 siv € Z.

Le théoreme de la convergence dominée implique alors

~ ~

i Sy (/1) = 10) = [ Bla =) st = f0)+ [ Base—uw

~

F0+ (s -] - [ 1w as

>

I
~~

1
0)= [ =) dBw) = F0)+ f@) = [ f)du = f(a),
0
ot nous avons utilisé l'identité dB(u) = du — §y dans I’espace des mesures sur T.

Théoréme 3.3 (Sommation d’Abel). Soient {a, }°>, une suite de nombres complexes
et A(t) := > ¢ <t @n (t = 1) sa fonction sommatoire. Pour toute fonction b € CU1, 2],
on a

(35) S anb(n) = Ax)b(z) — /1 " A (t) dt.

1<n<Lz
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Si A(t) = M(t) + O(R(t)) (1<t < z)avec M € C[1,2], on a

(3-6) /M dt+o(}R 1)‘+‘R(m)b(m)‘+/1m‘R(t)b’(t)]dt>.

1<

Démonstration. En interprétant f: comme f}a o) le membre de gauche de (3-5) vaut

/0 ") dA®) = [A@)b()]E — /0 " Ay () at.

Cela montre bien (3-5). Pour établir (3-6), on procede de méme, mais en remarquant que
dA(t) = M'(t)dt + dN(t) avec N(t) = O(R(t)) et n’intégrant par parties que l'intégrale
relative a dN(t). 0

4. Formule d’Euler—Maclaurin

On désigne par B, (x) les fonctions 1-périodiques de Bernoulli définies par 'identité

oo B, zy
S B v et gl < 2m)
= ! evy—1

et 'on pose B, := B, (0).

Théoréme 4.1 (Formule d’Euler—Maclaurin). Soient k >0, a, b € Z, f € C¥F1[a, b].
On a

/ £(0) dt+2 T“(f(”(b)—f(”(a))

a<n<b
(=DF r° (k+1)
Démonstration. Puisque Bi(x) = {x} , on peut écrire
b b
w= [ sai = / foat— [ foam)
a<n<b a @

Calculons la derniere intégrale par intégration par parties :
b b
| 10aBi0) = Brr0) - £@) - [ B @)

b
= Bu(f(0) ~ F(@) ~ 5 / £(t) dBa(t)

En effet, on vérifie sans peine que Bs(t) est continue sur R et dérivable sur R \ Z, ou
elle satisfait & B5(t) = 2B;(t). De plus, pour r > 3, B,(t) est dérivable sur tout R et
satisfait a

B;(t) = ’I“Br_l(t).

On peut donc calculer l'intégrale relative a By(t) par une nouvelle sommation partielle,
en faisant intervenir Bj3(t). Une itération du procédé fournit le résultat. O
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5. Formules de la moyenne

Théoréme 5.1 (Premiére formule de la moyenne). Soit F' une fonction croissante
et ¢ € L1(dF) telle que m < ¢ < M dF-pp sur [a,b]. Alors il existe u € [m, M] tel que

b
(5-1) / @dF = p(F(b) — F(a)).

Si de plus ¢ € Cla,b], alors il existe ¢ € [a,b] tel que u = (c).

Démonstration. La formule (5-1) résulte immédiatement de l'intégration des inégalités
m < ¢ < M pour la mesure positive dF'. Si ¢ est continue, on applique le théoreme des
valeurs intermédiaires. O

Corollaire 5.2 (Seconde formule de la moyenne pour ’intégrale de Lebesgue).
Soient f,g € L'(dx) avec g monotone sur [a,b]. Alors il existe & € [a,b] tel que

/abfgdwzg(a)/jfdtJrg(b)/;fdt-

Démonstration. Posons F(t) = f(f f(v)dv. Le membre de gauche vaut

b b
/ o(t) dF(t) = F(b)g(b) / F(t) dg(t),

par intégration par parties. Supposons par exemple g croissante. Alors dg(t) est une
mesure de Stieltjes positive et, F'(f) étant continue, il existe £, a < £ < b, tel que la
derniere intégrale vaille F'(£){g(b) — g(a)}. On obtient le résultat souhaité en regroupant
les termes. O

Théoréme 5.3 (Seconde formule de la moyenne). Si F' € V Bla,b] est continue et
si ¢ € Ll]a,b] est croissante, il existe & € [a, b] tel que

(52) /abgodF — o(a) /; dF + o(b) /gbdF.

Démonstration. La continuité de F' permet d’appliquer la formule d’intégration par parties
au membre de gauche de (5-2). On obtient

b

b
/ pdF = [pF]’ — / Fdp = [pF]’ — F(€){o(b) — p(a)}.

a

avec § € [a,b], en vertu du Théoreme 5.1. On obtient (5-2) en regroupant les termes. O

On peut appliquer ce résultat a 1’étude de 'intégrale indéfinie.

Théoréme 5.4. Soient F € Vy(R) et g € L'(|dF]). On pose B(z) = [ gdF. Alors
(i) 6 € V(R) et |d] = |g| |dF],
(i) dB = gdF, c’est-a-dire que f € L'(|dB|) & fg € LY(|dF]) et, sous cette

hypothese
/ fdg = / fgdF.
R R

(iii) B est dérivable en tout point ot F' l’est et g est continue. En un tel point
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Remarque. 11 découle d’un théoreme de Lebesgue que F' est dérivable pp.
Démonstration. (i) On a clairement Vgla,b] < f; lg| |[dF’|, donc B € V Bla,b]. la preuve
de la formule |dS| = |g||dF| est semblable a celle de la Proposition 1.4, en utilisant
maintenant la densité dans L!(dF) de 'espace des fonctions continues & support compact.
Nous omettons les détails.

(ii) dB et gdF coincident évidemment sur les fonctions indicatrices d’intervalles. Par
unicité de la mesure de Stieltjes, ces deux mesures sont donc égales.

(iii) Nous omettons les détails, qui sont faciles. O

6. Suites de mesures de Stieltjes
Commencons par une application classique du procédé diagonal de Cantor.

Lemme 6.1. Soit {amn}5; ,—1 une suite double bornée. Il existe une suite {n;}32, telle
que chacune des suites {amn; }52, (m > 1) soit convergente.

. : . o 4 L : o
Démonstration. la suite {a1,};2; étant bornée, il existe une suite {p;1}32; telle que
{aip,, }o, soit convergente. Comme la suite {azp;, }n; est bornée, on peut en extraire
une sous-suite convergente, disons {az,, }n>;. En itérant le procédé, on construit pour
chaque entier £ une suite {p;x};2; telle que {amp;, }ney converge pour tout m < k. La
suite définie par n; := p;; posseéde donc la propriété requise. O

Théoreme 6.2. Soit {F,,}>2; une suite de fonctions de V Bla,b] telle que

s%p {|Fn(a)] + /b |an|} < oo.

Alors il existe ' € V Bla,b] et une sous-suite d’indices n; — oo telles que F;,;, — F
simplement. De plus, I’énoncé est encore valable si [a, b] est remplacé par [a, co].

Démonstration. Supposons d’abord que les F), sont croissantes. Si {r;,}5°_; est une
suite décrivant les rationnels de [a,b], le Lemme 6.1 implique Pexistence d’une fonction
G : Q — R et d'une suite {n;}52, telle que Fy,(rm) — G(ry) pour tout m > 1. On
prolonge G a R tout entier en posant

G(z) := limsup Fy, () (r € R).

Jj—o0
Bien entendu, G est croissante. On a en fait
(6-1) G(r) := lim F,, () (x € C(G))
]—>OO

avec la notation C(G) := R\ D(G). En effet, pour tout € > 0 il existe r € Q tel que
G(r) < G(z) < G(r) + e et r <. Pour j assez grand, on aussi F,,(r) > G(r) — ¢, d’ou
Fo,(x) =2 Fy,(r) > G(x) — 2.
On en déduit que liminf; o Fy,;(x) = G() et donc (6-1). On sait d’apres le Théoréme 1.6
que D(G) est dénombrable. Le Lemme 6.1 permet donc de supposer, quitte a extraire de
la suite {n;}52; une nouvelle sous-suite que F},;(z) converge pour tout z € D(G). En
posant
G(x) (z € C(G)),

Fla) = {nmj F, (z) (z€D(G)),
on a donc établi le résultat annoncé lorsque F' est croissante.

Le cas général en découle en appliquant ce que nous venons de démontrer a deux
fonctions croissantes Fy et Fy telles que F — Fy — Fy. Lorsque [a,b] est remplacé par
[a,00[, le méme raisonnement s’applique puisque les suites [, (z) sont uniformément
bornées. O
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Théoréme 6.3. Soit {dF,,}>°, une suite de mesures de Stieltjes telle que

b
(6-2) sup/ |dF,| < oo.

Si F,, — F simplement alors on a pour toute fonction ¢ € V;(R)

b b
lim (den:/ pdF.

—
n o0 a

Démonstration. On peut manifestement supposer les F), croissantes et normalisées car la
normalisation ne modifie pas la mseure de Stieltjes. Par intégration par parties, on peut

écrire . )
/ pdF, = [(pFn]Z —/ F, de.

Comme F;, tend simplement vers F' et que la convergence est dominée en vertu de la
condition (6-2), le théoreme de lebesgue implique

b b b
lim | ¢dF, :[ch]Z—/ ngo:/ pdF,

n—oo

grace a une nouvelle intégration par parties. O

Remarque. Le résultat précédent est en défaut si les intégrales sont prises sur un intervalle
infini, méme avec la condition (6-2). Il se peut en effet que ¢ ¢ L'(dF), comme lorsque

On a alors fR pdF, =0, mais ¢ n’est pas dF-intégrable.
Une autre classe de contre-exemples au Théoréme 6.3 est fourni par les cas ou [ ¢dF,
ne tend pas vers [ ¢ dF. Ainsi, pour

0 siz<n
F(z) := {1—6‘”/” six > n,

avec p =1, ona [, dF, =1, [ dFF =0.
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Exercices sur les fonctions a variation

bornée et ’intégrale de Stieltjes

1. Montrer que V Bla, b] est stable pour I’addition, la différence et le produit. Etudier la
stabilité pour le passage a l'inverse.

2. Montrer qu'une fonction possédant une variation nulle sur un segment [a,b] est
constante sur [a, b].

3. On rappelle qu'une courbe y = f(z) est dite rectifiable sur [a,b] si, notant F(z) =
(z, f(z)), on a

n—1

Li=sup ) |[|F(zjs1 — F(x;)] < oo,
ot le supremum est pris sur I'ensemble des subdivisions o = {z;}7_, de [a, ]. On dit alors
que L est la longueur de la courbe. Montrer que f € V BJa, b] si, et seulement si, la courbe

y = f(x) est rectifiable sur [a,b]. Donner une majoration de la longueur L en fonction de
Vila,b].

4. Montrer que pour tous nombres réels a, b, ¢ tels que a = b—¢, b > 0, ¢ > 0, on a
a™ = max(a,0) < b, a~ = max(—a,0) < ¢. En déduire que si f € V BJa,b] vérifie

f(x) = fla) = aa(2) — az(x)

ol o et ap sont croissantes, nulles en = = a et telles que Vya, z] = oy (z) + az(x), alors
on a, pour toutes fonctions croissantes 31 et (o telles que f = 31 — G,

Bi(b) = Bi(a) =2 a;(b) (1 =1,2).
Montrer ainsi que Vy[a,b] = min{3;(b) + B2(b) — f1(a) — B2(a)}.

5. Etant donné o > 0, on désigne par L, [a, b] la classe des fonctions lipschitziennes d’ordre
a sur [a, b], c’est-a-dire des fonctions f pour lesquelles il existe un nombre réel M tel que

[f(@) = fy)l < Mz —y|* (2,9 € [a,b]).

(a) Décrire L,[a,b] pour a > 1.
(b) Montrer que Lia,b] C V Ba,b)].
(c) Montrer que pour tout 3 > 0 la fonction fz définie sur [0, 1] par

fo(@) = a7sin(1/2") (x#0),  f3(0) =0
est dans L,|a,b] avec a = 3/(5 + 1). En déduire que pour tous a,b € R, @ < 1, on a
L,[a,b] ¢ VBla,b).
(d) Pour quelles valeurs de « a-t-on V Bla,b] N Cla,b] C Ly[a,b]?
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6. Séries de Fourier des fonctions & variation bornée. On désigne par L'[0, 1] I'ensemble
des fonctions 1-périodiques intégrables sur une période et 1’on pose pour f € L'[0,1]

1
)= [ Fel-nt)dt, Sw(foo)i= 3 calflelna),
0 In|<N
avec la notation e(u) := €™ (u € R).
(a) Montrer que Sy (f,z) = [i/> Dn(O){f(x +t) + f(z — )} dt, ot Dy (t) désigne le

noyau de Dirichlet

sin{ (2N + 1)nt}

sin(mt)

N
Dn(t) = Z e2mint =1 42 Z cos(2mnt) =

Inl<N n=1

En déduire que la suite {Sn(f, z)}3_, converge vers ¢ si, et seulement s’il existe un 6 > 0

tel que
5

: : pe(t)
A}E)noo ; sin ((2N + 1)7t) ; dt =0,

ou l'on a posé pp(t) = f(x +1t) + f(x —t) — 2L.
(b) Montrer que sl existe un o > 0 tel que f € VBlx — o, x + @, alors

Jim Sn(f,2) = 3{f(e+) + fla=)}

7. Fonctions absolument continues.
On dit qu'une fonction f : [a,b] — R est absolument continue si

lim Z |f(zy +hy) = f(z,)| =0

loll—0 4

ou ¢ désigne une réunion disjointe U, [x,,z, + h,] d'un nombre fini de sous-intervalles
de [a,b] et ou I'on a posé ||| = >, hy. On désigne par Ala,b] I'ensemble des fonctions
absolument continues sur [a, b].

(a) Montrer que Ala,b] C Cla, b].

(b) Montrer que Ala,b]%V Bla,b] N C[a,b]. En déduire que I'inclusion (a) est stricte.

(c) Montrer que si a € Afa,b] alors v, : x — Vg [a, x| est aussi dans Afa,b]. En déduire
que l'on peut écrire @ = a; — ay ou les «; sont des fonctions croissantes de Ala, b].
[Ce résultat est une étape préliminaire dans la preuve de limportant résultat suivant :
une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit absolument continue est
qu’elle soit lintégrale indéfinie d’une fonction intégrable.

8. L’ensemble triadique de Cantor.

L’ensemble triadique de Cantor est obtenu a partir de [0, 1] de la fagon suivante. On
divise [0, 1] en trois segments égaux, et I’on retire 'intérieur du segment médian. Ensuite
on répete cette opération sur chacun des 2 segments restants, puis sur chacun des 4
segments restants, etc. On retire donc 2P~! segments & la p-ieme étape, que 1'on note
Ly (1 <k < 2P71). L’ensemble triadique de Cantor E est défini par E = [0, 1] \ Up kLpk-

(a) Montrer que |I;| = 37P pour tous p, k.

(b) On note z,; (1 < k < 2P71) les nombres de la forme z,, = doi<i<po1 /37 +1/3P
avec ¢; =0 ou 2 (1 < j < p— 1) rangés par ordre croissant. Montrer par récurrence sur p
que Ipk =|Tpi, Tpr + 1/37].

(c) Montrer que E est Lebesgue-négligeable.

(d) Montrer que E contient tous les réels de [0, 1] dont au moins une écriture en base 3
ne contient pas le chiffre 1. En déduire que E n’est pas dénombrable.
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9. Une fonction continue croissante qui n’est pas absolument continue.

On conserve les notations de 'exercice 8. Pour = € [0, 1], on pose z = 2;‘;1 ()3
avec g;(x) € {0, 1,2} avec la convention que ,,(z) =0, €;(x) =2 (j > p) siz = (3a+1)/3?
avec a € N. Pour € F, on pose f(x) = § 37 €;(x)/27.

(a) Montrer que f(zpx) = f(apr +1/3P). En déduire que I'on peut prolonger f sur [0, 1]
en posant f(x) = f(xpr) (z € Lyk).

(b) Montrer que f est croissante et continue sur [0, 1].

(¢) On pose [0, 1]\ Up<m Urgrgar—1 Ik = Ujay, B;]. Montrer que 3, f(8;) — f(a;) =1,
> (B —aj) = (2)™. En déduire que f ¢ A[0,1].

10. Soient a € VB[0,1] et g € C[0,1]. Montrer que l'intégrale de Stieltjes f(t) =
fol g(tz) da(z) est bien définie pour chaque valeur de ¢ € [0, 1]. Calculer lim;_o4 f(?).

11. Une courbe complexe est une application continue v : [a,b] — C. Si v est bijective,
on dit que c’est un arc, si y(a) = v(b), on dit que c’est une courbe fermée.

(a) Montrer, en utilisant la définition donnée & l'exercice 3, que + est rectifiable si,
et seulement si, v € VBla,b] et que, dans ce cas, la longueur L(7) est donnée par
L(y) = f; |dy|. En déduire une formule pour L(v) lorsque 7y est de classe ! sur [a, b].

(b) On définit trois courbes du plan complexe ~; : [0,1] — C par y1(t) = e*™,
Yo (t) = et ~g(t) = ™ sin(1/t) Montrer que ces trois courbes ont méme image, que 1
et 2 sont rectifiables avec L(v1) = 2w, L(72) = 47, et que 73 n’est pas rectifiable.

(c) Soit 71 : [a,b] — C une courbe complexe et ¢ : [¢,d] — [a, b] une bijection continue
telle que p(c) = a. On définit alors une courbe 2 : [c,d] — C par va(s) = 71(¢(s)).
Montrer que 72 est un arc, une courbe fermée ou un arc rectifiable si et seulement s’il en
va de méme de ;. Montrer que ~y; et 72 sont rectifiables, alors L(y1) = L(72).

12. Intégrale de Riemann—Stieltjes.

Pour F' a support inclus dans [a, b], on définit ’ensemble R(da) de toutes les fonctions
¢ :[a,b] = Rtelles que : Ve > 0 Jo. € Sla,b]: 0 Do = |To(p) — Ty (¢)| < e. Ici, Ty(p)
est une somme quelconque de Riemann—Stieltjes, c’est-a-dire une expression de la forme
T, () = Z?:_ol 0(&)Aja avee & € [xj,xj41]. On pose alors ngoda = lim,, o0 T4, (),
ou 7, = Uk<nO1/k-

Etablir identité suivante pour toute subdivision o = {z; }i—o € ©[a,b] et tous points
£ (0<j<n)telsquer; <& <mjp (0<75<n)

n—1

> F(EN{G(r10) — Glay)}

J=0

|
—

n

= [Fa], - ' (G(%‘){F(fj) = F(z;)} + G(ajp){F(wj41) - F(fjﬂ‘)-

<
I
=)

En déduire que, si F' et G sont bornées et a support compact, on a G € R(dF) si, et
seulement si, F' € R(dG). Etablir que, lorsqu’il en est ainsi, on a

b b
/FdG+/ GdF = [FG]".
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13. (a) Montrer que pour f € VB[0,1] et 0 <u <v <1,o0na

[ @ - swyas= [w0-aase)
(b) En déduire que pour f € VBI0,1] on a

’—Zf /f da:\ V0,1 (n>1).

0<j<n

(c) On dit qu’une suite {uy}?2 | est équirépartie modulo 1 si
(Va,b €]0,1]) lim (I/n){k <n:a <{ux} <b} =b—a.

On pose ay, () = (1/n) D 1<)y Ljo,2) ({ur }). Montrer que {uy }72., est équirépartie modulo 1
si, et seulement si «,, tend uniformément vers l'identité sur [0, 1].

(d) Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite {uy}72, soit
équirépartie modulo 1 est que 'on ait

1
Jim o S s = [ fe)da
0<k<n 0
pour toute fonction f € R(dx).
(e) Montrer qu’une autre condition nécessaire et suffisante pour quune suite {uz}72
soit équirépartie modulo 1 est que 1’on ait
: 1 2mihug __ _
Jim d e =0 (h==£1,£2,...).
0<k<n
14. Formule de Stirling.
(a) Montrer en appliquant la formule d’Euler-Maclaurin & l'ordre 0 pour f(¢) = logt
que 'on a
nl=n"e "VAn{l+0O(1/n)} (n>=1)
avec log A =2+ 2 [ By (t)tdt.
(b) Montrer en utilisant une intégration par parties que la suite

/2
W, = / (cost)™dt
0

des intégrales de Wallis satisfait la relation de récurrence n W, = (n —1)W,,_o (n > 2).
En déduire que, lorsque n — oo, Wa,, ~ 7/vV2An et Wap, 11 ~ /A/8n.
(c) Prouver que W,, ~ W,, 11 (n — 00) et montrer que A = 27.

15. Prolongement analytique de ((s).
(a) En appliquant la formule d’Euler-Maclaurin a f(¢) := ¢~*, montrer que 1’on a pour
s>1,k>0,

k
. S BT+1 s+r—1 s+ k e —s—k—1
C(s) = 8_1+;r+1< . ) <k+1>/1 B (t)t dt.

(b) En déduire que la fonction ((s) est prolongeable analytiquement en une fonction
méromorphe sur C ayant pour seule singularité un pole simple, en s = 1, de résidu 1.
(c) Montrer que le prolongement de ((s) vérifie
Bt
—n) = (-1)" ="~ n > 0).
C=m) = (1" (o)
et en particulier que ((—2n) = 0 pour tout n > 1.
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ZeJJZ

1
16. (a) Pour k € Z*, calculer — ——— et établir ainsi le dévelop-

z|=r(2k41) (€% —1) 221
pement de Fourier des fonctions de Bernoulli d’ordre pair :

> 2
By () = (~1)"~t2(2r)(2n) 2 Y T cos@mmz) 5y,

m=1

En déduire une formule générale pour ¢(2r).
(b) Etablir, par la méthode de la question précédente, le développement de Fourier de
B27’+1(x)’ Le.

1 _op_q sin(2rmz)
BQT+1(.’L') ( 1) (2T + 1)‘ 2(271' Z W (T > 0),

ou I’égalité n’est valable que pour x € R \ Z lorsque r = 0.
Pourquoi n’obtient-on pas ainsi une formule pour {(2r + 1) ?

17. Montrer que, pour |7| < (1 —0)27rx et y > x > 1, 1'on a

> n_”:/ t7i dt 4+ O(1)

r<nLy

en adoptant la stratégie suivante : appliquer la formule d’Euler—-Maclaurin a 'ordre 0 a
f(t) := ¢t~ développer Bj(t) en série de Fourier, intégrer terme & terme et majorer
chacune des intégrales obtenues par la seconde formule de la moyenne.

Notations pour les exercices 18 et 19.
On désigne par V B(R) I'ensemble des fonctions complexes & variation bornée sur R,
normalisées par continuité a droite. Pour o € VB(R), on pose

eals) = [V daa).

On note f(y = [pe ¥ f(x) dz la transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R).
On denote par E(R) l'espace des fonctions complexes, définies sur R, qui sont uni-
formément continues sur R et intégrables. On rappelle que toute fonction de E(R) est
bornée.
Pout T > 0, on pose

1) wr(e) = (Si“ﬂf””)z -/ i(l ~Jul/T)e i du (2 €R),

et fr(x):=wrxf(z /f r—y)wr(y)dy (f € L*(R)). On rappelle que @y (0) = 1.

Enfin, on désigne par Lips(R) I’ensemble des fonctions complexes définies sur R et
lipschitziennes d’exposant § > 0.
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18. Inversion de la transformation de Fourier-Stieltjes.
(a) Soit g € L*(R). Montrer que la fonction 3 : z +— B(x) := ffoo g(u)du est dans
VB(R). Exprimer ¢pg(y) & I'aide de la fonction g.
(b) (i) Soit @ € VB(R). Montrer que E(R) C L!(da).
(ii) Montrer que, pour f € E(R), on alimy_.o || f—fr] s = 0. [On pourra commencer
par effectuer le changement de variables u = T'y dans 'intégrale définissant fr(z).]
(iii) En déduire que, pour f € E(R), on a [, f(z)da(z) = limp_.o [ fr(z) do(z).

(c) (i) En utilisant (1), montrer que, pour f € L'(R), on a

frla) = [ - Wl fE

(ii) En déduire que l'on a, pour f € E(R),

T o~
/ f(z) dalz) = / (1 - /D)) paly) dy + £(T)
R

-T

ou limp_, e(T) = 0.

(iii) Lorsque f € Lipg(R)NL!(R), expliciter une majoration de || f — 7|/ en fonction
de T, § et f, et en déduire une inégalité du type |e(T)| < C(f,a)/T> avec A > 0. On
précisera la dépendance de C(f,«) en f et « et 'on exprimera A en fonction de §. [On
ne demande pas de déterminer les valeurs optimales de ces constantes.]

(d) Application. Déterminer une constante A telle que 'on ait

T
2 % - A%EQO/TU —lyl/T)f(W)Ba(y)dy  (f € E(R)),

nez*

ou Bs(y) désigne la seconde fonction de Bernoulli.

19. Critére de continuité de Paul Lévy.
sin(2rTz) 1 /T

- 2mizy P B(R fin
onTx 2T € dy. Pour a € VB(R), on définit

On pose op(z) =
-7

ap(x) = /RO'T(:E —y)da(y).

1) Montrer que si « est continue, alors limy_, o o-(x) = 0 pour tout = € R.
2) On désigne par {z, }32; la suite des discontinuités de a et ’on pose

Sn = a(xy) — alz,—), B(x) == Z sn (x €R).

Tn<T

[e.o]

a) Montrer que Y~ [s,| < oo.
b) Montrer que o — (3 est continue.
¢) En déduire que limg_.oc afo(x) = 3071 Splyy 1 (2) (x € R).

3) Exprimer o (z) puis [, () da(x) comme des intégrales relatives & ¢q.
4) Montrer que

I -
lim —— 2 gy = 2
Jm g [ e a=3"

et en déduire un critéere pour qu'une fonction a € VB(R) soit continue.
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Intégration et théorie de la mesure

Sujet d’examen partiel

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit.
Les quatre parties peuvent étre traitées de maniére indépendante. Il sera tenu le plus
grand compte de la rédaction et de la présentation.

I. 1) Calculer la valeur de la série

E;A@n+1X®n+3)_%g;2n+l

en intégrant terme & terme, aprés 'avoir convenablement justifié, la série entiere

Y nmo(= 1)

2) Soit h la fonction définie sur [0, 1] par

00
x4m+2

h(z) =

= 4dm +1

1
Montrer que h(z) < In 1 en comparant les développements en série entiere des

deux membres. Montrer la convergence et calculer la valeur de I'intégrale généralisée

/O () d.

I1. Soit o € R™. Pour chaque nombre entier £ > 1, on pose
k+1 Y
Ik :/ pe— " sin () dz.
k
1) Montrer que
1/2
fe= / {(k + t)e_(k-‘rt)o‘ sin? (7t) + (k’ +1— t)e_(k+1_t)a sing(ﬂ't)} dt.
0

En utilisant les encadrements

E<k4+u<2k (0<u<l), 2t <sin(wt) <7t (0<t<1/2),
et un changement de variables simple, montrer que 1’on a

AkP < I, < BEP,

ou A, B et B sont des constantes réelles ne dépendant que de «, avec 0 < A < B.
Déterminer explicitement J3.
2) Déterminer ’ensemble des valeurs de v pour lesquelles 'intégrale généralisée

/ zexp{—z®sin?(nz)} dz
0

converge.
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ITI. 1) Donner un exemple de fonction continue f : [0, +oo[— [0, +o0[ telle que
l'intégrale généralisée

I:/Ooof(x)daz

soit convergente alors que la série S =)~ | f(n) est divergente.

2) Une telle situation est-elle encore possible si I’on remplace ’hypothese de continuité
de f par 'hypothese que f est décroissante 7 Justifiez votre réponse par un exemple
dans laffirmative ou une démonstration dans la négative.

IV. Soit f une fonction possédant une intégrale de Riemann généralisée absolument
convergente sur [0, +oo[. (NB : on ne suppose donc pas f continue.)
1) Montrer que 'intégrale

Fly) = / " f(x) cos(ay) dz

est convergente et définit une fonction continue de y. On pourra établir d’abord que
F,(y) = fon f(x) cos(zy) dz est, pour chaque entier n > 1, une fonction continue de y.

2) Montrer que pour tout € > 0 il existe un nombre réel 7' > 0 et une fonction
¢ € Esc[0,T)] tels que

T oo
/Olf(x)—so(x)lda:+/T |f(x)|dz < e.

3) En utilisant le résultat de la question précédente, calculer lim,_, . F(y).
4) Peut-on déduire de ce qui précede que F' est uniformément continue sur [0, +oo[ ?



Université de Nancy 1 Vendredi 27 janvier 1995
Licence de Mathématiques 1993/94 Durée : 3h
Intégration et théorie de la mesure

Sujet d’examen

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit.
Les quatre parties peuvent étre traitées de maniere indépendante. Il sera tenu le plus
grand compte de la rédaction et de la présentation.

I. Pour f € £1]0,1], on désigne par F' = o(f) la fonction définie sur [0, oo[ par

1
@
o 1+zy
1) Soit {f, 22, une suite de fonctions de £1[0, 1] convergeant en moyenne (c’est-a-dire
en norme L' ) vers une fonction f € £[0,1]. On pose F,, := ¢(f,) (n > 1). La suite
{F,}22, converge-t-elle vers F' simplement ? umformement ? en moyenne ?
2) Calculer F' = ¢(f) lorsque f = 1/(1+x). La fonction F est-elle continueen y = 17
Pouvait-on prévoir le résultat ?
3) Soient f € L'0,1] et F = o(f). Calculer limy_,o F(y).
4) a) Donner une majoration de !ijzo(—l)”x”y"‘ uniforme pour 0 < = < 1,
0<y<1, N>0.
b) Soit f € £1]0,1] et F = ¢(f). Montrer que 1’on a pour 0 <y < 1

F(y) =

F(y) =) (=1)"an(f)y"
n=0
1
avec an,(f) := | 2" f(x)dx. [N.B. : la totalité des points de cette question est consacrée
ala justiﬁcatiog de lintégration terme a terme.]

5) Calculer a,(f) lorsque f(x) = (Inx)?. [On pourra effectuer le changement de
variable = e~*/("*1) dans l'intégrale définissant a,(f).] En déduire une formule
intégrale pour la somme de la Série ZOO (—=1)"=1/n3.

6) Soit f € £2[0,1] telle que a,(f) = 0 pour tout entier n > 0. Montrer que

/f

pour toute fonction A continue sur [0, 1]. [On pourra utiliser le théoréme de Weierstrass :
toute fonction continue sur [0, 1] a valeurs complexes est limite uniforme de polynémes.]
En déduire que f =0 pp.
II. 1) Enoncer le théoréme de Plancherel.

2) Montrer que pour f, g € L2(R), on a fg € LY(R). En utilisant la relation (qu’on
ne cherchera pas a démontrer)

+00 _ 3
1 rag@de= Y s+l
- m=0

montrer que pour f, g € L2(R), on a la formule de Parseval

[ swgmar= [ e a

—0o0 — 00
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ITI. Soit D(R) I'espace vectoriel des fonctions de classe C*° a support compact.
1) Montrer que I’on a pour toute fonction f de D(R)

(+) f=3Ff = IF+.

2) Montrer que la relation (*) est vraie pp pour toute fonction f de L%(R).

IV. Soit f € L2(R) telle que g(x) := xf(x) soit aussi dans L2(R).

1) En utilisant la relation |f(x)| = (|f(x)|+|g(x)|)/(1+]z|), montrer que f € L} (R).

2) Soit y €]0,00[. Déterminer h, € L?*(R) telle que ﬁ; = 1y, pPp- On pourra
commencer par calculer F1jg ) et utiliser ().

3) En utilisant le résultat de la question précédente et la formule de Parseval, établir
la formule

-~ ~

i | "©de=F)—F0)  (yeRr).
0
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Université de Nancy 1 Mercredi 6 septembre 1995
Licence de Mathématiques 1994 /95 Durée : 3h
Intégration et théorie de la mesure

Sujet d’examen

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit.
Les trois parties ne sont pas indépendantes.
11 sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation.

I. Soit » € £2(R?) une fonction réelle de deux variables réelles.

1) Montrer que l'application partielle ¢, : R — R définie par ¢,(y) = ¢(z,y)
est de carré intégrable pour presque tout x et que I'on peut prolonger ’application
(x) = ||¢z||2 en une fonction de L2(R). On pose N(p) = [|¢||2-

2) Montrer que, pour g € L2(R), on a g, € LY(R) pour presque tout nombre réel z.

3) On désigne par G =T, (g) la fonction définie par

G(x) = /RQ(@/)w(ﬂs,y) dy

si gpr € L1(R) et prolongée par 0 dans le cas contraire. Montrer que G € L2(R) et
donner une majoration de ||G||2 en fonction de N(¢) et ||g||2. (NB. La mesurabilité de
G sera notée 2 points hors baréme et il est conseillé de n’y pas passer trop de temps.)
II. Pour g € L%(R) on pose Gy = g et G, = T,(Gp—1) (n = 1) et
(i) ¢1(2,y) = Lp,12(2, y) sin(rz) cos(my),
(ii) p2(,y) = Lp,1)(2) 110,21 (¥),
(iii) @3(x,y) := M5 ()10, (y) cos(z — y) (A €]0,1]).
1) Calculer N(¢;) pour j =1, 2, 3.
2) Expliciter, pour chaque entier n > 2, une fonction ®, € L2(R?) telle que
Gy =T, (g) dans chacun des cas ¢ = ¢;, j =1,2,3.
3) Déterminer, pour chaque nombre réel z, la nature de la série >~ G, (z), et, le
cas échéant, calculer sa somme, lorsque ¢ = @1 et lorsque ¢ = @s.
4) a) Méme question lorsque ¢ = p3 avec A < 1.
b) Calculer G, (7/2) pour ¢ = @3 avec A = 1 et g = 1 . Que peut-on
conclure ?

ITI. On suppose maintenant que N(p) < 1.
1) Soit g € L?(R). Montrer que la série Y |G,| converge dans L?(R) et presque
partout. (On pourra faire appel a 'inégalité obtenue au 1.3.)

2) Pour g € L2(R), on pose h(z) := Y>>~ G, (x) lorsque la série converge et h(z) = 0
dans le cas contraire. Montrer que I’équation intégrale

(%) f=T(f) =9

possede dans L?(R) une unique solution, dont h est un représentant.
3) Lorsque g(z) = 1jg oc[(x)e™", résoudre I'équation (*) pour ¢ = ¢; (j =1,2,3) en
choisssant A = % dans la définition de 3.
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Université Henri Poincaré-Nancy 1 Mardi 9 avril 1996
Maitrise de Mathématiques 1995/96 Durée : 3h
Méthodes analytiques pour I'arithmétique

Sujet d’examen partiel

La consultation des motes manuscrites de cours et des documents pédagogiques distribués sont
autorisés, a l’exclusion de tout autre document. L’usage d’une calculatrice est interdit.
Les trois parties peuvent étre traitées indépendamment.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation.

Notations pour les parties I et II. On désigne par V B(R) I’ensemble des fonctions complexes
a variation bornée sur R, normalisées par continuité & droite. Pour @ € V B(R), on pose

paly) = [ &7 daa).

On note f = [p e ™ f(x) dz la transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R).

On denote par E(R) l'espace des fonctions complexes, définies sur R, qui sont uniformément
continues sur R et intégrables. On rappelle que toute fonction de E(R) est bornée.

Pout T > 0, on pose

1) wr(z) = (Si”T‘”)Q -/ T /DT e R),

™

et fr(z):=wrx* f(x /f z—y)wr(y)dy (f € L' (R)). On rappelle que wr(0) = 1.
Enfin, on désigne par Lips(R) 'ensemble des fonctions complexes définies sur R et lipchitziennes

d’exposant § > 0.

I. 1) Soit ¢ € L'(R). Montrer que la fonction 8 : z — B(z f_ u)du est dans
VB(R). Exprimer ¢g(y) & l'aide de la fonction g.
2) a) Soit @ € VB(R). Montrer que E(R) C L!(da).
b) Montrer que, pour f € E(R), on alimy_,« || f— fr]lcc = 0. [On pourra commencer
par effectuer le changement de variables u = T'y dans 'intégrale définissant fr(x).]
¢) En déduire que, pour f € E(R), on a [, f(z)da(z) =limr_. [ fr(z)da(z).
3) a) En utilisant (1), montrer que, pour f € Ll(]R), on a

T o~ .
fr(z) = / (= W FEay,

b) En déduire que 'on a, pour f € E(R),

/ f(2) dae / (1 91/ F () paly) dy + =(T)

ou limyp_, e(T) =

c¢) Lorsque f € L1p5 (R) N LY(R), expliciter une majoration de || f — fr|l« en fonction
de T, § et f, et en déduire une inégalité du type |e(T)| < C(f,a)/T> avec A > 0. On
précisera la dépendance de C(f,«) en f et a et 'on exprimera A en fonction de §. [On
ne demande pas de déterminer les valeurs optimales de ces constantes.]

4) Application. Déterminer une constante A telle que 'on ait

2 % = A lim _T(l — /T f(y)B2(y)dy  (f € E(R)),

nez*

ou Bs(y) désigne la seconde fonction de Bernoulli.
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sin(2nTz) 1
2nTe 2T

o5 (z) = / or(z — ) daly).

1) Montrer que si « est continue, alors limy_,o o-(x) = 0 pour tout x € R.
2) On désigne par {z, }>2; la suite des discontinuités de a et ’on pose

Sn = a(xy) — alz,—), Z Sn (x €R).

Ty <T

T
II. On pose op(z) = / > dy. Pour a € VB(R), on définit
-T

a) Montrer que Y | |s,| < o0.
b) Montrer que o — (3 est continue.
c¢) En déduire que limyp_, o a}( ) =Yy Snlig,y () (x € R).
3) Exprimer o (z) puis [, o (z o (x) da(z) comme des intégrales relatives & .

4) Montrer que
1 2 S 2
Jm o [ fatw) =3

et en déduire un criteére pour quune fonction o € VB(R) soit continue.

ITI. 1) Montrer que, pour tout o > %, il existe une constante My(o) telle que 1'on ait
D@ +iy)| < Mo(o)e ™ (3 <z <o,yeR).

2) Montrerquepourz-——i—@y,S—U—i—ZT c>1,ona

k
T(z—k)T(s—2z+k)=(—D)T(2)(s — 2) H (1 + j : i)

En utilisant I'estimation |1+ w| < exp {Rew + O(|w|?)} (w € C), en déduire que, pour
chaque s vérifiant o = Re s > 1, il existe une constante M(s) > 0 telle que
IT(z — k)D(s — 2z + k)| < M(s)k® eVl (k>1,z=31+iy, yeR).
3) On pose pour s € C, Res > 1, u €]0,1[, k > 0,
1 L —k+ico

<
>

Iy(s,u) :== L(z)T'(s — 2)u”*dz.

2_7'("L' %—k—ioo
Montrer que cette intégrale est absolument convergente et tend vers 0 lorsque k£ tend vers
Iinfini.

4) Montrer que l'on a pour v € C, |v| < 1,

o0

P(s)(1+v)~* = Z(—nkka.
k=0

5) Montrer que Iy(s,u) = (1 +u)*I'(s) pour Res > 1, u €]0, 1].
6) Montrer que 1'on a pour a,b € [1,00[, Res > 1,

T(s) _ 1 /%“* D)= 2)
(a+b)s  2mi azbs—* =

L
§—ZOO
[On distinguera les cas a < b, a =bet a > b.]
7) Montrer qu’il existe une constante oy que 1’on calculera (on ne demande pas la valeur
optimale) telle que 1’on ait pour o > oy
co 0o 1 %—l—ioo
3 2\—s
S m>+n = — 32)C(2s — 22)T'(2)I'(s — 2) dz
)30 3 )= g [ C@)cs - 2T -2

ou ( désigne la fonction zéta de Riemann.



