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Le corps des nombres complexes

1. Introduction

La résolution d’équations, et en particulier d’équations polynomiales, a sous-tendu
I’évolution des mathématiques depuis I’Antiquité. Les équations du premier et du second
degré ont été résolues par les Babyloniens environ 2000 ans avant notre ere. Les équations
de degré trois ou plus ont résisté, sous forme d’un probleme fameux, jusqu’au XVI® siecle.
Une solution pour le troisieme degré fut alors trouvée par Scipion del Ferro, de Bologne,
et Niccolo Fontana (surnommé Tartaglia le begue) de Brescia. Peu apres, Ludovic Ferrari
vint a bout de I’équation du quatrieme degré. Il fallut attendre le XIX€ siecle, avec Niels
Abel et Evariste Galois, pour une preuve que ’équation générale du cinquieme degré n’est
pas soluble par radicaux.

Les solutions des équations de degré trois et quatre sont publiées par Cardan (1501-
1576) en 1545. Elles utilisent toutes, sans justification théorique, des racines carrées de
nombres négatifs.

Cependant la communauté mathématique rejette 'emploi de telles quantités jusqu’au
milieu du XIX¢®siecle : Descartes (1596-1650) désigne comme «imaginairesy les racines
complexes d’équations, dont il considére ’apparition dans un probléme comme un signe
indubitable de non solubilité.

Euler (1707-1783) introduit en 1740 les exposants complexes et s’émerveille de la formule
e'™ +1 = 0 qui lie les cinq nombres fondamentaux de I'analyse. Il utilise également les
nombres complexes pour résoudre des équations différentielles.

C’est Gauss (1777-1855) qui leur donne un statut définitif et une signification intuitive
et naturelle a travers leur représentation géométrique.

2. Définition formelle

L’écriture classique d’un nombre complexe sous la forme a + b présuppose l'existence
d’un corps dans lequel —1 est un carré, ce qui n’est pas acquis a priori.

On définit formellement C comme ’ensemble des couples ordonnés (a, b) de R? muni de
I’addition et de la multiplication données par les formules

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(2:1) (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

On vérifie a partir des propriétés usuelles des nombres réels que ces lois de compositions
sont associatives et commutatives et que la multiplication est distributive par rapport
a l'addition. L’élément neutre de l’addition est le nombre complexe (0,0), celui de la



2 I Le corps des nombres complexes

multiplication le nombre (1, 0). Le fait que ’ensemble ainsi construit est un corps équivaut
alors & la solubilité, pour tout (a,b) # (0,0), du systeme

axr —by =1
bxr 4+ ay = 0.

Comme le déterminant du systeme vaut a? +b? # 0, il a une solution unique et I'ensemble
C muni des lois (2-1) est bien un corps.

On vérifie que lapplication p : {(a,0) € C} — R définie par p(a,0) = a est un
homomorphisme de corps, en ce sens qu’il préserve les deux opérations. On peut donc
identifier R & I’ensemble des couples (a,0). Si 'on pose alors i := (0,1), on a d’une part
identiquement

(a,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) = a + ib

et d’autre part
i = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1.

Il est & noter que tout nombre complexe non nul a + ib possede deux racines carrées
complexes puisque 1’équation (x + iy)? = a + ib équivaut a

2> —y?=a
2zy = b.

Ce systeme possede les deux solutions (z,y) = (£/a,0) si a > 0, b = 0, les deux solutions
(z,y) = (0,£+/—a) sia <0, b=0, et, posant d? := a® + b? avec d > 0, les deux solutions

(z.9) = +(/3(a + ), sgn(v)y/ 3 (d - 0))

sib# 0.
Ezemples. Les deux racines carrées de 2i sont £(1 + 7). Celles de 5+ 124, sont £(3 + 2i).

Nous verrons plus loin que toute équation polynomiale & coefficients complexes possede
au moins une racine dans C.

Il est & noter qu’une importante propriété de R, 'ordre total compatible avec la structure
de corps®, ne se transmet pas & C : on peut vérifier aisément a l'aide des axiomes de
la structure d’ordre que 1'une ou l'autre des inégalités ¢ > 0 ou ¢ < 0 conduit a une
contradiction.

3. Représentation géométrique : le plan complexe

L’interprétation géométrique des nombres complexes est due a Wallis (1616-1703). Elle
a ensuite été développée par Argand (1768-1822) et Gauss.

On associe au nombre z = z+iy le point de coordonnées (x,y), dont z est désigné comme
I’affixe. Les nombres réels correspondent donc a ’axe des x, souvent désigné comme I’ aze
réel, alors que les représentants des nombres imaginaires ib sont situés sur I’aze imaginaire.
On pose

Rez=2z, Smz=y, Z=x—1iy.

Ainsi z, désigné comme le conjugué de z, est Paffixe du symétrique de (x,y) par rapport
a l'axe réel.

1. Dans le dernier cas, nous avons posé y = b/2x et substitué dans la premiére équation, ce qui
fournit successivement 4z* — 4az? — b2 =0 et 22 = %(a +d).
2. Clest-a-dire : (z<y,a<b=>a+z<bt+y)et(z<y,a>0=ax<ay).
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On a

zZ+Z z—Z
2 7 21

(3-1) Re z =

La somme z; 4 22 de deux nombres complexes est obtenue par la regle du parallélogramme.

La multiplication peut également étre décrite géométriquement. Il est plus agréable, a
cette fin, d’introduire les coordonnées polaires d’un nombre complexe.

Le module |z| d’un nombre complexe z = x+iy est la longueur r = /22 4+ y? du vecteur
d’extrémités (0,0) et (z,y). En particulier, on a identiquement

(3-2) 12| = 2z.

La quantité |z; — 22| est la distance euclidienne entre z; et z2. Cela donne une preuve
géométrique de I'inégalité triangulaire

|21 + 22| < 21| + |22].
Une preuve algébrique peut-étre obtenue grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
L’argument arg z d’'un nombre complexe non nul z est I’angle, défini modulo 27, entre

le vecteur z et axe des z.¢3) On a donc

argz =19 < cos = Rez/|z|, sind =Jmz/|z|.

|Im =]

¥

[Re =|

3. Nous donnerons plus loin une définition plus rigoureuse de cette notion.
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Un nombre complexe non nul est completement déterminé par son module et son
argument : si |z| = r et argz = ¥, alors x = rcos ¥, y = rsind, et donc

z =r(cosV +isind).

On dit que 7 et 9 sont les coordonnées polaires de z. Si 'on pose (1) := cos ¥ + i sin 19,
on a avec des notations transparentes

(33) 2120 = 7"17"2]1(191 + 192)

Cela permet de donner une interprétation géométrique simple du produit de deux nombres
complexes : 2122 a pour module le produit des modules et pour argument la somme des
arguments. Par récurrence sur n, on déduit de (3-3) la formule de Moivre(®)

(3-4) 2" = r"h(n?).

Exemple. Les racines cubiques de 1 sont déterminées par r3h(39) = 1, dou r = 1,
39 = 0 (mod 27). Les solutions sont donc les nombres

1, j=h@2r/3)=-31+ilV3,  j2=h{nr/3)=-3—ilV3.

4. Nous justifierons plus tard la notation classique h(d) = e*7.

5. Abraham de Moivre, 1667—1754.
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Fonctions holomorphes : étude préliminaire

1. Définitions

Définition 1.1. Soit U un ouvert de C, et f : U — C. On dit que f est C-différentiable
en un point a de U si la limite

(1-1) lim
h—0
a+heU~{a}

fla+h) = f(a)
h

existe, autrement dit s’il existe L € C tel que
fla+h) = f(a)+ Lh+ o(|h]) (h — 0).

Lorsque f est C-différentiable en tout point de U, on dit que f est holomorphe sur U. On
note alors f’(a) la limite (1-1) et I'on désigne par dérivée de f la fonction f': U — C qui
a z € U associe le nombre f'(z).
On note
HU), HU,V),

I’espace des fonctions holomorphes sur U, et celui des fonctions holomorphes sur U a
valeurs dans V C C. B

Si I'on pose F(z,y) = f(x + iy), alors F est définie sur un ouvert U de R?, & valeurs
dans C. F est différentiable en (xg,yo) € U si, et seulement si, il existe des nombres
complexes A et B tels que, notant zg = xg + iyg, h = u + v, on ait

(1-2) f(zo0 + h) = f(20) + Au+ Bv + o(|h]) (h —0).

On a en fait A = 9F(z0,y0)/0x = F,(%0,y0), B = 0F(x0,v0)/0y = F,(x0,y0). Avec un
léger abus de notation pour simplifier I'écriture, on écrit souvent A = f;(20), B = f, (20)-

En décomposant v = (h+ h)/2, v = (h — h)/2i, nous pouvons réécrire (1-2) sous la forme
(1-3) f(z0 +h) = f(20) + ah+ Bh+o(lh])  (h—0),

avec

a:=4(A-iB), B:=3(A+iB).

On désigne les nombres « et 3 sous le nom de dérivées partielles de Wirtinger de f en zg.
On a donc, avec I'abus de notation signalé plus haut,

F1e) = DL o) o= B ieo) —ify0)} Sl0) = S(e0) o= B fh(e0) + i (20}
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Soit V.=U = {z: 2z € U}. 1l est immédiat que, si G : U x V — C est une fonction
de deux variables vérifiant G(z,Z) = f(z) pour tout z de U et si G est C-différentiable,
autrement dit s'il existe pour tout (z,w) € U x V des nombres « et (3 tels que

G(z+ h,w+k) =G(z,w) + ah + Bk + o(|h| + |k|) (|h] + |k| = 0),

alors
fi(20) = G'.(20,%0), fi(z0) = G, (20, Z0)-

Il est a noter que, lorsque f est donnée, il existe a priori de multiples choix possibles pour
la fonction G : par exemple, si f(z) = |z|?, on peut choisir G(z,w) = |z|? ou G(z,w) = zw.

Proposition 1.2. Soient U un ouvert de C, U := {(z,y) e R2 : z+iy e U}, F: U — C
une application différentiable et f : U — C définie par f(x + iy) := F(x,y).
(i) f est C-différentiable en zg = xg + iyo si, et seulement si, d(y, ) F est C-linéaire.
(ii) L’application d g, 4,)F est C-linéaire si, et seulement si, fZ(z) = 0.

Démonstration. (i) On a
f(zo +h) = f(20) = Fxo + u,y0 + v) — F(20,Y0) = d(zg,y0)F (1) + 0(h).

Or les applications C-linéaires sur C sont les applications du type h +— ch. Donc
la  C-linéarité de dg, ) F implique la C-différentiabilité de f. Réciproquement, si
d(zo,y0)F'(h) = Lh + o(h), on a nécessairement d(,, ,,)F(h) = Lh puisque I"application
linéaire h — d(g,,y0)F(h) — Lh est de norme nulle.

(ii) Si fZ = 0, on a d(yy,y)F'(h) = fi(20)h pour tout h € C, donc d(g,,y.)F est
bien C-linéaire. Réciproquement, si d(,, ) F" est C-linéaire, on a identiquement, lorsque
h = u + v, en posant a := f1(29), f:= fZ(20),

ioch — i8h = d (g yo) F (i, 1) = id 4y 4o) F (u, v) = iah + iSh,

ce qui implique 8 = 0. O

Corollaire 1.3. Soit U un ouvert de C. Une application f : U — C est C-différentiable en
un point zg de U si, et seulement si, la fonction de deux variables réelles F' est différentiable
en (zo,Yo) et si 'on a fZ(z9) = 0 ou encore

(1-4) Fy (w0, y0) + iFy (w0, y0) = 0.

En particulier, une condition nécessaire et suffisante pour que f soit holomorphe sur U
est que F soit différentiable en tout point de U := {(z,y) € R? : x + iy € U} et satisfasse
identiquement la relation (1-4).

Si 'on écrit F' = P + i@ avec P et @ a valeurs dans R, alors I’équation (1-4) devient

Py (z0,90) = Q{y(x07y0)
(1-3) { P;($o7y0) = —Q% (20, Yo)-

On désigne habituellement ces conditions sous le nom de conditions de Cauchy-Riemann.

Ezemples. (i) z — z est holomorphe sur C, alors que z — Z n’est C-différentiable en aucun
point de C. Plus généralement, lorsque n € N*, z — 2" est holomorphe sur C, de dérivée
nz""1 et 2+ (2)" est C-différentiable en zj si, et seulement si, n > 1 et zg = 0.
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(ii) Calculons les dérivées partielles de Wirtinger de f(z) := |z|2. On peut écrire
f(2) = G(z,%) avec G(z,w) = zw. Donc fl(z)) = Zy, fe(z0) = zo. Il Sensuit que f
est C-différentiable en zq si, et seulement si, zy = 0.

Corollaire 1.4. Soient U un ouvert connexe de C et f : U — R une fonction holomorphe
sur U. Alors f est constante sur U.

Démonstration. On a @ = 0, donc, d’apres la relation (1-5), P, = P, = 0, donc
d(zo,y0)F = 0 pour tout (xq,yo) de U. D’apres l'inégalité des accroissements finis, on
en déduit bien que F' est constante. O
Remarque. 11 est clair qu’une fonction holomorphe de dérivée nulle sur un ouvert connexe

est constante. Plus généralement, une fonction holomorphe de dérivée nulle sur un ouvert
est localement constante, i.e. constante sur chaque composante connexe.

Théoréeme 1.5. Soient U un ouvert de C, a un point de U et f,g : U — C deux
fonctions C-différentiables en a. Alors, pour tout A\ € C, les fonctions f + g, A\f et fg sont
C-différentiables en a et I'on a

(f +9)(a) = f'(a) +¢'(a), (Af)(a) =Af'(a), (f9)'(a)=f"(a)g(a)+ f(a)g'(a).

Si, de plus, g(a) # 0, alors il en va de méme de f/g et 'on a

(f/9)'(a) =

Démonstration laissée en exercice.

Théoréme 1.6. Soient U, V deux ouverts de C, a un point de U, f:U -V, g:V = C
deux fonctions respectivement C-différentiables en a et b = f(a). Alors, g o f est C-
différentiable en a et I'on a

(go f)(a)=4g'(b)f (a).
Démonstration laissée en exercice.

Ezemples. Les polynomes, les fractions rationnelles, les séries entieres de rayon de
convergence positif sont, sur l'intérieur de leurs domaines de définitions respectifs des
fonctions holomorphes.

2. Fonctions définies par des séries entieres

Soient zg € C, R > 0 et D = D(zp; R) le disque ouvert de centre zy et de rayon R. On
dit qu'une fonction f : D — C est développable en série entiére dans D s’il existe une
suite complexe {a,}52, telle que

f(z):Zan(z—zo)” (z € D).

n>0

Les fonctions développables en série entiere dans un disque constituent une classe tres
importante de fonctions holomorphes.
Le lemme suivant permet de régler la plupart des questions de convergence.

Lemme 2.1 (Abel). Soient {a,}5>, une suite complexe et R, r des nombres réels tels
que R > r > 0. Si la suite {a,R"}}2, est bornée, la série entiere ), -, anz" converge
normalement pour |z| < r.

Démonstration. Soit M := sup,,5|a,R"|. La conclusion est immédiate puisque I'on a
lanz"| < M(r/R)™ lorsque |z| < 7. 0
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Soit {an }5° une suite complexe. Il résulte du lemme d’Abel que ’ensemble des nombres
réels r tels que la série entiere

(2-1) Z anz"

n=0

converge dans le disque |z| < 7 est un intervalle [0, R[ ou [0, R], avec R € [0, 00] ou R = oo.
On dit que R est le rayon de convergence de la série entiere (2-1).
Rappelons la notion de limite supérieure d’une suite de nombre réels :

limsup u,, := lim supu, € RU {£o0}.
n

n—00 —X®p>n

Il est équivalent de dire que lim sup u,, = —oo et que u,, — —oco. En revanche, la relation
lim sup u,, = +00 ne signifie pas que u,, — +00 mais qu’il existe une sous-suite {u,, }52
telle que limy_, o up, = +00. Lorsque L € R, on a

(2-2) limsupu, = L

n

si, et seulement si,
(1) Ve >0 E|N0=N0(€) : (n>N0) =>u, < L+e;
(i) Ve>0VN >03n>N :u, > L —e.

Une autre caractérisation consiste a dire que 'on a (2-2) si, et seulement si, toute suite
extraite convergente de {u,}52, est de limite < L et L est effectivement limite d’une suite
extraite convergente, autrement dit encore : L est le plus grand élément de ’ensemble des
limites de suites extraites de {u,}52 . On peut vérifier facilement que si u,, < v, pour
tout indice n alors

(2-3) lim sup u,, < limsupv,,.
n—oo n— oo

On a aussi, pour toutes suites {u,}52 1, {v,}52 4,

lim sup(u,, + v,) < lim sup u,, + limsup v,,.
n—00 n—00 n— oo

On définit symétriquement la limite inférieure

liminfu, = lim inf u, € RU *oo.
n—oo p=n

Toutes les propriétés de la limite inférieure se déduisent de celles de la limite supérieure
a l'aide de la formule
liminf u,, = — limsup(—u,,).

n—00 n—oo

On a en particulier, pour toutes suites {u, }5 1, {v,}22 4,

lim inf (u,, + v,) > liminf u,, + lim inf v,,.

n—oo n—oo n—oo
L’intérét principal des notions de limites inférieure et supérieure est qu’elles sont définies
pour toutes les suites. Il n’y a donc pas de précaution oratoire a prendre avant de les
introduire dans un calcul. Une suite est convergente si, et seulement si, sa limite inférieure
est égale a sa limite supérieure. La limite, finie ou infinie, est alors égale & la valeur
commune.
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Ezemples.
limsup(—1)" =1, liminf(—-1)" = -1,
1 1
li = liminf ——————— =1,
meup G,y = Too imin 1—sinn+1/n 2

Pour traiter les deux exemples concernant la suite {sinn}5% , on utilise les exercices 20
et 21, ou l'on établit qu'un sous-groupe additif G de R est dense si, et seulement si, il
n’est pas de la forme G = aZ pour un certain a > 0. Si I’on se donne 9 € R et que 'on
choisit G := {md +n:m € Z, n € Z}, il est immédiat que G est de la forme aZ si, et
seulement si, ¢ est rationnel. En effet, si ¥ = u/v € Q avec (u,v) =1 alors G = (1/|v|)Z,
et si ¥ € R~ Q, on ne peut avoir G = aZ : comme 1 € G, il faudrait a € Q, donc
¥ € Q puisque ¥ € G. Comme 27 € R\ Q, il s’ensuit que les nombres +7/2 peuvent étre
approchés d’aussi pres que l'on veut par des nombres réels de la forme n + 2mm, ce qui
implique limsupsinn = 1, liminfsinn = —1.

Théoréme 2.2 (Hadamard). Soit {a,}>2, une suite complexe. Le rayon de conver-
gence R de la série entiére (2-1) est donné par la formule

(2-4) 1/R = limsup |a,|"/™ € R* U {oc}.
n— o0

Démonstration. Soit o tel que 1/¢ = limsup,, , . |a,|"/™. Nous devons montrer que ¢ = R.
Supposons que 0 < R, p < 00, les autres cas se traitant de maniere analogue. Alors, pour
e €]0, R], la série (2-1) converge pour z = R — ¢, donc son terme général est borné :

AM >0:Yn >0 |a,|(R—¢)" < M.
En prenant la puissance 1/n et en appliquant (2-3), nous obtenons
1/o<1/(R—¢),

d’ott ¢ > R en faisant tendre e vers 0. Réciproquement, soit ¢ €]0, g[. Alors, il existe
No = Ny(e) tel que |a,| < 1/(0 —€/2)" pour n > Ny. 1l s’ensuit que a, (g — €)™ est le
terme général d’une série convergente, d’'oll ¢ — & < R et finalement ¢ < R en passant a
la limite en e. O
Ezemples. 3, sox2" : R=1. % ~onle" : R=0.3 ,2"/nl: R=oo0.

Le résultat auxiliaire suivant, qui est un cas particulier du théoreme de Fubini, nous
sera utile a plusieurs reprises.

Lemme 2.3. Soit {ank}n>0k>0 une suite complexe double. Alors on a

(25) DD k=)D auk

k>0n>0 n=0 k>0

si Y. >k |ank| < 00. De plus, si ani, > 0 pour tous n, k, la relation a lieu sans condition
dans [0, o).

Démonstration. Pour la commodité du lecteur, esquissons rapidement une preuve directe.
La seconde assertion découle immédiatement du fait que les deux membres sont égaux a la
borne supérieure des sommes finies extraites. Pour établir la premieére, nous remarquons
que G = a;k —a, .+ z(ﬂ;{k — 57:,1«) avec o,k = Rean k, Bnk = Smay. Comme
chacune des quatre suites doubles réelles positives est de somme totale finie,(!) la validité

1. Car |an,k|2 = (O‘I,k)2 + (a;,k)2 + (B;:,k)Q + (5;,1%)2
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de (2-5) dans le cas général se ramene au cas déja traité des séries convergentes & termes
positifs ou nuls. O

Théoréme 2.4. Soit f(2) =}, an(z—20)" une fonction développable en série entiere
dans un disque D = D(zo; R) et soit A := D(z1;r) un disque contenu dans D, non
nécessairement concentrique. Alors f est développable en série entiére dans A.

Démonstration. On peut supposer zg = 0, quitte a considérer z — zp a la place de z. On
a donc, pour |z| < R,

)= an2" =D an(z+w)" =D an > (Z) A Fwk

n2=0 n=0 n=0 0<kLn

ou nous avons posé w = z — z1. Comme le rayon de convergence est > R, on peut affirmer
que pour tout £ > 0 il existe M = M. tel que |a,|(R — &)™ < M. De plus, |z1] < R — |w|
pour z € A puisque A C D. On a donc

n n—k,  k
an <k‘> 2z tw
n

(Noter que (k) = 0 si k£ > n.) Le majorant est le terme général d’une série double
convergente lorsque |w| 4 |z1| < R — €, ce qui est réalisé lorsque |w| < r et € est assez
petit. Nous sommes donc en position d’appliquer le Lemme 2.3. Il suit

n\ lal"™*
<My <k<
</~c) (R—s)”|w| (0 n)

avec

O

Corollaire 2.5. Soit f(z) = )_, 5 an(z—20)" une fonction développable en série entiere
dans un disque D = D(zo; R). Alors f est holomorphe dans D, f' est développable en
série entiere dans D et 'on a

(2:7) f(z)= Z na,(z — z0)" ! (z € D).

n>1

Démonstration. Supposons sans perte de généralité que zp = 0. Avec les notations (2-6),
on a, pour tout z; de D et w € D(0; R — |21]),

f(z1 +w) = f(z1) + biw + O(w?) (w — 0).
Cela montre que f est C-différentiable en z; et que f’(z1) = by est donné par (2:7). La

formule de Hadamard montre que le rayon de convergence de la série (2-7) est égal a celui
de la série f(z) : il est donc > R. 0
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Corollaire 2.6. Soit f(z) = _, 5 an(2 —20)" une fonction développable en série entiere

dans un disque D = D(zo; R). Alors f est indéfiniment dérivable dans D, f®) est, pour
tout entier p > 0, développable en série entiére dans D et I'on a

(29 = s e,

n=0

En particulier, on a la formule de Taylor

f(n) (20)

n!

(2-9) f)=) (z—2)" (2€D).

n>0

Démonstration. La formule (2-8) est établie par récurrence sur p grace au Corollaire 2.5. En
spécialisant z = zg, on obtient donc f®)(z) = pla,. Cela implique immédiatement (2.9)
puisque f(2) =3, 50 an(z — 20)" 0

Corollaire 2.7. Si une fonction admet un développement en série entiére dans un disque,
ce développement est unique.

Démonstration. Cela découle immédiatement du Corollaire 2.6 puisque a,, = f(™ (20)/n!
est déterminé par f pour tout n. O
Exemple d’application. Supposons qu’on cherche a résoudre ’équation différentielle 3’ = y
en cherchant a priori la solution sous la forme d’une série entiere convergente

y(z) = Z anz".

n>=0

La formule (2-7) et le Corollaire 2.7 impliquent alors ap+1 = ay,/(n+1), d’ott a,, = ag/n!.
On trouve donc y(2) = ag ) _,,5 2" /n! comme seule solution de la forme cherchée.

Théoréme 2.8. Soient f(z) = >, sqan(z — 20)" et g(z) = >_,50bn(z — 20)" deux
fonctions développables en séries entiéres dans un disque D = D(zg; R). Alors leur somme
et leur produit le sont également. On a

F(2) 4+ 9(2) = Y (an +ba)(z = 20)"

n=0

129 =3 (D2 awbar) 2 — 20"

n20 0<k<n

(z€ D).

Démonstration. La premiere assertion est évidente. La seconde résulte du Lemme 2.3
appliqué & la série double > <> gcpc,, @kbn—k(z — 20)". Nous omettons les détails. O

Il est a noter que la formule du produit est un cas particulier du résultat classique
suivant.

Proposition 2.9. Soient {u,}5%, et {v,}22, deux suites complexes dont les séries
associées sont absolument convergentes, de sommes respectives U, V. Alors la série de
terme général w,, = Zo <k<n WkUn—k est absolument convergente et sa somme vaut UV .

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme d’interversion de sommation des séries
doubles absolument convergentes a la série de terme général uzv, r1jo,oo[(n — k) : on a

D wal YO Juslfvy] < oo
ko

n>0
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et donc

an :Zukan_k :Zukaj =UV.

n=0 k=0 n=k k=0 3=0

ad

Le résultat suivant, connu sous le nom de Transformation d’Abel, est tres utile

pour examiner la convergence des séries entieres sur le (ou au voisinage du) cercle de
convergence.

Théoréme 2.10 (Transformation d’Abel). Soient {a,}22, {b,}22, des suites com-
plexes. Pour tous entiers N € 7, M € N*, on a

(210) Z anbn = AN+MbN+M+1 + Z An(bn - bn-i—l)a
N<n<N+M N<n<N+M

ot 'on a posé Ay := 3 e, @m (n 2 0). En particulier, si supy o<y [An| < A, et
si {b, }22, est positive décroissante alors

(2-11) > anba| < Abyyy.
N<n<N+M

Démonstration. La premiere assertion résulte d’'un simple changement de variable entiere

en posant a, = A, — An—1 (N <n < N+ M). Lorsque {b,,}52, est positive décroissante,
on déduit de (2-11) que

Z anbp| < Abyymy1 +A Z (by, — bpt+1) = Abn 1.

N<n<N+M N<n<N+M

O

Corollaire 2.11 (Critére de convergence d’Abel). Soient {a,}>, une suite com-
plexe et {b, }>2, une suite réelle positive décroissante. On suppose que

lim b, =0, sup Z an| < A.

n— o0 N}O ogngN

Alors la série ), -, anb, est convergente et I'on a
=

(2-12) D anbn| < 24by 1.
n>N
Démonstration. C’est immédiat a partir du Théoréeme 2.10. O

Ezemple. La série Zn>1 2" /n, de rayon de convergence 1, converge en tous les points du
cercle unité sauf z = 1.

Corollaire 2.12 (Abel). Soit f(2) =), -, an2" une série entiere convergeant en z = 1.
Pour ¥ < w/2, on définit le secteur S(9) := {z € C: |z] < 1, |arg(l — 2)| < 9¥}. Alors

(2:13) lim f(z) = f(1).
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0

SECTEUR S(9).
Démonstration. Soit z = 1 —re’? € S() avec r > 0, || < 9. On a
|22 =1—2rcosp +1r? < 1,

donc r < 2cos . Comme r — 0 lorsque z — 1, nous pouvons supposer r < cost. Nous
désignons par S*(1) la partie de S(¥J) correspondant & cette condition supplémentaire.
Lorsque z € S*(¢¥), nous avons donc

(2-14) |1 —z|cos®¥ =rcost) <r(2cosp — 1) =1 — |2]* < 2(1 — |2]).
11 suffit de montrer que la convergence de la série f(z) est uniforme dans le secteur S*(19),(?)
i.e. que
sup Z anz"| — 0 (N — 00).
z€S* (V) n>N

Posons en 1= sup,,~ x| X nem <n am |, de sorte que notre hypothese sur la convergence de
f(1) implique e — 0 lorsque N — oo. Or, il résulte immédiatement de (2-10) (en faisant
tendre M vers U'infini) et (2-14) que 'on a pour z € S*(¥)

E anz"

n>N

en|l = z||z|V 2e
< Nl ||| N

1— |z = cos?

0
Remarque. 11 peut arriver que f(z) tende vers une limite finie lorsque z — 1 sans que la
série converge en ce point. Exemple : f(z) = 1/(1 + 2).

A titre d’application du théoréeme d’Abel, nous pouvons établir la jolie formule
_ 1,11 _ (=)t
n>1

Cela découle immédiatement, grace au Corollaire 2.12, du fait que cette série converge et
que In(1+z) = Zn%(—l)”*lx”/n tend vers In 2 lorsque z — 1 en restant dans ]0, 1].

2. En effet, comme la série converge en z = 1, la convergence uniforme sur S*() équivaut a la
convergence uniforme sur S*(¢) U {1}.
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L’exponentielle et le logarithme complexes

1. La fonction exponentielle complexe

La définition de l'exponentielle a partir de la série entiere permet de donner une
construction rigoureuse de la trigonométrie circulaire et hyperbolique ainsi que de la
notion d’angle.

Définition 1.1. On désigne par exponentielle la fonction définie sur C par la formule
n

z
(1-1) expzzzﬁ.

n>0

Cette définition a bien un sens puisque le théoreme de Hadamard garantit que le rayon
de convergence de la série (1-1) est infini.

Théoreme 1.2. La fonction exponentielle est holomorphe sur C et est égale a sa dérivée.
Elle vérifie

(1-2) (exp z)(expw) = exp(z + w) (w,z € C).

Démonstration. Les deux premieres assertions découlent immédiatement du Corol-
laire I1.2.5. La troisieme est une conséquence de la formule du produit de deux séries
(Proposition 11.2.9). 0
On pose
e:=expl.

La relation (1-2) justifie alors la notation

e = exp(2) (z € C).

Théoréme 1.3. On a
(i) €* # 0 pour tout z € C.
(ii) exp(z) = exp(z) pour tout z € C.
(iii) | exp z| = exp(Re z) pour tout z € C.
(iv) La restriction de exp a R est une bijection strictement croissante de R sur
R*T* =]0, ool.
Démonstration. (i) exp(z)exp(—z) = 1.
Le point (ii) découle immédiatement du fait que la série (1-1) est a coefficients réels.
On en déduit que

lexp z|> = exp zexp z = exp(z + Z) = exp(2Re 2),

d’ou | exp z| = £ exp(Re z). Mais la restriction de exp a R est a valeurs positives puisque
exp(z) = (exp(z/2))? pour tout z réel. D’ott (iii).
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Pour montrer (iv), on remarque d’abord que, si 'on note f la restriction de exp a R,
alors f'(z) = f(z), donc f est croissante et f(x) > 1+ = pour x > 0, donc f(z) — oo
lorsque x — co. Comme f(—z) =1/f(x), il s’ensuit que f(x) — 0 lorsque z — —oco. O

Désignons par U := {z € C : |z| = 1} le cercle unité et considérons la fonction o : R — U
définie par

o(x) = e
Alors o/(x) = io(x) est de module 1 pour tout z, ce qui signifie que 1’abscisse curviligne
d’un point courant o(z) sur U est égale & = : c’est la mesure des angles en radians.(!)

Nous allons a présent étudier de plus prés 'homomorphisme o. Nous posons

cost := Ree', sinx := Ime'”,

de sorte que
1T

o(x) =€ =cosz +isinx (x € R).

On a donc
(cosz)? + (sinz)? =1 (x € R).
De plus, il résulte de (1-1) que

2n $2n+1

cosx = Z(—l)” (;n)!’ sinz = Z(—l)”m

n=0 n>=0

On peut bien entendu étendre ces définitions a C et obtenir ainsi des fonctions sinus et
cosinus développables en série entiere dans le plan tout entier et satisfaisant aux propriétés
suivantes que nous rassemblons, a fin de référence ultérieure, dans un énoncé formel dont
nous omettons la démonstration qui n’utilise que la définition et les propriétés de base de
la fonction exponentielle.

Proposition 1.4. On a cos0 =1, sin0 = 0. Pour tous w, z € C, on a

(i) cos’(z) = —sin z, sin’ z = cos 2.

(ii) cos(—z) = cos z, sin(—z) = —sin z.

(iii) cos(w + z) = cosw cos z — sinwsin z, sin(w + z) = sin w cos z + sin z cos w.

(iv) cos? z +sin? z = 1.

Soient E une partie de C et f : E — C. On dit que w € C est une période pour f si
wH+E:={w+z:2€ E} =Fetsi f(w+z) = f(z) pour tout z de E. Il est immédiat que
lensemble P(f) des périodes d’une fonction donnée f est un sous-groupe additif de C. La
démonstration du théoreme suivant utilise le fait que tout sous groupe additif de R non
trivial et fermé est de la forme aZ avec a > 0 — voir les Exercices 20 et 21.

Théoreme 1.5. La restriction de exp a la droite imaginaire iR est une surjection
périodique sur le cercle unité U := {z € C : |z| = 1}. Le groupe des périodes est de
la forme ipZ pour un certain nombre réel positif p. Par définition, on pose 7 := p/2.

Démonstration. Le noyau G = o~ 1({1}) de o est un sous-groupe additif de R puisque o
est un homomorphisme de groupes. Il est fermé puisque o est continue. Il n’est pas égal a
R car o n’est pas constante : on a par exemple o(z) = 1 + iz + O(x?) au voisinage de 0.
Pour montrer qu’il n’est pas réduit a {0}, nous allons montrer qu'il existe x # 0 tel que
o(x) = 1. On vérifie aisément que

4 2 4 3) — 21 ,.4n+1
Smo(x) —Slnx—z{ n+2)(n+3) -t

= (4n + 3)! ’

1. Siune courbe I" est paramétrée par ¢ — ~(t), ’abscisse curviligne s(x) du point M, de parametre
@ vérifie s(z) —s(0) = [ |7/(t)| dt. Ce nombre est égal & la longueur du segment de courbe joignant
Mo a M. Voir le §V.1 pour plus de détails.
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donc sinz > 0 pour 0 < z < 2 puisque (4n + 2)(4n +3) —4 > 0 pour n > 0. Par ailleurs

27,.4n—2
41,2, 1 4 {4n(dn —1) —2*}a
cosx =1— 3527+ 53w Z (an)! ,
n>=2
donc

2 _ 1

cos2<1—-2+5=—3.
Il résulte de ce qui précede que, puisque cos’ = —sin, il existe un unique zéro o de cos

sur |0,2[. On a alors sina = 1. Comme sin|0,2] CJ0,1], il s’ensuit que sina = 1 et
donc () =i, d’ott o(4a) = 1. Cela montre que G # {0} et donc que l'on a bien G = pZ
avec p > 0.

Il reste & montrer que o est surjective. Observons tout d’abord que U est connexe par
arcs puisque U = {x £iv1 —2? : =1 < = < 1}. Ensuite, o(R) est fermé dans U : si
o(x,) converge, on peut supposer, d’apres la premiere partie de la démonstration, que
0 < z, < 27 et donc, en vertu du théoreme de Bolzano—Weierstrass et quitte a extraire
une sous-suite, que {z,}52; converge. Comme R est complet et o continue, la limite des
o(xy,) est bien dans o(R). Enfin, montrons que o(R) est ouvert dans U. Il est facile de voir
sur la série que cos est décroissante sur un voisinage de 0, et donc que [1 — §,1] C cosR
pour un § > 0 convenable. Cela montre que pour z € U, |z — 1| assez petit, il existe
x € R tel que Re z = Re o(z). On a donc Im z = £3m o (). Comme la fonction sinus est
impaire, on a donc z = o(x) ou z = o(—=x). Ainsi, o(R) contient un voisinage de 1. Cela
implique que o(R) est ouvert grace a 1’équation fonctionnelle o(x)o(y) = o(x + y). O

Nous avons donc défini 7 comme le plus petit nombre réel positif tel que

e?™ =1,
Il est & noter que 2miZ coincide avec ’ensemble des solutions complexes de 1’équation
e = 1, car il découle du Théoreme 1.3 et de la relation ¢® = 1 que e* n’est pas de
module 1 si z € iR.

Nous pouvons déduire de 1'étude précédente une définition rigoureuse de ’argument
d’un nombre complexe.

L’application o : R — U induit par passage au quotient un isomorphisme ¢ de R/277Z
sur U. L’isomorphisme réciproque ¢ : U — R/27Z associe donc a tout nombre complexe
w de module 1 une classe de nombres réels modulo 27. On désigne par argument de w, et
I’'on note argw cette classe. Par abus de notation, on note encore argw 1'un quelconque
des représentants réels de la classe en question.

Pour z € C* quelconque, nous posons argz = t(z/|z|). Comme précédemment, ce
nombre n’est défini qu’a un multiple entier de 27 pres. On a ainsi

(1-3) z = |z]e" 8%,

2. Le logarithme complexe

La formule (1-3) montre qu'un nombre posséde une infinité de logarithmes, définis
modulo 27 par
log z = In|z| +iarg z.

Lorsque z € R™ un seul logarithme est réel. Lorsque z n’est pas réel positif, le choix d’un
logarithme privilégié est moins évident.
Commencons par un résultat négatif.
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Proposition 2.1. II n’existe pas de fonction continue f : C* — C telle que /() = 2.
Démonstration. Raisonnons par ’absurde. Si une telle fonction f existait, on aurait
g(z) = z — f(e®) € 2miZ pour tout z. Comme C* est connexe, cela impliquerait que
g est constante. Or g(27i) — ¢(0) = 2mi puisque e>™ = 1. 0
Montrons cependant qu’il existe un logarithme continu sur le disque D(1;1).

Proposition 2.2. Soit f la fonction définie sur D = D(1;1) par la formule

f(z):==> (1—2)"/n.

n>1

Alors f est holomorphe et vérifie e/(*) = z pour tout z de D.

Démonstration. Le rayon de convergence de la série est 1 et l'on a identiquement
f'(2) = 1/z. On en déduit que g(z) = ze~/*) est de dérivée nulle, donc constante sur D
qui est connexe. Comme ¢(1) = 1, on obtient bien la conclusion annoncée. O

Définition 2.3. On appelle domaine une partie de C ouverte et connexe.

La proposition suivante fournit une premiere description du logarithme d’une fonction
holomorphe sur un domaine.

Proposition 2.4. Soit U un domaine de C et f € H(U,C*). Alors

(i) Soit g € C(U,C) telle que €9 = f. Alors g € H(U) et ¢’ = f'/ f.

(ii) Pour toute fonction g € H(U) telle que ¢’ = f'/f il existe une constante ¢ € C*
telle que e? = cf.

(iii) Si g, h € H(U) vérifient eI = et = f, alors il existe k € Z tel que g — h = 2mik.
Démonstration. Soient z € U et h assez petit pour que z + h € U. Posons alors
g(h) := g(z + h) — g(z). Comme ¢ est continue en z, on a ¢(h) — 0 lorsque h — 0.
De plus

F@) (" —1) = eI+ — o3 = f(z 4 h) - f(2) = hf'(z) + o(h) (h—0).
On en déduit successivement que e(h) = O(h) et que
f(2)e(h) + O(h?) = hf'(2) + o(h).

Cela établit bien le point (i).

Sig = f'/f, alors e79f est de dérivée nulle sur U qui est connexe. Cette fonction est
donc constante sur U, d’ou (ii).

Pour montrer (iii), on remarque que e9~" = 1 est constante, donc g — h € 2miZ. Comme
U est connexe, cela implique bien le résultat. O

Définition 2.5. Soient U un domaine de C et f € H(U,C*). On appelle détermination
du logarithme de f toute fonction g continue (donc holomorphe) sur U vérifiant 9 = f.
On dit aussi que g est un logarithme holomorphe de f.

Toute détermination g du logarithme de f — on dit aussi : de log f(z) — vérifie
Re g = In|f|. En revanche, Sm g n’est pas entierement déterminée par f.

Il est évident qu’il n’existe pas de détermination de log z sur un domaine contenant 0
puisque 0 € exp C. La proposition suivante donne une condition nécessaire plus précise.

Proposition 2.6. Soit U un domaine de C* contenant un cercle de centre 0 et de rayon
positif. Alors il n’existe pas de détermination de log z sur U.

Démonstration. Raisonnons par l'absurde. Si C(0;7) := {z € C : |2] = r} C U et §'il
existe une détermination f(z) de log z, soit g(9) = f(re??) —Inr — i (¥ € R). Alors g est
continue sur R et a valeurs dans 27miZ, donc elle est constante. Mais g(0) — g(27) = 27i.0
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Voici & présent un résultat positif.

Proposition 2.7. Soit A une demi-droite issue de l'origine. Alors il existe une déter-
mination de log z sur U := C L A.

Démonstration. Soit a € R tel que e’ € A. Pour z € U, nous pouvons écrire z = re®V
avec a < ¥ < a + 27. Posons ¢g(z) = Inr + id. D’aprés la Proposition 2.4, il suffit de
montrer que g € C(U, C). Posons z = e'*(u+iv). Alors u et v sont des fonctions continues
de z, et il en va de méme de r = Vu? + v2. Il suffit donc d’établir que ¥ est une fonction
continue de u et v. Remarquons que v # 0 pour z € U, u > 0, donc u < r. On a de plus
u=rcos(¥ — ), v =rsin(¥ — a). Donc

_ 2sin(30 — ja)cos(39 — Fa)  sin(W—a) v

a)_ 2 2

2sin?(39 — La)) Cl—cos(W—a) rT—u

cot(59 —

1 1
2 2

Comme 19 — 3a €]0, 7, on a donc

v v
%19 — %a = arccotg <7) = %77 — arctg ( )
r—u r—u

(|
Remarques. (i) On ne peut prolonger g en aucun point de A car les limites obtenues en
approchant un point de A par la gauche et la droite different de 2.

(ii) On peut aussi établir que z — ¥ est continue en remarquant que l’application
¢ : R™ x]a, a+27] — C ~ A définie par ¢(r,9) = re?” est une bijection différentiable de
classe C! dont la matrice jacobienne est inversible en tout point puisque son déterminant
vaut 7. D’apres le théoréme d’inversion locale (forme globale), ¢ est un C!-difféomorphisme
et en particulier z — ¢ est continue.

Corollaire 2.8. (i) Soit D un disque ouvert de C ne contenant pas 0. Alors il existe sur
D une détermination de log z.

(ii) Soit U un domaine arbitraire de C et f € H(U,C*). Alors, il existe localement des
déterminations de log f.

Démonstration. L’assertion (i) résulte simplement du fait que, si 0 ¢ D, alors D est
inclus dans C . A ou A est une demi-droite quelconque issue de 0 et ne rencontrant
pas D. La seconde propriété signifie que tout point z € U possede un voisinage V'
sur lequel log f(z) est définie et holomorphe : d’apreés ce qui précéde on peut en fait
choisir V = f=1(D(f(2);|f(2)|]) N U, puisque D est un disque ne contenant pas 0 et que
w eV = f(w) € D, ce qui permet de considérer log f(w). 0

Parmi les déterminations de logz construites a la Proposition 2.7, une joue un role
privilégié dans la théorie.

Théoreme et définition 2.9. On appelle détermination principale du logarithme sur
U := C ~ R~ 'unique détermination de log z telle que log1 = 0. La restriction & D(1;1)
de cette fonction vérifie

(2-1) logz:—zu.

n

n>1
Démonstration. On obtient une détermination de logz sur U telle que logl = 0 en
choisissant @« = —7 dans la construction de la Proposition 2.7. La Proposition 2.4(iii)

montre alors que cette fonction est I'unique solution du probleme. Nous avons vu par
ailleurs & la Proposition 2.2 que le membre de droite de (2-1) est une solution sur D(1;1).0

Remarque. La détermination principale \(z) = log z sur C \. R~ vérifie bien X'(z) = 1/z
et A(1/z) = —\(z) pour tout z de U mais la relation

(2-2) A(zw) = A(z) + AM(w)
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n’est pas satisfaite pour tout choix de (z,w) € U?. Par exemple, pour z = w = 37/ —
(=1 +i)v/2/2, on a A(2?) = —in/2, alors que 2A\(z) = 37i/2. On vérifiera sans peine
que (2-2) est satisfaite lorsque w et z appartiennent au demi-plan Re z > 0.

3. Les puissances complexes

On peut définir sans ambiguité z® lorsque z > 0 et a« € C ou z € C et o € N. Dans le
cas général a, z € C, des précautions sont nécessaires.

Définition 3.1. Soient o € C, z € C*. On appelle détermination de z® un nombre
complexe de la forme e®*(*) o1t A(z) est un logarithme de z.

Ainsi, si « € Z, il existe une seule détermination de 2z, si « € Z/n, il en existe n et si
a € C\Q, il en existe une infinité.

On adopte le méme vocabulaire pour les fonctions : si f € H(U) ou U est un domaine,
une détermination de f(z)* est une fonction de la forme e®!°8 f(*) pour une détermination
convenable de log f(z). On appelle détermination principale de z¢ la fonction définie sur
C R~ par e*!°8* on log z désigne la détermination principale de logz. On a toujours
2028 = 298 mais la relation z®w® = (zw)® n’est pas satisfaite identiquement.

Posons <a> ala—1)--(a—n+1)

n) n!

9

ce qui est cohérent avec la notation binomiale lorsque o € N.

Théoréme 3.2. La détermination principale de (1 4 z)* est donnée dans D := D(0;1)
par la formule
a
1+42)% = ",
=3 (2):
n>=0

Démonstration. On vérifie aisément que la série converge dans D : elle est en fait de rayon

de convergence 1. Soit f(z) sa somme. L'identité (n+1)(,%,;) = (a—n) (%) implique alors

(1+2)f'(2) = af(2),

d’ott, en notant g(z) = f(2)(1 + 2)~® = f(z)e @ los(1+2)

¢ ={re - LN a0

Ainsi g est constante sur D, et, puisque f(0) =1, g = 1. O
Remarque. On a en particulier

n>0



Université de Lorraine

Faculté des sciences et technologies
Licence de mathématiques 2012/2013
Analyse complexe (LMI6.33)

IV

Fonctions analytiques complexes

1. Définition et condition suffisante

Définition 1.1. Soit U un ouvert de C. On dit que f : U — C est analytique dans U
si f est développable en série entiere en chaque point de U, autrement dit si, pour tout
20 € U, il existe un disque D(zp;7) de rayon r > 0 tel que f(z) soit développable en série
entiere dans D(zo;r).

D’apres le Corollaire I1.2.6, si f est analytique dans un ouvert U, elle y est indéfiniment
dérivable, toutes ses dérivées sont analytiques, et ’on a, pour chaque zg de U,

)= 3 0 () )

n!
n=0
dans un voisinage convenable de z.

Théoréme 1.2. Soit U un ouvert de C.
(i) L’espace A(U) des fonctions analytiques dans U est une C-algebre.
(ii) Si f € A(U) et si V est un sous-ouvert de U ou f ne s’annule pas, alors 1/f € A(V).
(iii) Si f € A(U), g€ A(V) et f(U) CV, alors go f € A(U).
Démonstration. Le point (i) résulte immédiatement du Théoreme I1.2.8 qui stipule que la
somme et le produit de deux fonctions développables en séries entiéres dans un disque est
également développable en série entiere dans le méme disque.
Pour établir (ii), considérons zq tel que f(zp) # 0. On a dans un voisinage convenable

de zg
z) = Z an(z — zo)"

n>0

et en particulier il existe 7 > 0 et A > 0 tels que |a,| < Ar™ pour tout n > 0. Comme
ap = f(zo0) # 0, on peut définir une suite {b, }52, par

aobo = 1,
(11) {aobn = —

Posons alors ¢ := 7 + (Ar + 1) /]ag|. On a |by| < ¢ et (1-1) implique immédiatement par
récurrence sur n que |b,| < 0" pour tout n. En effet, si ’hypothese est réalisée jusqu’au
rangn — 1 avecn > 1, on a

by | < Z oF AP TR Ar "
0<k<n = Jaol(e —7)

ZO<k<n bran—k-

I1 résulte alors du théoreme de multiplication des séries entieres que, si I'on note g(z) :=
> ns0bn(2 —20)", on a f(z)g(z) = 1 dans un voisinage convenable de zo.
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Montrons (iii). Posons 21 := f(20) € Vet f(2) = 21+)_,,5; an(2—20)" le développement
en série entiere de f au voisinage de zg. Il existe > 0 tel que

g(z) = Z b (z —21)™ (lz — 21| < 7).

m=0

Pour |z — 2| assez petit, on a |f(z) — z1| < r, donc la série

S bnlf(2) — 2)™

m=0

est convergente. Posons (f(z) — 21)™ = 2,5 @n,m(2 — 20)". 1l est facile de montrer en
appliquant récursivement le lemme de multiplication des séries que si I'on note A,, ,, le
coefficient de Z™ dans la série (Zn>1 |a,|Z™)™, alors |y m| < Anm pour m >0, n > 1.
Comme Zn>1 |an|0™ < r pour p assez petit, il s’ensuit que

> [bml Y lamal |z = 2™

m=0 n>1

converge dans un voisinage de zg. Cela implique le résultat annoncé grace au Lemme 11.2.3
concernant 'interversion des sommations dans les séries doubles. O

Nous verrons plus loin qu’une fonction holomorphe dans un ouvert y est analytique. Pour
le moment, nous nous contentons de noter le résultat suivant, qui est une conséquence
immédiate du Théoreme I1.2.4.

Théoréme 1.3. La somme f(z) d’une série entiére est analytique dans le disque ouvert
de convergence. Plus précisément, si R désigne le rayon de convergence de la série entiere
f(2) en zo, le développement au point z; € D(zp; R) converge dans D(z1; R — |21 — 2o]).

2. Le principe du prolongement analytique

Théoréme 2.1. Soient U un domaine de C, zy € U et f € A(U). Les trois assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) f7(29) = 0 pour tout n € N.

(ii) f est identiquement nulle sur un voisinage de z.

(iii) f est identiquement nulle sur U.

Démonstration. 11 est évident que (iii) implique (i). De plus, si (i) est réalisée, la série de
Taylor de f en zg est identiquement nulle, mais le Corollaire I1.2.6 implique que cette série
représente f dans un voisinage de zg, d’ou (ii). Il reste donc seulement & montrer que (ii)
implique (iii). Supposons (ii) et désignons par E ’ensemble des points de U ou toutes les
dérivées de f s’annulent. Alors E # & puisque zg € F. De plus, E est ouvert car si z € E
et h est de module assez petit, on a

PG +h) =) PR /(n=p)t  (p>0)

nzp

donc z 4 h € E. Enfin, E est fermé puisque f) € C(U) pour tout p et E = Np>o{z € U :
f®)(2) = 0}. Comme U est connexe, cela implique bien E = U. O
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Corollaire 2.2. Soit U un domaine de C. Alors A(U) est un anneau d’intégrité : si
fyg € A(U) vérifient fg =0 alors f =0 ou g = 0.
Démonstration. Soit zg € U. On a

(2:1) > (77)f<j><zO>g<”-f><zO> —0 (=0

0<n M
Supposons que f # 0. Alors il existe un indice minimal p > 0 tel que f(p)(zo) # 0.
La relation (2-1) appliquée avec n = p montre alors que g(zp) = 0. En appliquant
ensuite (2-1) avec n = p + 1, il suit ¢’(z¢) = 0. Par itération, nous obtenons ainsi que la
suite {g(™ (20)}22, est identiquement nulle, d’ot1 la conclusion par le Théoreme 2.1. O

Corollaire 2.3 (Principe du prolongement analytique). Soient U un domaine de C
et f, g € A(U). Si f et g coincident au voisinage d’un point de U, elles coincident sur U.

3. Zéros d’une fonction analytique
Soit U un ouvert de C et f € A(U). Au voisinage de chaque point zo de U, on peut

écrire
f(2) = an(z—20)"
n=0
Si f(z0) = 0 mais f n’est pas identiquement nulle au voisinage de zy, il existe d’apres
les résultats du paragraphe précédent un entier, que nous supposerons minimal, p tel que
ap # 0. La série
9(z) = Y ap(z —20)" "
nzp
converge pour |z — zg| assez petit et sa somme définit au voisinage de zp une fonction
analytique telle que g(z0) = a, # 0. Comme g est continue en 2z, il s’ensuit que

(3-1) f(2) = 9(2)(z = 20)"
est non nulle sur un disque épointé convenable D(zo;7) \ {z0} avec r > 0. Autrement dit,

chaque point au voisinage duquel f n’est pas identiquement nulle possede un voisinage
sur lequel il est 'unique zéro de f.

Théoréme 3.1 (Principe des zéros isolés). Soient U un domaine de C et f € A(U).
Si f n’est pas identiquement nulle, 'ensemble de ses zéros est discret : chacun de ses
éléments est isolé.

L’entier p définit par (3-1) s’appelle 'ordre de multiplicité du zéro zy de f. Sip =1, on
dit que zg est un zéro simple de f. Si p > 1, on dit que zgp est un zéro multiple de f.

Corollaire 3.2. Soient U un domaine de C et f € A(U) non identiquement nulle.
(i) Tout sous-ensemble compact de U contient au plus un nombre fini de zéros de f.
(ii) L’ensemble des zéros de f dans U est dénombrable.
(iii) L’ensemble des zéros de f sur U ne posséde aucun point d’accumulation dans U.

Démonstration. Le point (i) est une conséquence immédiate du critere de compacité de
Borel-Lebesgue. Le point (ii) découle de (i) et du fait que C peut étre recouvert par une
famille dénombrable de compacts, par exemple les disques fermés de rayons rationnels.
Enfin, lassertion (iii) résulte du fait que si z € U est un point d’accumulation de I’ensemble
des zéros de U, alors tout voisinage de z dans U contient une infinité de zéros de f. O

Corollaire 3.3 (Principe des zéros isolés, seconde formulation). Soient U un
domaine de C et f, g € A(U). Si f et g coincident sur un sous-ensemble de U possédant
un point d’accumulation, elles coincident sur U.
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4. Les principes du module maximum et minimum

Théoréme 4.1 (Principe du maximum). Soient U un domaine de C et f € A(U). Si
|f| posséde un maximum local dans U, alors f est constante sur U.
Si U est borné et si f est prolongeable par continuité a U, alors

(4-1) [f()I < M := sup |f(w)]  (z€U).
weoU

Si f n’est pas constante sur U, I'inégalité (4-1) est stricte.

Démonstration. Supposons que |f(z)| possede un maximum local en zy, c’est-a-dire qu’il
existe un voisinage V' de zy tel que |f(z)| < |f(20)] pour tout z de V. Si f n’est pas
constante, le Théoreme 2.1 implique que son développement de Taylor en zy n’est pas
réduit au terme constant. Supposons, sans perte de généralité, que zg = 0. On a pour
|z| < R assez petit

f(2) = ag + a,2? + O(zF11).

Si ag = f(0) =0, alors f(z) = 0 dans D(0; R) et le principe du prolongement analytique
implique f = 0 sur U, ce qui contredit I’hypotheése que f n’est pas constante. Si ag # 0,
posons ag = re"’0, ap = rpewp. Pour z := ré/prei(ﬁo_ﬁp)/p, r < R/rg, on a donc

f(z) = ao{l + rprp + O(rp+1)}

donc |f(2)| > |ag| pour r > 0 assez petit.

Lorsque U est borné, on peut supposer f non constante, car (4-1) est trivialement vérifiée
dans le cas contraire. D’apres la premiere partie, on a donc |f(2)| < sup,, .z |f(w)| pour
tout z € U, ce qui implique que le maximum est bien atteint sur le bord OU. O

Théoréme 4.2 (Principe du minimum). Soient U un domaine de C et f € A(U). Si
| f| posséde un minimum local en un point zy de U, alors ou bien f(z9) = 0, ou bien f est
constante sur U.

Démonstration. Si f(zg) # 0, alors, d’apres le Théoreme 1.2(ii), g := 1/f est analytique
dans un disque ouvert centré en zq et |g| posséde en ce point un maximum local. D’apres
le Théoreme 4.1, il s’ensuit que g est constante sur un voisinage de zy. Il en va donc de
méme de f. Le principe du prolongement analytique permet alors de conclure que f est
constante sur U. O
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v

Le théoreme de Cauchy

1. Intégrales curvilignes

Définition 1.1. Soit U un ouvert de C. On appelle chemin de U une application continue
v : la,b] — U définie sur un intervalle compact [a,b] C R. Le nombre complexe ~y(a)
s’appelle l'origine de =y, et ~(b) s’appelle son extrémité. L’image ~y([a,b]) s’appelle le
support géométrique de . On la note aussi v* ou supp 7.

On dit qu'un chemin est de classe C' par morceaux s’il existe une subdivision

a=thg<t; <---<tp=>

de [a, b] telle que y soit de classe C' sur chacun des intervalles ouverts |t;,t;11].

On dit qu’un chemin est fermé, si y(a) = ~(b).

On dit qu’un chemin est un lacet s’il est fermé et de classe C' par morceaux.
Ezemples. (1) Un segment 7 : [0,1] — C, défini par y(¢) = 21 + t(22 — z1). On note alors
v =[z1,22] ;= {z1 +t(22 —21): 0 <t < 1}

(ii) Une ligne brisée, obtenue par « concaténation) de segments : par exemple

() = z1 +t(z2 — 21) sio<t«<l,
M= zo4+ (t—1)(23 —22) sil<t<2

Voir la Définition 1.2 ci-dessous pour une définition formelle de la concaténation.
(iii) Un cercle : y(t) := zo + re" (0 < t < 27). Nous notons C(zg;7) ce chemin.
Lorsque v est un chemin, on peut définir sur [a,b] un chemin vy~ joignant v(b) a vy(a)
par la formule
v (t) :=v(a+b—1).

Le chemin v~ a méme support géométrique que v mais 1’arc de courbe est parcouru en
sens inverse.

Définition 1.2. Soient U un ouvert de C et 1 : [a,b] = U, 72 : [¢,d] = U deux chemins
de U tels que v1(b) = ~v2(c). On appelle concaténation de 1 et 2, et I'on note vy = 1 * 2
le chemin défini sur [a,b+ d — ¢] par la formule

() = ~1(t) sia<t<b,
W=V valc+t—b) sib<t<b+d—ec

Pour tout chemin v de classe @' par morceaux, le chemin v *~~ est donc un lacet. On a

_on @) sia<t<b,
TEY (t)_{fy(th) sib<t<2b—a.
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Définition 1.3. Soit v : [a,b] — C un chemin de classe €' par morceaux. On appelle
longueur de ~ le nombre

b
Mw:/Wﬂmw.

On peut montrer que L(7) correspond bien a la notion intuitive de longueur : c’est la
borne supérieure des longueurs des lignes brisées dont les sommets sont sur v*.

On a L(y) = |22 — #1] si 7y est le segment [z, 2], et L(y) = 27r si v = C(z0;7) est un
cercle de rayon 7.

Définition 1.4. Soient vy : [a,b] — C un chemin de classe C' par morceaux et f une
fonction continue sur v*. On appelle intégrale curviligne de f le long de v I'intégrale

b
/}vMuz/f@mwwMt

Remarque. On a donc, pour tout chemin de classe C! par morceaux 7,

(1.1) /7 F(z)dz = —Lf(z) dz.

Exemple.

(1-2) / 4z oin
c(o;r) #

Notation. Nous utiliserons occasionnellement la notation

fiz—zor /C(zo;r) '

Les résultats suivants, tres utiles en pratique, sont évidents a partir de la définition
d’une intégrale curviligne.

Proposition 1.5. Soient v un chemin de classe C' par morceaux et f : v* — C une
fonction continue. Alors
[ 1)
v

Proposition 1.6 (Additivité de ’intégrale curviligne). Soient U un ouvert de C
et 1 : [a,b] = U, 72 : [e,d] — U deux chemins de U, de classe C! par morceaux et tels
que v1(b) = v2(c). On pose v := 1 * 2. Alors on a pour toute fonction f € C(~*),

Lf(z)dz—Ll S+ [ sea:

< L(v) sup |f(2)].
zeY*

Proposition 1.7 (Changement de paramétrage d’une intégrale curviligne).
Soient 7y : [a,b] — C un chemin de classe C' par morceaux, f € C(v*) et ¢ un C!-
difféomorphisme") de [, 8] sur [a,b] tel que p(a) = a, p(B) = b. Alors

L f(z)dz = N £(2) dz.

1. C’est-a-dire une bijection bi-différentiable dont la dérivée et la dérivée de la réciproque sont
continues.



26 V Le théoreme de Cauchy

Lorsque le difféomorphisme est décroissant, 'intégrale est changée en son opposée. Ainsi,
une intégrale curviligne est déterminée par v* et le sens de parcours : on peut donc
identifier un chemin de classe @' par morceaux a une classe d’équivalence modulo les
Cl-difféomorphismes croissants.

Le résultat suivant permet de décrire topologiquement le complémentaire d’un lacet.

Proposition 1.8. Soit v un lacet de C. Alors I'ouvert U, := C \ v* possede une unique
composante connexe non bornée.

Démonstration. Comme ~* est compact, il existe R > 0 tel que v* C D(0, R). L’ouvert
connexe V := C \ D(0; R) vérifie V' C U,, il est donc contenu dans une et une seule
composante connexe de U, qui est donc non bornée. Les autres composantes connexes de

U,, qui sont contenues dans D(0; R), sont donc bornées. O

Théoréme et définition 1.9. Soient v un lacet et z € C \ v*. Alors le nombre

1 dw

I(z;7) i= —
(27) 2mi ., w— 2

est un entier relatif appelé indice de z par rapport a .

Démonstration. Soit [a,b] 'intervalle de définition de . Posons

g(z)::exp/;’z(/g)_ci (a <z <Db).

On a donc, sauf en un nombre fini de points z € [a, b],

g'(x) _ A (z)
gx) (@) -2

donc g(z)/{v(z) — z} est constante et il existe A € C tel que g(z) = AM{y(z) — 2} pour
x € [a,b]. En particulier 1 = g(a) = ¢g(b). Comme g¢(b) = exp{2mil(z;v)}, cela implique
bien I(z;7) € Z. 0

On peut interpréter 'indice comme le nombre algébrique de tours que fait la courbe
fermée v* autour de z.

Définition 1.10. On dit qu’un lacet v entoure un point z de C si I(z;7y) # 0. On note

(1-3) I(y) :={2€ C~7": I(27) # 0}

I’ensemble des points du plan complexe qui sont entourés par -y.

Théoréme 1.11. Soit v un lacet de C. La fonction z — I(z;7), de U, := C \ v* dans
Z est constante sur chaque composante connexe de U, et nulle sur I'unique composante
connexe non bornée.

Démonstration. Comme l'indice est & valeurs entieres, il suffit de montrer que I(z;7)
dépend continiiment de z. Or, cela résulte immédiatement du fait que application (z,t) —
7' (t)/{v(t) — 2} est continue sur chaque produit U, x]t;,t;41[ tel que 7" € C(Jt;,t;41]).
On obtient I(z;v) = 0 sur la composante connexe non bornée grace a la majoration

[1(z;7)| < L(v)/{27d(2,7")}

en faisant tendre |z| vers I'infini. 0
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Corollaire 1.12. On a

1 iz —
(1-4) dw _{1 si|z—al <,

2mi | w—z |0 si|z—al>r.

w—al|=r
Démonstration. L’ensemble C \ C(a;r) ne posséde que deux composantes connexes. Sur
la composante connexe bornée, I'indice d'un point quelconque est égal a celui de a et vaut
donc

1 dw 1 2 ireit dt _1q

2100 Jjy—q)=r w —a  2mi Jy rett

2. Primitives

Définition 2.1. Soient U un ouvert de C et f : U — C. On dit que F' € H(U) est une
primitive de f sur U si F'(z) = f(z) pour tout z € U.

Proposition 2.2. Soient U un domaine de C, v : [a,b] — U un chemin de classe C! par
morceaux, f une fonction continue sur v* et F' une primitive de f sur U. Alors

(21) / f(2)dz = F(7(b)) - F(v(a)).

En particulier, le membre de gauche de (2-1) est nul pour tout lacet v de U.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que (F o)’ (t) = fo~(t)-+'(t) pour tout t € [a, b]
sauf un nombre fini de valeurs ou la fonction est continue. O
Exemples. Pour tout entier n # —1, 2"*1/(n + 1) est une primitive de 2" sur C (n > 0)
ou C* (n < —2). En revanche, on retrouve grace (1-2) que 1/z n’a pas de primitive sur C*
— ce que 'on avait précédemment établi a la Proposition I11.2.6.

Nous allons maintenant établir la réciproque de la derniere assertion de la Proposi-
tion 2.2. Nous utiliserons la notion suivante.

Définition 2.3. On dit qu’un ouvert U de C est étoilé par rapport a un point a si le
segment [a, z] est contenu dans U pour tout z de U. On dit que U est étoilé s’il est étoilé
par rapport a I'un de ses points.

Il est immédiat qu’un ouvert étoilé est connexe par arcs : pour tout couple (w, z) de U?,

la ligne brisée [w, a, 2] est contenue dans U. On note, par ailleurs, qu'un ouvert est convexe
si, et seulement si, il est étoilé par rapport a chacun de ses points.

Théoréme 2.4. Soient U un ouvert de C et f € C(U).

(i) Si U est étoilé et si faA f(2)dz = 0 pour tout triangle plan A contenu dans U, alors
f admet une primitive dans U.

(ii) Si f7 f(z)dz = 0 pour tout lacet de U, alors f admet localement une primitive
sur U, autrement dit pour tout zo € U, il existe r > 0 et F' € H(D(zp;r))tels que f = F’
sur D(zg;r). Si de plus U est connexe, alors f admet une primitive sur U.
Démonstration. Montrons (i). Si U est étoilé par rapport a a, la fonction F(z) :=
f[a,Z} f(w) dw est bien définie dans U et vérifie, pour |h| assez petit,

F(z+h) — F(z) = /[ |, fwdu = h/o =+ th) dt.
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Comme f est continue, on obtient bien, en faisant tendre h vers 0, que F' est une primitive
de f.

Montrons ensuite (ii). Soient zg € U et r > 0 tel que D(zp;7r) C U. Alors D(zg;r) est
étoilé par rapport a zg, donc f posseéde bien une primitive dans D(zg; 7).

Si U est connexe et a € U, on peut définir globalement F'(z) := fv f(w) dw ou v est un
chemin quelconque joignant a & z. En effet, cette valeur ne dépend pas du chemin choisi
puisque, si 0 : [, 5] — U est un autre chemin et si 'on définit un lacet en concaténant ~y

etorona Oz/ws f(w)dw:/wf(w)dw—/(;f(w)dw

Considérons alors r > 0 tel que D(z;7) C U. On a, pour |h| <,

Flz+h) — F(2) = /7 IRIGLTS / F(w) dw = /WW Fw) duw

o

et 'on conclut comme précédemment que F’ = f. O
A fins de référence ultérieure, nous énongons maintenant une conséquence immeédiate
de la Proposition 2.2 et du Théoreme 2.4.

Théoréme 2.5. Soient U un domaine de C et f € C(U). Alors f admet une primitive
sur U si, et seulement si, f7 f(z)dz = 0 pour tout lacet v de U. Si U est étoilé, il suffit

que faA f(z)dz = 0 pour tout triangle plan A contenu dans U.

Le résultat suivant fournit, compte tenu de (1-2), une nouvelle preuve de la Proposi-
tion III1.2.1, selon laquelle il n’existe pas de détermination de log z sur C*.

Pour les deux énoncés suivants et la remarque qu’ils encadrent, nous anticipons
momentanément sur la suite du cours en admettant que la dérivée d’une fonction
holomorphe est nécessairement continue — cf. Théoreme 3.10.

Proposition 2.6. Soient U un domaine de C et f € H(U,C*). Les trois conditions
suivantes sont équivalentes.

(1) II existe une détermination de log f(z) sur U.

(ii) f'/f admet une primitive sur U.

(iii) fw{f’(z)/f(z)}dz = 0 pour tout lacet v de U.
Démonstration. D’apres la Proposition I11.2.4(i), toute détermination de log f(z) sur U est
une primitive de f’/f. Donc (i) implique (ii). De plus, (ii) et (iii) sont équivalents en vertu
du Théoreme 2.5. Il reste donc seulement & établir que (ii) implique (i). Or, nous avons
montré a la Proposition I11.2.4(ii) que si g est une primitive de f’/f sur U, alors €9 = cf
pour une certaine constante complexe c. On a ¢ # 0 puisque ’exponentielle ne s’annule
pas sur C. La fonction définie par F(z) := g(z) — b ou b est une solution quelconque de
I’équation e’ = ¢ est donc la détermination de log f(z) cherchée. O
Remarque. Comme on a pour toute fonction f de H(U,C*) et tout lacet v de U

f'(z) . dw
/v f(2) 4= /fw) W 2mil (0; (7)),
la propriété (iii) équivaut & 0 & I(f(7))-

Corollaire 2.7. Soient U un domaine de C et f € H(U,C*). Alors il existe une
détermination de log f(z) sur U si, et seulement si, , pour chaque lacet vy de U, le lacet
f () n’entoure pas l'origine. En particulier, il existe une détermination de log z sur U si,
et seulement si, U ne contient aucun lacet entourant l’origine.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la remarque précédente. O



3 Le théoréme local de Cauchy 29

3. Le théoreme local de Cauchy

La démonstration du théoréme de Cauchy,(® dont nous allons donner ici une version
locale plus simple mais suffisante pour la plupart des applications, repose sur le résultat
suivant.

Théoréme 3.1 (Goursat®)). Soient U un ouvert de C et f € H(U). Alors, pour tout
triangle plan A contenu dans U, on a

(3-1) f(z)dz=0.
OA

Démonstration. Soit A un triangle contenu dans U, de sommets a,b,c. Notons [ :=
J aa f(2)dz. Nous pouvons former quatre triangles égaux en considérant les milieux des
cOtés de A, et choisir un sens de parcours tel que I soit la somme des quatre intégrales
relatives aux nouveaux triangles. L’une de ces intégrales est alors de module > |I]/4. En
itérant le procédé, nous construisons ainsi une suite {A,,}>°; de triangles emboités tels

que
I
/ f(z)dz| > 7

8An

= 47
D’apres la propriété de Borel-Lebesgue, l'intersection N,A, est réduite a un single-
ton {zp}. Comme f est holomorphe, on a
f(z) = f(z0) + f(20)(z — 20) + o]z — 20]) (2 = 20).

La somme des deux premiers termes est un polynéme en z, qui admet donc une primitive
sur U. On a donc

(2)dz = / o(|z — z|) dz = o(L(0A,)?) (n — 00).
oA, oA,

Comme L(0A,) = L(0A)/2", on obtient |I| = o(1), et donc I = 0. 0

Corollaire 3.2. Soient U un ouvert de C et a € U. La conclusion (3-1) du théoréme de
Goursat persiste sous I'hypothése plus faible f € H(U \ {a}) N C(U).

Démonstration. Si A C U \ {a}, on peut appliquer le Théoreme 3.1. Lorsque a est I'un
des sommets de A, On peut appliquer le Théoréme 3.1 aux trois triangles obtenus en
choisissant deux points proches de a sur les cotés adjacents de A. En faisant tendre ces
points vers a, et en utilisant la continuité, on obtient encore la conclusion.

Enfin, lorsque a est sur un c6té ou intérieur & A, on se rameéne au cas précédent en
considérant les deux ou trois triangles obtenus en tracant les segments joignant a aux
sommets. O

2. Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857.
3. Edouard Jean-Baptiste Goursat, 1858—1936.
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Théoréme 3.3 (Théoréme local de Cauchy). Soient U un domaine étoilé, v un lacet
deU et f € H(U). Alors
/ f(z)dz=0.
2l

Démonstration. D’apres le théoreme de Goursat, le résultat est établi lorsque ~y est le bord
d’un triangle plan contenu dans U. Comme U est étoilé, le Théoreme 2.5 implique donc
que f possede une primitive dans U. La conclusion résulte alors d’une nouvelle application
du Théoreme 2.5. O

Théoréme 3.4 (Formule de Cauchy pour un domaine étoilé). Soient U un ouvert
étoilé de C, f € H(U), v un lacet de U, et z € U ~\. v*. Alors on a

(32 f@ ) = 5 [0

Démonstration. Considérons la fonction g : U — C définie par

fw)—f(z)
g<w>.={w_z S
1f'(2) stz =w.

Alors g € H(U ~\ {z}) N €(U). D’aprés le Corollaire 3.2, on a donc [, g(w)dw = 0 pour
tout triangle plan A contenu dans U. D’apres le Théoreme 2.4(i), g possede donc une
primitive dans U. La Proposition 2.2 implique alors fy g(w) dw = 0, ce qui équivaut a la
formule annoncée. O

Nous allons maintenant tirer un certain nombre de conséquences de cette remarquable
représentation intégrale.

Corollaire 3.5. Soient U un ouvert de C et f € H(U). Pour tous a € U, r > 0 tels que
D(a;r) C U, on a

(3:3) f(2) = = fw)

dw (|z —a| < ).

w—al|=r W— %

Démonstration. Soit R > r tel que D(a; R) C U. Alors D(a; R) est étoilé et, d’apres (1-4),
on a I(z;C(a;r)) =1 pour tout z de D(a;r). 0

Corollaire 3.6 (Formule de la valeur moyenne). Soient U un ouvert de C et
f € H(U). Alors on a, pour tout a € U et tout r > 0 tel que D(a;r) C U,

1 27

(3-4) f(a) fla+re')dt.

On dit qu’une fonction satisfaisant a (3-4) en tout point a d’un ouvert U tel que
D(a;r) C U possede la propriété de moyenne. Une fonction holomorphe sur un ouvert y
possede donc la propriété de moyenne. Mais la classe des fonctions possédant la propriété
de moyenne ne se réduit pas aux fonctions holomorphes : si f est holomorphe sur U, alors
Re f et Im f possédent la propriété de moyenne sur U.
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Corollaire 3.7 (Principe du maximum généralisé). (i) Une fonction possédant la
propriété de moyenne sur un domaine y satisfait au principe du maximum, i.e. f est
constante au voisinage de tout point ou elle posséde un maximum local.

(ii)) Si U est un domaine borné de C et si f € C(U) est une fonction possédant la
propriété de moyenne sur U. Alors

(3-5) [f()l < M := sup |f(w)]  (z€U).
weoU

Si f n’est pas constante sur U, I'inégalité (3-5) est stricte.

Démonstration. (1) Soient U un ouvert de C, a € U, et f : U — C une fonction possédant la
propriété de moyenne. Montrons que, si |f(a)| est un maximum local, alors f est constante
sur un voisinage de a. Si f(a) = 0, il n’y a rien a démontrer. Dans le cas contraire, on peut
supposer f(a) > 0, quitte & multiplier f par e=*28/(@)_Soit r > 0 tel que D(a;r) C U. 1l
découle de (3-4) que

1 27 ' 1 27 ) 1 27
fla+re™)dt = — Re f(a+re™)dt < / |f(a+re™)|dt < f(a).
0

f(a) 2 Jo 27

27T 0
Ainsi

27 27
{f(a) —Re fla+re™)} dt = {f(a) = |f(a+re™)|}dt = 0.
0 0
Comme les intégrandes sont > 0, il sont identiquement nuls. Cela implique que |f| et Re f
sont constantes au voisinage de a. Il s’ensuit que f(z) = Re f(z) = f(a) pour |z —a| < 7.
(ii) Soit My := sup, 7 |f(2)]. S'il existe a € U tel que |f(a)| = Mo, alors f est constante
au voisinage de a et, comme U est connexe, f est constante sur U : en effet, le fermé non
vide E:={z € U : f(2) = f(a)} est ouvert d’apres l'assertion (i). Il s’ensuit que My = M.
S’il n’existe pas un tel a, alors My est atteint sur le bord OU, et I'on a bien (3-5). O
Remarques. (i) On peut en fait établir que si f vérifie la propriété de moyenne sur
un domaine U et possede un maximum local en un point de U, alors f est constante
sur U. Nous ne prouverons ici pas cette assertion, dont la démonstration nécessite certains
résultats de la théorie des fonctions harmoniques.
(ii) I1 découle immédiatement du Corollaire 3.7 que si f € H(D(0; R)), alors M (r) :=
sup|,|—, |f(2)| est une fonction croissante sur [0, R[.

Corollaire 3.8. Soient U un ouvert de C et f € H(U). Alors f € A(U) et I'on a pour
tout a de U et tout r > 0 tel que D(a;r) C U,

f()=) anlz—a)"  (lz—al <7)

n=0

avec

(36) 0 — 1 f(w)dw

- 2mi |w—a|=r (w —a)"t! (> 0)-

Démonstration. Soit z € D(a;r). Alors z € D(a; 0) avec o < r. D’apres (3-3), on a donc

1 f(w) w—i f(w) dw
e W g b e T a

271 | w—z 27

w—a|=r

On conclut en développant la seconde fraction en puissances de (z—a)/(w—a) € D(0; o/r)
et en justifiant la permutation de l'intégration et de la sommation grace a la convergence
uniforme. O
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Corollaire 3.9. Soient U un ouvert de C et f € H(U). Alors on a pour tout a € U, tout
r > 0 tel que D(a;r) C U, et tout entier n > 0,

3.7 () (q) = L‘ _fw)dw
(37) 7(a) f{w_a|:r<

2mi w—a)"tt

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la formule de Taylor pour les
fonctions analytiques (Corollaire I11.2.6) et de la formule (3-6). 0
Remarque. Une formule plus générale, étendant (3-7), est établie a 'Exercice 64

Théoréme 3.10. Soient U un ouvert de C et f € H(U). Alors f' € H(U).

Démonstration. Cela découle immédiatement du Corollaire 3.8 puisque la dérivée d’une
fonction analytique est analytique (Corollaire 11.2.6). O

Définition 3.11. On dit qu’une fonction est entiére si elle appartient & H(C).

Théoreme 3.12. Toute fonction entiére est développable sur C en une série entiere de
rayon de convergence infini.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du Corollaire 3.8. O

Corollaire 3.13 (Inégalités de Cauchy). Soient U un ouvert de C et f € H(U). Alors

on a, pour tout a € U, tout R > 0 tel que D(a; R) C U, et tout entier n > 0,

() (a)|R™
‘ffl‘!‘ﬂ SM(R) = max |f(z)]

La formule de Gutzner (Exercice 49) fournit en fait un résultat légerement plus précis.

En particulier, elle implique que les inégalités de Cauchy sont strictes si f n’est pas un
monome.

4. Conséquences de ’analyticité des fonctions
holomorphes

Théoréme 4.1 (Théoréme de P’application ouverte). Soit U un domaine de C et
feHU). Alors f(U) est un domaine de C ou un point.

Démonstration. Comme I'image continue d’un connexe est connexe, il suffit de montrer
que f(U) est ouvert si f n’est pas constante. Soit a € U. Nous allons montrer qu’il existe
un § > 0 tel que

(4-1) D(f(a):8) C f(U).

Comme a est un zéro de la fonction analytique g(z) := f(z) — f(a), il existe r > 0 tel
que D(a;7) C U et f(z) # f(a) pour 0 < |z —a| < r. Soit m := inf|,_q = |f(2) — f(a)|.
Siw e C\ f(U) et |lw— f(a)] < m/2, nous déduisons des inégalités de Cauchy pour la
fonction h(z) = 1/{f(z) — w}, holomorphe sur U, que I'on a

1 1 1 2
< sup ———— < Ssup < —,

@) = wl T f(2) —wl T el 1 (2) = f@)] = [ f(a) —w| T om

une contradiction. Ainsi (4-1) a bien lieu avec 6 = m/2. 0
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Le résultat suivant peut étre considéré comme une réciproque du théoreme de Cauchy.

Théoréme 4.2 (Morera®). Soit U un ouvert de C et f € C(U) une fonction telle que
Jon f(2)dz = 0 pour tout triangle A contenu dans U. Alors f € H(U).

Démonstration. 11 suffit de montrer que f est holomorphe sur un voisinage de tout point
de U. Soient a € U et r > 0 tels que D(a;r) C U. Alors [, f(z)dz = 0 pour tout triangle
A C D(a;r). Comme le disque est étoilé, on en déduit, d’apres le Théoreme 2.5, que f
admet une primitive sur D(a;r). Cette primitive étant indéfiniment dérivable sur D(a;r)
en vertu du Théoreme 3.10, cela implique bien que f € fH(D(a; 7“)) O

Corollaire 4.3. Soient U un ouvert de C, a € U et f € H(U \ {a}) N C(U). Alors
feHWU).

Démonstration. D’apres le Corollaire 3.2, on obtient, grace a la continuité de f, que
/. an f(2)dz = 0 pour tout triangle A C U. Le Théoreme 4.2 permet alors de conclure. O

Théoréeme 4.4 (Liouville®®). Une fonction entiére bornée est constante.

Démonstration. Cela découle immédiatement du Théoreme 3.12 et des inégalités de
Cauchy. O
On peut généraliser le théoreme de Liouville sous la forme suivante.

Théoréme 4.5. Une fonction entiére a croissance polynomiale est un polynoéme. Plus
précisément, si f € H(C) vérifie M(R) := sup,i<g [f(2)] < C(1+ R?%) avec C >0, 6 > 0,
alors f est un polynéme de degré < [¢].

Démonstration. D’apres le Théoréeme 3.12, on a f(z) = ano anz™ pour tout z € C et les
inégalité de Cauchy impliquent, en faisant tendre R vers l'infini, que a,, = 0 pour n > §.0

Théoréeme 4.6 (d’Alembert(®)—Gauss). Soit P un polynéme non constant a coeffi-
cients complexes. Alors P posséde au moins une racine sur C.

Démonstration. En effet, dans le cas contraire, 1/P(z) serait une fonction entiere bornée.0d
Remarque. Si P(z9) = 0, alors P(z) = P(z) — P(20) = (2 — 20)Q(z) ou Q € C[X]. On
déduit donc du théoreme de d’Alembert—Gauss que tout polynéme de degré d posseéde sur
C exactement d racines, comptées avec leur ordre de multiplicité.

Théoréme 4.7 (Principe de symétrie de Schwarz("). Soit U un domaine non vide
de C, symétrique par rapport a I'axe réel. On pose UT := {z € U : Sm z > 0}, Uy := UNR.
Sif e HUT)NCUT UUy) et si f(Uy) C R, alors il existe un unique prolongement

holomorphe de f a U. Ce prolongement vérifie f(z) = f(z) pour tout z de U.

Démonstration. Montrons 'existence du prolongement, 'unicité résultant du principe du
prolongement analytique. Posons pour z € U™ :={z € U : Smz < 0}

9(2) := [ (Z).
On vérifie immédiatement que g € H(U ™) et que ¢'(z) = f/(%Z). La fonction F' définie sur
U par
[ f(z) sizeUTUUy,
Fz) = {g(z) sizeU™,

Giacinto Morera, 1856-1909.

Joseph Liouville, 1809-1882.

Jean le Rond d’Alembert, 1717-1783.
Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921.

NS os
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est donc continue sur U (puisque f est réelle sur Uy) et holomorphe sur UT U U™.
On montre alors par un argument analogue a celui de la preuve du Corollaire 3.2 que
fBA F(z)dz = 0 pour tout triangle A C U. Cela implique F' € H(U) d’apres le théoréme
de Morera. O

Théoréme 4.8 (Lemme de Schwarz). Soient R > 0 et f € H(D(0; R)). On suppose
que f(0) =0 et sup,| g |f(2)| < M. Alors :

(i) 1(2)] < M|2|/R pour |2] < R;

(i) |£/(0)] < M/R;

(iii) Si |f'(0)| = M/R, ou si |f(z0)| = |20|M /R pour une valeur de zy € D(0; R) ~ {0},
alors il existe A € C tel que |\| = M/R et f(z) = Az pour tout z de D(0; R).
Démonstration. Ecrivons de développement en série entitre de f dans D := D(0; R),
soit f(2) = > ,50an2™. On a ap = 0, donc f(z) = zg(2) ou g est holomorphe. On a
lg(z)] < M/o pour |z| = ¢ < R, donc, d’apres le principe du maximum appliqué a g,
lg(z)| < M/p pour |z| < p. En faisant tendre p vers R, on obtient que |g(z)| < M/R,
d’out (i). Cela implique aussi (ii) puisque g(0) = a3 = f’(0). Pour établir (iii), nous
observons que, si |[f'(0)] = M/R alors |g(0)] = M/R et que, si zyp # 0 est tel que
|f(z0)] = |20|M/R, alors |g(z0)] = M/R. Dans les deux cas, g est constante, en vertu
du principe du maximum. O

5. Le théoreme général de Cauchy

Commencons par établir un lemme relatif & I’holomorphie d’une intégrale dépendant
d’un parametre.

Lemme 5.1. Soient U un ouvert de C, vy un chemin de C et g € C(U x~*, C) une fonction
dont toutes les fonctions partielles g,, : z — g(z,w) sont holomorphes. Alors la fonction
h : U — C définie par

est holomorphe.

Démonstration. D’apres le théoreme de Morera (Théoreme 4.2), il suffit de montrer que

/aAh(z)dz:O

pour tout triangle A C U. Or, compte tenu de 'hypothese g, € H(U) pour tout w de v*,
cela résulte immédiatement du théoreme de Fubini. O

Le résultat suivant permet d’associer a toute fonction holomorphe une fonction g a
laquelle le Lemme 5.1 est applicable.

Lemme 5.2. Soient U un ouvert de C et f € H(U). La fonction g définie sur U x U par

f(z) = f(w) .
(5:1) gz w) = { e Erw
f'(2) siz =w,

est continue sur U x U.

Démonstration. 1l est clair que g est continue hors de la diagonale. Lorsque (z,w) est dans
un voisinage convenable de (a,a) € U x U, on a d’apres la formule de Taylor-Lagrange

(Exercice 44) f(z) — f(w) = (z —w) [} f'(w + t(z — w)) dt, d'on

9(z,w) —g(a,a) = /0 {f'(w+t(z—w)) = f(@)idt =0 ((zw) = (a,a)).
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O

Théoréme 5.3 (Formule de Cauchy). Soient U un ouvert de C, v un lacet de U tel
que I(y) CU et f € H(U). Alors on a

(5:2) (z7)f(2) = - /

s

U ).
2 dw (zeUNY)

T 2mi

Démonstration. Soit g : U x U — C la fonction définie par (5-1). D’apres les Lemmes 5.2
et 5.1, la fonction h : U — C définie par

est holomorphe sur U.
Considérons alors V := {z € C~~* : I(z;7) = 0} et observons d’emblée que I’hypothese
I(y) C U implique C\V =~*UI(y) C U, don UUV = C. Soit alors k : V — C la

fonction définie par
1 d
k(z) = — / M
2 ), w—z

D’apres le Lemme 5.1, on a k € H(V). De plus, k(z) = h(z) pour tout z de U N V. Cela
permet donc de définir une fonction entiere ¢ par

_Jh(z) sizel,
S"(Z)—{k(,z) sizeV.

Or, d’apres le Théoreme 1.11, V' contient I'unique composante connexe non bornée
de C~\~*. Comme k(z) — 0 lorsque |z| — oo, la méme propriété vaut pour ¢, et il s’ensuit
que ¢ est bornée. D’apres le théoreme de Liouville (Théoreme 4.4), ¢ est donc constante,
et en fait identiquement nulle puisque lim|, |, |©(2)| = 0. Cela implique immédiatement
le résultat annoncé. O

Théoréme 5.4 (Théoréeme de Cauchy). Soient U un ouvert de C, v un lacet de U
tel que I(y) C U et f € H(U). Alors

(5:3) / F(2)dz = 0.

Démonstration. Soit a € U. En appliquant la formule de Cauchy a h(z) = (z — a) f(2),
qui vérifie évidemment h(a) = 0, on obtient immédiatement (5-3). 0

En employant la méthode de I’'Exercice 64, on peut généraliser la formule de Cauchy (5-2)
sous la forme

(5-4) I(z;7) = w— z)ntl

n! 2

fMe) 1 / f(w) dw
¥ (

lorsque U est un ouvert quelconque, f € H(U) et v un lacet de U tel que I(y) C U.

L’emploi de la formule de Cauchy nécessite une méthode de calcul de I'indice. Le résultat
suivant suffit pour la plupart des situations apparaissant dans la pratique. Un résultat plus
général est cependant établi dans le probleme énoncé p. 104.
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Proposition 5.5. Soient v : [a,b] — C un lacet de C et zg € C~\~* un nombre complexe
tel que, pour un nombre ¥ € [0, 27| convenable, la demi-droite {zg+re'™ : r > 0} rencontre
~ en un seul point w = y(c), avec a < ¢ < b. On suppose de plus que, lorsque I'argument
est choisi a valeurs dans |9, 9 + 2x[, on a

arg{y(c+) — 20} =0, arg{y(c=) — 20} = O + 2.

Alors I(zp;7y) = 1.

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que zg = 0.

A

9+

(c)

9+2m-

A\ 4

v(@)

Soit alors 71 : [¢,b+ ¢ — a] le lacet défini par

(1) = ~(t) sie<t<b,
M) = yt—b+a) sib<t<b+c—a.

On a 7§ = ~* et, puisque le changement de parametre est croissant,

I1(0;7) = 1(0;m) =

1 /b+ca ’Yi(t) dt - L b+c—a—e ,yi (t) dt
c ’Vl(t) e—0+ 27 cte ’Yl(t)

2mi -

Or cette derniere intégrale peut étre évaluée en utilisant la détermination du logarithme
associée a la définition de ’argument donnée dans 1’énoncé. Elle vaut donc

logy1(b+c—a—0)—logyi(c+0)
271

=1.
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6. Simple connexité

L’hypothese I(y) C U apparaissant dans le théoréeme de Cauchy signifie que v n’entoure
aucun point de C \ U, autrement dit que v n’entoure aucun «trouy de U. La définition
suivante, qui correspond intuitivement & la notion de domaine sans trou, fournit une classe
de domaines ou le théoreme de Cauchy s’applique sans condition sur le lacet ~.

Définition 6.1. On dit qu’un ouvert U de C est simplement connexe s’il est connexe et
si I(~y) C U pour tout lacet v de U, autrement dit si I(z;y) = 0 pour tout z de C\ U et
tout lacet v de U.

Remarque. 11 est immédiat d’apres le Théoréeme 1.11 qu’une condition suffisante pour
qu'un ouvert U soit simplement connexe est que C ~\. U ne posseéde aucune composante
connexe bornée. On peut montrer que la réciproque est vraie, mais nous n’utiliserons pas
ce résultat dans ce cours.

Il est immédiat qu'une couronne {z € C : r < |z| < R} n’est pas simplement connexe :
I(0;y) = 1 pour tout cercle |z| = ¢ avec r < ¢ < R. Le résultat suivant fournit une
condition suffisante pratique.

Théoréme 6.2. Un domaine étoilé est simplement connexe. En particulier, un ouvert
convexe est simplement connexe.

Démonstration. Supposons que U est un domaine étoilé par rapport a zg € U et que
z € C\U. Soit 7 : [a,b] — U un lacet de U. Pour tout ¢ de [a,b] et tout s € [0, 1], le
point y,(t) := 2o + s{y(t) — 20} est dans U, donc =y, est un lacet de U. L’indice I(z;~s)
est a valeurs entieres et dépend contintiment de s. Il est donc constant sur [0, 1]. Comme
I(z;7s) tend vers 0 avec s, on en déduit que I(z;v) = 0. 0
Ezemples. (i) L’ouvert C \ R possede deux composantes connexes, toutes deux non
bornées. Bien que n’ayant aucune composante bornée, il n’est donc pas simplement
connexe car un ouvert simplement connexe doit étre un domaine.

(ii) Le plan privé d’une demi-droite est simplement connexe car il est étoilé : par exemple,
C R~ est étoilé par rapport a 1.

(iii) Une bande {z € C : |[Sm z| < a} est simplement connexe car convexe. Il est a noter
que le complémentaire n’est pas connexe, mais que ses deux composantes connexes sont
non bornées.

Théoréeme 6.3. Soit U un domaine de C. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) U est simplement connexe.
(ii) Toute fonction holomorphe sur U satisfait a la formule de Cauchy (5-2).
(iii) Pour toute fonction holomorphe sur U et tout lacet v de U, on a fw f(z)dz=0.
(iv) Toute fonction holomorphe sur U posséde une primitive.
(v) Pour toute fonction f de H(U,C*), il existe une détermination de log f sur U.
(vi) Pour tout entier n > 1 et toute fonction f de H(U,C*), il existe une détermination
de fY/" sur U.
(vii) Pour toute fonction f de H(U,C*), il existe une détermination de /f sur U.

Démonstration. (i) = (ii) est une conséquence immédiate du Théoreme 5.3 puisque la
condition I(y) C U est réalisée pour tout lacet de U.

(ii) = (iii) : il suffit d’appliquer la formule de Cauchy au point a pour la fonction
h(z) = (2 —a) f(z), qui est nulle en a.

(iii) = (iv) : nous avons vu au Théoreme 2.5 que (iii) et (iv) sont équivalentes non
seulement pour les fonctions holomorphes mais aussi pour les fonctions continues.

(iv) = (v) : comme f ne s’annule pas, f'/f € H(U), donc possede une primitive d’apres
'assertion (iv). D’apres la Proposition 2.6, cette primitive est, & une constante additive
pres, une détermination de log f.

(v) = (vi) : c’est immédiat puisque exp{(log f)/n} est une détermination de f/".
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(vi) = (vii) est évident.

(vii) = (i). Une récurrence immédiate montre que, pour tout entier n > 1 et pour toute
fonction f € H(U,C*), il existe une détermination de f!/2". Soit alors a € C \ U. La
fonction (z—a) est holomorphe et non nulle sur U. Si f,, est une détermination holomorphe
de sa racine 2"-ieme, on a f2" (z) = z — a, d’olt

L=2"f(2)f2 ~(2) = (z = a)2"f1(2)/ fu(2).

Cela implique, pour tout lacet v de U,

I(a;7) = — / = _ 2 /W—TI(O;anfy)EQ”Z.
Y Y

omi ), z—a  2mi fn(2)

Ainsi I(a;y) est divisible par 2™ pour tout entier n > 1, donc I(a;vy) = 0. 0

Remarque. 11 résulte du point (v) et de la Proposition 2.6(iii) qu'un domaine U est
simplement connexe si, et seulement si, on a 0 ¢ I(f(7y)) pour tout lacet v de U et toute
fonction f de H(U,C*). On pourra vérifier, a titre d’exemple, que I'image par z — e*
d’un rectangle paralléle aux axes n’entoure jamais 1’origine.

in/2

¢ exp
m v

ile

1/e

S
=Y
S
< L/
o
\
=

-im/2

IMAGE D'UN RECTANGLE PAR L’EXPONENTIELLE.
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VI

Développement de Laurent,

fonctions méromorphes, théorie des résidus

1. Fonctions holomorphes dans une couronne

Nous désignons par
D(zp; R1,R2) :=={2€ C: Ry < |z — 20| < Rz}
la couronne de centre zy et de rayons Ry et Ro. Lorsque Ry =0, Ry = R, on dit que
D*(z0; R) := D(20;0, R) = D(z0; R) \ {20}

est le disque épointé de centre zy et de rayon R.

Définition 1.1. On appelle série de Laurent)) en z, € C la somme d’une série entiére
en z — zy et d’une série entiére en 1/(z — z).

Ezercice. Vérifier qu’'une série de Laurent converge absolument si, et seulement si,
z € D(z0; R1,R2) ou Ry est le rayon de convergence de la série en (z — z9) et 1/R;
celui de la série en 1/(z — 2).

Théoreme 1.2. Soient zy € C, Ry, Ro des nombres réels tels que Ry > R; > 0,
D := D(zp; R1, R2) et f € H(D). Alors f est développable dans D de maniére unique en
une série de Laurent convergente

f(z) = Z an(z — z0)".

nez

Pour tout r €]Ry, Ry[, on a

1 £(2)
1-1 Ay, = —— < _dz nez).
(1) j{_zolzr (n€2)

T 2mi (z — zp)"t!

Démonstration. Supposons sans perte de généralité que zg = 0. Soit z € D. Il existe des
nombres réels 71 et 79 tels que Ry < 11 < |z] < 12 < Ry. On considere le lacet

v = C(0;72) % [ro,m1] * C(0;71) ™ * [r1,72].

1. Pierre Alphonse Laurent, 1813-1853.
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A

+z

\J

On a clairement I(y) = D(0;r1,72) \ [r1,72] C D, car le calcul de I'indice I(w;vy) d'un
point quelconque w peut étre effectué par application du Corollaire V.1.12. D’apres la
formule de Cauchy, on a donc

211 w—z

f(z) = ! /f(w) dw (z€ D~ v").

Comme les intégrales sur [rq, 2] et [ra,71] se compensent, il suit

1 fw) o1 f(w)
w—Zz 211 ‘ w—Zz

flz) =

= ami |

dw (z€ DN,

'w|=7'2 w\:'rl

et la formule est encore valable par continuité lorsque z €|ry, r2[. Semblablement, le thé-
oréme de Cauchy appliqué & la fonction z + f(z)/2"*!, holomorphe sur D, implique

1 fw) 1 j{ f(w)
N dw — — dw = Z
271 %w:w wnt YT o w|=r, W' w=0 (n€2),

donc la définition de a,, donnée dans I’énoncé est bien indépendante du rayon r du cercle
d’intégration.
Pour |w| =rq, r1 < |z] <72, 0n a

n

1 1 z
w—z w(l—z/w) _Zw"“’

n=0

donc

1 f(w) n
ot v dw = Z anz".
lw|=r2 n>0
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Semblablement, on a pour |w| =ry, r1 < |z| < ro,

n

1 -1 w
w—2z z2(1—w/z) __Zz”“’

n2=0
donc f(w)
1 w
37 dw = — E anz”.
™ |w|=r1 w—z ne—1

On obtient donc bien 'existence du développement de Laurent. L’unicité en résulte par
intégration terme a terme puisque, d’apres la formule de Cauchy,

1 s — 1 sin=-1,
21 |z|=r o 0 sin 7é —]_,

d’ou, si f(z) =D, ez bn2"™,

! f(z) 1 f{ f(2)
m = dz=) bny— A qx =, ,m € Z).
T i 7|{z—r et & % 2mi Jiy 2L (Ri <7 < Rz, m € Z)

O

Corollaire 1.3 (Inégalités de Cauchy pour une fonction holomorphe dans une
couronne). Soient Ry > Ry > 0, D := D(0; Ry, R2) et f € H(D). Si {an}nez désigne la
suite des coefficients de la série de Laurent de f dans D, on a, pour tout entier n € Z,

(1-2) lan|r™ < My(r) == |sup |f(2)] (R1 <7 < Ry).
z|=r
Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la formule (1-1). 0

Remarque. My(r) ne coincide pas ici, comme dans le cas des fonctions holomorphes dans
un disque, avec le maximum sur le disque |z| < 7, cette derniére quantité étant en général
infinie.

2. Points singuliers isolés, fonctions méromorphes

Définition 2.1 (Point singulier). Soient U un ouvert de C et f € H(U). On dit que
a € OU est un point singulier de f si f ne peut étre prolongée analytiquement en une
fonction holomorphe sur un ouvert contenant a. Dans le cas contraire, on dit que a est un
point régulier de f. On dit que a est un point singulier isolé de f s’il existe r > 0 tel que
D*(a;r) C U.
Ezemples. (i) Si f(z) :=1/(1—2), U := D(0;1), alors 1 est un point singulier de f, et —1
est un point régulier. Sur U := D(0;2), le point 1 est singulier isolé.

(ii) 0 est un point singulier isolé de e'/* sur C*.

(iii) 0 n’est un point singulier isolé de log z pour aucun ouvert U de C puisqu’il n’existe
de détermination du logarithme sur aucun disque épointé de centre 0 (Proposition I11.2.6).

(iv) 0 n’est pas un point singulier isolé de 1/ sin(1/z) puisque la suite de points singuliers
isolés {1/nm}5%, converge vers 0.

Définition 2.2. Soient U un ouvert de C, a € U, f € H(U ~\{a}), et > s an(z —a)"
le développement de Laurent de f dans un voisinage de a. Si I'ensemble {n € Z : a,, # 0}
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posséde un plus petit élément —m € Z~*, on dit que f posséde un pole d’ordre m en
z = a. On dit aussi que la singularité de f(z) en z = a est polaire. Dans le cas contraire,
on dit que f posséde une singularité essentielle en z = a.

Lorsqu’un poéle est d’ordre 1, on dit que c’est un pole simple .
Une fonction f définie sur un voisinage épointé V de a possede un pole d’ordre m en
z = a si, et seulement si, on peut écrire

f@) =9+ P(2)  (zeV)
z—a
ou g est réguliere en a et P est un polynéme de degré m. On peut toujours choisir P
tel que P(0) = 0. On dit alors que P est la partie polaire de f au point a. Une autre
condition nécessaire et suffisante pour que f possede un poéle d’ordre m en a est que ’'on
puisse écrire

h(z)

21 =7’ \%
(21) f6) = ha eV)
ou h est réguliere en a. Exemple : f(z) =1/(e* —1) en z = 0.

Dans tous les autres cas, la singularité est essentielle.

Théoréme 2.3 (Riemann(®). Soient U un ouvert de C, a € U, et f € H(U ~ {a}).
Alors a est un point régulier de f si, et seulement si, lim,_,,(z —a)f(z) = 0. C’est en
particulier le cas si f est bornée au voisinage de a.

Démonstration. Si f est réguliere en a, elle est bornée au voisinage de a, donc (z —a) f(z)
tend vers 0 lorsque z tend vers a.

Réciproquement, dans un voisinage épointé de a, la fonction f est représentée par son
développement de Laurent

f(z) = Z an(z —a)™.
neZ

Si (z —a)f(z) — 0 lorsque z — a, l'inégalité de Cauchy (1-2) implique par passage a la
limite lorsque r — 0 que a,, = 0 pour n < 0 et donc que f est réguliere en z = a. O

Ainsi, un point a au voisinage duquel | f| est a croissance modérée est nécessairement un
point régulier. On dit parfois que f possede une singularité éliminable en z = a. Exemple :
(sinz)/z en z = 0.

Corollaire 2.4. Soit U un ouvert de C,a € U, et f € H(U ~{a}). Si a est une singularité
de f, alors

(2-2) limsup | f(2)] = oc.
z—a
Démonstration. C’est une simple reformulation du Théoreme 2.3. O

Remarque. On peut en fait renforcer (2-2) en

limsup |[(z — a) f(2)] > 0.

z—a

Corollaire 2.5 (Casorati(g)—Weierstrass(4)). Soit U un ouvert de C, a € U, et
f € H(U ~{a}). Si a est une singularité essentielle de f, alors, pour tout b € C, on a

hgri}glf |f(z) — bl =0.

2. Bernhard Riemann, 1826-1866
3. Felice Casorati, 1835-1900.
4. Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815-1897.
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En d’autres termes, f(D*(a; r)) est dense dans C pour tout r > 0 assez petit.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde. Si |f(z) — b] > € > 0 dans un voisinage de a,
alors g(z) = 1/{f(z) — b} est bornée au voisinage de a, donc z = a est un point régulier
de g. Sim > 0 est 'ordre du zéro de g en z = a, alors f(z) = b+ 1/g(z) est holomorphe
ou possede une singularité d’ordre au plus m en a, ce qui contredit I’hypothese. O
Remarque. Le théoréme de Picard,(®) que nous ne démontrerons pas dans ce cours, est
beaucoup plus précis : si a est une singularité essentielle isolée de f, alors (C\f(D*(a; r))
contient au plus un point.

Ezxemple. La fonction f : z + e'/% prend toute valeur non nulle dans tout voisinage
épointé de 'origine puisque f(l /{logb + 2i7rk:}) = b lorsque log est une détermination
convenable du logarithme et k& € Z est de valeur absolue assez grande.

Définition 2.6 (Fonction méromorphe). Soient U un ouvert de C et A une partie
discréte(®) de U. On dit qu'une fonction f € H(U ~ A) est méromorphe sur U si chaque
point de A est soit un point régulier, soit un poéle de f. L’ensemble des singularités de f
est appelé I’ensemble polaire de f. On note M(U) I’espace des fonctions méromorphes sur
U.

Ezemple. z +— 1/sin(rz) € M(C) et admet Z pour ensemble polaire.

Il est évident que tout quotient de fonctions holomorphes sur U est une fonction
méromorphe sur U. La réciproque est également vraie, autrement dit : une fonction est
méromorphe sur un ouvert de C si, et seulement si, elle y est égale au quotient de deux
fonctions holomorphes. Nous admettons momentanément cette assertion, en remarquant
toutefois que la relation (2-1) en établit la version locale.

Proposition 2.7. Soient U un ouvert de C et f, g des fonctions méromorphes sur U.
Alors, fg, 1/f et f’ sont méromorphes sur U.

Démonstration. Les deux premieres assertions résultent immédiatement, par exemple, de
la représentation (2-1). Il en va en fait de méme de la troisieme puisque l'on peut écrire,
dans un voisinage de toute singularité a de f,

(2:3) fliz) = 22027 =

O

Proposition 2.8. Soient U un ouvert de C et f une fonction méromorphe sur U. Alors
I'ensemble polaire de f'/f est la réunion de I’ensemble des zéros et des péles de f. Il est
constitué de poéles simples.

Démonstration. Si a n’est ni un zéro ni un pole de f, alors f’/f est réguliere en z = a. Si
a est un zéro ou un pole de f, on a (2-1) au voisinage de a avec m € Z* et h(a) # 0. On
déduit alors immédiatement de (2-3) que 'on a pour r > 0 assez petit et z € D*(a;r)

(2-4)

a
Le nombre entier —m de la derniere formule est un élément important de la description
du comportement de la fonction méromorphe f. Cela justifie la définition suivante.

5. Emile Picard, 1856-1941.
6. C’est-a-dire dont tous les points sont isolés.
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Définition 2.9. Soient U un ouvert de C et f € M(U). On appelle ordre de f en un
point a de U, et I'on note w(f;a) la borne inférieure de I’ensemble des indices n tels que
le coefficient a,, du développement de Laurent de f en a soit non nul.

On a ainsi w(f;a) < 0 si, et seulement si, a est un poéle pour f, w(f;a) > 0 si, et
seulement si, a est un point régulier de f, et w(f;a) > 0 si, et seulement si, a est un zéro
de f.

3. Théoreme des résidus

Définition 3.1 (Résidus). Soient U un ouvert de C, a un point de U et f € H(U ~{a}).
On appelle résidu de f au point a et on note Rés(f;a) le coefficient d’indice —1 dans le
développement de Laurent de f en z = a.

On a donc pour r > 0 assez petit

Rés(fia) = 5 f IRICLE

21

ainsi qu’on peut le voir en intégrant terme a terme la série de Laurent — cf. Théoreme 1.2,
formule (1-1) avec n = —1. L’énoncé suivant généralise cette remarque et justifie 'intérét
de la notion de résidu.

Proposition 3.2. Soient a € C, Ry > Ry > 0, D := D(a;R1,R2), f € H(D) et
Y nez 0n(z — a)" le développement de Laurent de f au point a. Pour tout lacet v de
D, on a

Iain)as = Ia) Rés(fia) = 5 [ £()d
Y

Démonstration. La fonction définie sur D par

possede sur D la primitive

a
G(z) := E " (z —a)"tt.
g1 " +1

D’apres le Théoreme V.2.5, son intégrale sur v est donc nulle. O

Théoréme 3.3 (Théoréme des résidus). Soient U un ouvert de C, A une partie
discréte de U, f € H(U \ A) et v un lacet de U \. A tel que I(y) C U. Alors on a

(3:1) L / fe)de= 3 Rés(f;0)(a).

27
acl(y)NA

Démonstration. Montrons d’abord que la somme apparaissant au membre de droite de
(3-1) est finie. Comme I(7) est borné (Théoreme V.1.11), I(7y) est compact. Cela implique
que I(y) N A est un ensemble fini. Il en va donc de méme de I(y) N A. Pour chaque a de
I() N A, désignons par h,(z) la partie singuliere du développement de Laurent de f au

point a, soit

ha(z) :== Z an(z —a)™.

n<—1



3 Théoréme des résidus 45

Cette série converge pour |z — a| arbitrairement petit, elle définit donc une fonction
holomorphe sur C ~ {a}. Ainsi, ha € H(U ~A{a}) et g := f =3 cr()naha € H(V)
avec V := (U~ A) U (I(y) N A). On a clairement I(y) C V. Le théoreme de Cauchy
appliqué a g fournit donc

/ dz—/f dz—Z/

acl(y)NA

La conclusion annoncée résulte alors de la Proposition 3.2. O
Remarque. Le théoreme de Cauchy et la formule de Cauchy sont des cas particuliers du
théoréme des résidus. On obtient le théoréme de Cauchy en choisissant A = &, et la
formule de Cauchy en appliquant, lorsque f € H(U), le théoreme des résidus a la fonction
fa iz f(2)/(z —a) sur ouvert U avec A := {a}. On a en effet Rés(f,;a) = f(a).

L’énoncé suivant explicite le calcul d’un résidu dans les cas simples.

Théoréme 3.4. Soient U un ouvert de C, a un point de U et f € H(U \ {a}).
(i) Si a est un péle simple de f, on a

(3:2) Rés(f;a) = lim (= — a) f(2).

En particulier si f(z) = g(z)/h(z) ou g et h sont holomorphes dans un voisinage de a et
si a est un zéro simple de h, alors

(3-3) Rés(f;a) = g(a)/W(a).

(ii) Si l'on a f(z) = g(z)/(z — a)™ sur un voisinage épointé de a ot m € N* et g est
holomorphe au voisinage de a et satisfait a g(a) # 0, alors
9" (a)
(m—1)!"
Démonstration. (i) La formule (3-2) est immédiate a partir du développement de Laurent.
La formule (3-3) résulte d’un simple développement limité.

(ii) C’est une conséquence immédiate de la formule de Taylor pour g. O

Remarque. Dans le cas général, le calcul peut ne pas étre tres simple. La technique des
développements limités est applicable. Voir par exemple I’Exercice 88

Exemples. (i) f(z) = ¢*/{z(z — 1)3}. On a clairement Rés (f;0) = —1. Pour calculer le
résidu en 1, on pose z = 1 + u et on effectue un développement limité au voisinage de
u=0:

(3-4) Rés(f;a) =

el _e{1+u+%u2+0(u3)}{1—u+u2+0(u3)}
e{l+1u2 + 03

On a donc Rés (f;1) = 3e.
(i) f(z) :=e#/{z(1 — 2)}. On a, au voisinage de z = 0 (et en fait pour 0 < |z| < 1),

f(z) =

n>0 k=0

Le terme de degré —1 vaut donc

Rés(f;0) = Zl'—
=
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4. Nombre des zéros et des poles d’une fonction
méromorphe

On note Z(f) 'ensemble des zéros et P(f) celui des poles d’une fonction méromorphe f.

Théoréme 4.1. Soient U un ouvert de C, f € M(U) et «y un lacet de U~ (Z(f) U P(f))
tel que I(y) C U. Alors

L f/(Z) z = wlJ;a a;
%%Af@)d‘?g% (f10)1(as )

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréeme des résidus, de la Propo-
sition 2.8 et de la formule (2-4). 0
En particulier, si v est tel que I(a;7y) =0 ou 1 pour tout a, on a

1 [ /()
(4-1) — dz=1(0;foy)=2Z;—P
2mi )., f(2) r=a
ol Zy représente le nombre des zéros, et Py celui des poles, de f dans I(7). Cette formule
porte le nom de principe de l’argument : en effet, le membre de droite représente le
quotient par 27 de la variation d’argument de f o ~(t) le long de U'intervalle de définition
[a,b] de v en suivant les valeurs par continuité : voir en particulier le probleme p. 104. En

particulier, si f est holomorphe, I'intégrale de (4-1) représente le nombre des zéros de f
dans I(7).

Le résultat suivant, qui découle simplement du Théoréme 4.1, est d’une grande utilité
pratique.

Théoréeme 4.2 (Rouché(M). Soient U un domaine de C, f et g deux fonctions
holomorphes sur U et v un lacet de U tel que I(z;y) = 1 pour tout z € I(7y) et I(vy) C U.
Silgl <|fl+|f + g| sur ~v*, alors f et f + g ont le méme nombre de zéros (comptés avec
multiplicité) dans I1(7).

Démonstration. On a nécessairement f # 0 et f + g # 0 sur y*. D’aprés (4-1), on a donc

(42) T Ot

~ 2mi

avec ) ) ,
poy o DI 1)
f(2)+9(2)  f(2)

Or, la condition |g| < |f| + |f + g| sur v* équivaut a 1+ g/f ¢ R~ sur v*.(®) La fonction
1+ g/f possede donc un logarithme sur un voisinage ouvert de v*, dont la dérivée est h.
D’apres la Proposition V.2.2, 'intégrale de (4-2) est donc nulle. O
Ezemples. (i) On peut retrouver aisément le théoreme de d’Alembert-Gauss (Théo-
reme V.4.6) a l'aide du théoreme de Rouché : si P(z) =3 oc;c, a;jz’ est un polynome
de degré n, alors |P(z) — a,2"| < |a,z"| sur un cercle de rayon R assez grand, donc P a
le méme nombre de racines dans D(0; R) que a,,2", c’est-a-dire n.

(ii) Considérons le polynéme P(z) = 22° — 622 + 2 + 1. Comme [22° + 2+ 1| < 4 < [62?|
pour |z| = 1, on voit que P(z) a exactement 2 racines dans le disque unité. Pour |z| = 2,
ona|—6z2+z+ 1| <27 < 64 =|22°|, donc P a 5 racines dans le disque D(0;2), dont 3
dans la couronne D(0; 1, 2).

7. Eugene Rouché, 1832-1910. Le théoreme de Rouché, qui date de 1862, suppose classiquement
lg| < |f] sur v*. La forme présentée ici est due & Glicksberg (1976).

8. Pour tout z € C, on a |z| — 1 < |z + 1] par 'inégalité triangulaire. L’égalité équivaut a |z| > 1 et
|2]2 + 1 —2]z| = |22 + 1+ 2Re 2z, d'olt Rez = —|z|, i.e. z €] — o0, —1].
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(iii) Soient U un ouvert contenant D(0;1) et f € H(U). Si |f(2)| < 1 pour |z| = 1, alors
I'équation f(z) = z posséde exactement une racine dans le disque unité.

(iv) Soit A > 1. Alors I’équation ze*~* = 1 posséde exactement une solution dans
D(0;1), et cette solution est réelle, dans ]0,1[. En effet, |e*~*| < 1 pour |z|=1, donc la
solution est unique, et la conclusion résulte du fait qu’il existe, en vertu du théoreme des
valeurs intermédiaires, une solution réelle positive.

Théoréme 4.3 (Lagrange,?) 1770). Si f est holomorphe dans un voisinage de I’origine
et f(0) # 0, alors I’équation vf(z) = z posseéde, pour |v| et r assez petits, une unique
solution z = z(v) dans D(0;7) et I'on a

S a

n>1
avec

o " o] (n>1)

a?’L = — —_—
n—1
dz z=0

Démonstration. 11 existe r > 0 tel que |f(2)| < 2|f(0)] pour |z| < r, dou |z] > |vf(z)]
pour |z| =7 et |v] < r/{2|f(0)|}. Le théoreme de Rouché implique donc que z et z—v f(z)
ont le méme nombre de zéros dans D(0; 7). Si Z := z(v) est I'unique solution de ’équation
z—vf(z) =0,onaz—vf(z) =(z2—2)g(z) avec g(Z) = 1—vf'(Z). La formule de Cauchy
implique donc

) — L 1-vf'®) 4 L e vt f)"
2= =55 f e = am f, (0 <z>n§>% S dz
_ Za”
n=0
avec
o B 1 O (5
ap = 5 L dz =0, an, .—mjlg_r{zn—f(z)zn_l}dz (n>=1).

D’apres la formule de Cauchy pour la dérivée n-ieme (Corollaire V.3.9), cela implique la
formule annoncée pour n = 1 et, pour n > 2,

1 {d”‘lf”(Z)L_O_ 1 [d"_Qf/(Z)f”‘l(Z)LZO

T | dent (n—2)! dzn-?
B 1 dn—lfn(z) 1 dn—lfn(z)
 (n—1)! { dzn—1 L:o ~ n(n—2)! { dzrn—1t L—o

1 [dlfn(z)
B n! |: dznt :|z—0 .
a
On peut ainsi développer, lorsque ¢ — oo, en série entiere en 1/t la solution tendant
vers 0 de ’équation P(z) =tz ou P est un polynome donné.
Ezemple. Si 2° +1 =tz et z — oo avec t, alors

p=Lt- Ve -4 =t-L1> (-1 (1/2>() :%@2( )W

n>1

Pour le développement de la plus grande racine, voir I’Exercice 94

9. Joseph Louis Lagrange, 1736-1813.
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5. Calcul d’intégrales par la méthode des résidus
5-1. Principe général

La théorie des résidus permet de calculer un certain nombre d’intégrales réelles, du type

/I F(t)dt

ou I est un intervalle borné ou non. L’idée générale consiste & réaliser I comme une
réunion d’une famille croissante de segments J dépendant d’un ou plusieurs parametres
et qui sont des parties de lacets sur lesquels l'intégrale de f(z) peut étre calculée par
le théoreme des résidus et tels que les contributions complémentaires peuvent étre soit
calculées exactement, soit évaluées asymptotiquement.

Le lemme suivant sera souvent utile.

Lemme 5.1 (Reégle zf(z)). Soient ¥, ¥2, Ry des nombres réels tels que ¥; < 0o,
Ry >0, et

Pour (j = 1,2), on désigne par f une fonction intégrable définie sur S;(91,92, Ry) et I'on
pose vj g :=5;NC(0; R) (R>0).

(i) Si lim zf(z) =0, alors lim f(z)dz =0.
|z] =00 R—oo /o =
z€S, ’

(ii)) Si lim zf(z) =0, alors lim f(z)dz =0.
z—0 R—
ZESy 72.R

Démonstration. Soit M;(R) := sup.c., . |f(2)|. Alors, dans le cas (i) RM:(R) tend vers 0
lorsque R — oo et, dans le cas (ii), RM3(R) — 0 lorsque R — 0. On conclut en remarquant
que les intégrales sont majorées respectivement par (d2 —1 ) RM;(R) et (Y2 —191)RMs(R).

g

5-2. Intégrales de fractions rationnelles en sinus et cosinus

Théoréme 5.2. Soit R(x,y) := P(z,y)/Q(z,y) une fraction rationnelle en deux vari-
ables, telle que Q(z,y) ne s’annule pas sur le cercle unité x® + y?> = 1. Alors

2m
/ R(cos?,sind) d = 2mi Z Rés (h; w)
0

weD(0;1)

ou h est la fonction méromorphe définie par

h(z) = iR(%(z $1/2), L (= — 1/2).

Démonstration. En paramétrant le cercle unité, on a bien

27
/ R(cos ¥, sinv) dv = j{ h(z)dz.
0 |z|=1

La formule annoncée découle donc immédiatement du théoréme des résidus. O
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Ezemple. Calculons I(a) := f027r dv/{a + cos?} pour a > 1. On a

1 1 —21

h = -_— p— .
(2) iza+%(2—|—1/z) 22 +2az+1

Le seul pole dans D(0;1) est donc b := —a++v/a? — 1, de résidu —i/(b+a) = —i/va? — 1.

Il suit
2T

) = 7=

5-3. Intégrales impropres relatives a des fractions rationnelles
Désignons par
H:={z€C:Qmz>0}
le demi-plan supérieur.

Théoreme 5.3. Soient P et () des polynémes a coefficients complexes tels que
deg @ > deg P + 2 et Q(x) # 0 pour x € R. Alors on a

%) 4y = 2 3" Rés (P/Q;w).

e Q@) P

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme des résidus au contour dont le support
géométrique est le bord du demi-disque D(0; R) N H et de faire tendre R vers 'infini. Le
résultat découle du Lemme 5.1. O
Exemple. Soit & calculer I'intégrale
I:= / - 7(133 .
o 1+ab

Les poles de f( ) :=1/(1+2%) dans H sont 21 := ™/, 2, := i, et 23 := 7/6 de résidus
J

1/(629) = —32; (1< j <3). 11 suit
I= 1/ _dr —Lim{z1 + 22+ 23} = w{1+ 2sin(n/6)} = im.
2 R1+$6 6 6 3

Introduisons la notation

b
/ (o)) 2] = / PO (1) dt

lorsque v : [a,b] — C est un chemin de classe €' par morceaux et f € C(y*; C). Il est clair

que l'on a
[ f@raz| < [,
%l ¥
Le lemme suivant sera utile.
Lemme 5.4 (Jordan('?). Soit v := C(0; R)N H. Pour a >0, R >0, on a

/ |e***] |dz| < 7/a.
TR

(5-1)

10. Camille Jordan, 1838-1922.
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Démonstration. On a

A ™ . /2 ‘
/ |ezaz‘ ‘dZ’ _/ eaRsmﬂRdﬁ_ZR/ efaRsmﬁ dy.
YR 0 0

11 suffit donc d’employer la minoration bien connue sin® > 29/7 pour 0 < 9 < 7/2. O

Théoreme 5.5. Soient P et () des polynémes a coefficients complexes tels que
deg@ > deg P+ 1 et Q(x) # 0 pour x € R. Alors, pour tout a > 0, on a

- @em T = 2mi és(f;w
| g da=mi T R,

weH

ol f est la fonction méromorphe définie par f(z) := e“*P(2)/Q(z).

Démonstration. La convergence est assurée grace a une intégration par parties puisque
I’exponentielle a une primitive bornée et la fraction rationnelle une dérivée majorée en
O(1/2?) a Vinfini. Le résultat indiqué découle alors du théoréme des résidus appliqué au
bord du demi-disque D(0; R), le lemme de Jordan permettant de majorer la contribution

de arc de cercle, O
CcoS T T

——dr = —.
1+ 2 2e
En effet, en posant f(z) := e*/(1 + 2?2), on déduit du théoréme précédent que

Ezemples. (a)

/00 f(z)dz = 2miRés (f;i) = /e,

d’ou le résultat en prenant la partie réelle.

o0 .
(b) / 91581113;3 dz = . Méme raisonnement, appliqué a f(z) :=e®*z/(1 + 22).
0 +x 2e

Nous présentons a ’Exercice 103 une variation de la technique permettant de traiter le
cas ou la fraction rationnelle possede un pole réel compensé par un zéro du numérateur.

5-4. Intégrales impropres relatives a des fonctions multiformes

Théoréme 5.6. Soient P et () des polynémes a coefficients complexes tels que
deg@Q > degP+2 et Q(x) # 0 pour z € R™ et Q(0) # 0 ou Q'(0) # 0. Alors, pour
tout a €]0,1[, on a

(e8] ap _ — i
2 P(x) do = 22 Z Rés (f;w),

0 (x) sin(ra) e

ou f est la fonction méromorphe définie sur C \ R™ par f(z) := 2*P(z)/Q(z) lorsque la
détermination du logarithme est choisie de sorte que 0 < argz < 2.

Démonstration. La convergence de l'intégrale est immédiate. Pour R > r > 0, ¢ > 0, on
considere le lacet

v =7(e,r,R) := [re’*, Re**]  C(g, R) [rei(2“_€), Rei(zﬂ_g)} % C(e,1)7,

ot C(g,0) (0 > 0) est l'arc de cercle {ge™ : ¢ < ¥ < 27 — £}. On peut choisir 7 et €
assez petits et R assez grand pour que v entoure tous les poles de f, sauf éventuellement
I’origine.
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!

Le théoreme des résidus fournit alors, avec la fonction f introduite dans 1’énoncé,
/f(z)dz:Qm' Z Rés (f;w).
v weC~R+

Lorsque € — 0, l'intégrale sur la partie rectiligne supérieure tend vers vers

B zop(x)
r Q)

alors que l'intégrale sur la partie rectiligne inférieure tend vers

dx

51—1>r(r)l+ R Q(g-e(QW—E)i)

dzx.

T ea{ln m+(27rfa)i}P(xe(27rfs)i) (2r—o)i 1 orin /R :EaP(QT)
(§ r = —¢
r o Q)

On obtient donc

2mic RmaP(x) . 9. és (f:
(1—¢ )/T o) da fz|zrf(z)dz+f flz)dz=2mi Y  Rés(fiw)

lz|=R weC~\R+

ou les intégrales sur les cercles sont définies comme les limites des intégrales sur C(g; )

lorsque € — 0. Or, on a |f(z)| = |2|* |P(2)/Q(z)| donc il existe des constantes Cy et Cy
telles que

sup |f(2)| < Cr*™t (r = 0), sup |f(z)| < CyR*™2 (R — ).

|z|=r |z|=R

Cela montre, grace a la regle zf(z), que les intégrales circulaires tendent vers 0 lorsque
r—0et R — oo. O
Exemple.

oo a—1 _ a—iTa
/ T dx: e Rés (f: 1) = T
0

1+x sin T sinTa’

Théoréme 5.7. Soient P et () des polynémes a coefficients complexes tels que
deg @ > deg P+ 2 et Q(x) # 0 pour x € R*. Alors on a

5 /Ooo P(z)(Inx + i) do = —1 Z Rés (f: ).

Q({L’) weC\RT
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ot f est la fonction méromorphe définie sur C\R™ par f(z) := (log 2)?P(z)/Q(z) lorsque
la détermination du logarithme est choisie de sorte que 0 < argz < 2.

Démonstration. On integre sur le méme contour que dans la démonstration du Théo-
reme 5.6. La différence des intégrales sur les parties rectilignes tendent vers

> P(x) 2 (na + 272 de — —dod > P(x)(Inx + mi) .
/O Q(x){(lnx) (Inz + 2mi)*} d 4/0 0w d.

On montre comme précédemment que les intégrales sur les cercles tendent encore vers 0.
O

En pratique, on utilise le Théoreme 5.7 pour calculer des intégrales du type

* P(x)Inx .
| e

Lorsque P et () sont a coefficients réels, il suffit de séparer les parties réelle et imaginaire
de la formule (5-2). Dans le cas général, on peut remarquer que la technique employée
pour prouver le Théoréeme 5.7 fournit

Iy o

P(

Q(x)
ol g est la fonction méromorphe définie sur C \ R par g(z) := (log 2) P(z)/Q(z) lorsque
la détermination du logarithme est choisie de sorte que 0 < arg z < 2.

de = — Z Rés (g;w),

weC~RT

Ezemple. Soit a calculer 'intégrale

* lnzx
I:= T da
/o (T+ap ™"

Le résidu de z + (logz)?/(1 + 2)® en z = —1 est égal au coefficient de ¢?> dans le
développement de {log(t — 1)}? au voisinage de 0. Or log(t — 1) = imr —t — 5% — -+
Nous obtenons donc que le résidu cherché vaut 1 — i, d’ou

I =-
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VII

Suites, séries et produits

de fonctions méromorphes

1. Suites et séries de fonctions holomorphes

La convergence uniforme garantit la conservation de la continuité, mais elle n’est en
général pas réalisée dans les situations standard de ’analyse complexe. Une série entiere,
par exemple, converge sur le disque ouvert de convergence, mais la convergence n’y est en
général pas uniforme. Rappelons la définition de la norme de la convergence uniforme sur
une partie K de C, i.e.

1/l 5 := sup | f(z)],
zeK

pour f € CK. Nous utiliserons la notion suivante.

Définition 1.1 (Convergence uniforme sur tout compact). Soit U un ouvert de C.
On dit qu’une suite { f,, }52; de fonctions complexes définies sur U converge uniformément
sur tout compact de U vers une fonction f : U — C si, pour tout compact K C U, la
suite des restrictions fy|x converge uniformément vers f|x, autrement dit si l'on a

(VECU)  lim [[fu(2) = f(2)[x = 0.

Ezemple. Toute série entiere converge uniformément vers sa somme sur tout compact du
disque ouvert de convergence.

Comme tout compact peut étre recouvert par un nombre fini de disques compacts, on
voit immédiatement que la notion peut étre simplifiée d’un point de vue pratique.

Proposition 1.2. Soit U un ouvert de C. Une suite {f,}32; de fonctions complexes
définies sur U converge uniformément sur tout compact de U si, et seulement si, elle
converge uniformément sur tout disque compact de U.

Le théoreme suivant est d’un emploi constant en analyse complexe.

Théoréme 1.3 (Weierstrass). Soit {f,}52, une suite de fonctions holomorphes con-
vergeant uniformément sur tout compact d’un ouvert U vers une fonction f. Alors

(i) f € H(U).

(ii) Pour tout entier k > 0, fy(lk) — f%) uniformément sur tout compact de U.

Démonstration. (i) Nous allons donner deux démonstrations.

Pour la premiere, nous utilisons le théoreme de Morera (Théoreme V.4.2) : on déduit
en effet de ’hypothese que [, f(z)dz = 0 pour tout triangle A C U. Comme f € C(U),
on obtient bien f € H(U).
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Pour la seconde, nous employons la formule de Cauchy : pour tout a € U, tout r > 0
tel que D(a;r) C U et tout z € D(a;r), on a

w—z

f(z) = lim fo(z) = lim 17{ i fa(w)dw _ 1% N f(w) dw

n—00 n—oo 271 w— z 21

Cela implique immédiatement I’analyticité de f, et donc son holomorphie.
(ii) Avec les notations précédentes, on a, pour tout a de U et tout r > 0 tel que
D(a;r) C U,

27i (w— z)k+1

FP(2) = k'f S0l 0 g < ik > 0)
lw—al=r

et la relation est également valable en remplacant f,, par f. Il s’ensuit que

9 = 1Ol yy < S Sl
n D(a;r/2) =k n D(a;r)*

La conclusion résulte donc de la Proposition 1.2. O
Remarques. (i) La conclusion du théoréme est en défaut dans le cas des fonctions de
variable réelle : si, par exemple, f,(x) := sin(n?x)/n, alors f, tend uniformément vers 0
sur R alors que f/ (0) — oo.

(ii) Il est par ailleurs & noter que la convergence sur U tout entier ne se transmet pas aux
dérivées : Zn>1 2™ /n? converge uniformément dans D(0; 1) mais pas la série des dérivées.

Corollaire 1.4. Soit Zn>0 fn(2) une série de fonctions holomorphes convergeant uni-
formément sur tout compact d’un ouvert U. Alors la somme est dérivable a tout ordre,
ses dérivées sont obtenues par dérivation terme a terme, et la convergence est uniforme
sur tout compact de U.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Théoreme 1.3 aux sommes partielles. O

2. Séries de fonctions méromorphes

Définition 2.1. Soient U un ouvert de C et { f,,}72, une suite de fonctions méromorphes
sur U. On dit que la série Zn>0 fn converge uniformément sur tout compact de U si, pour
tout compact K inclus dans U, il n’y a qu’un nombre fini de fonctions f,, possédant des
poles dans K et si la série amputée de ce nombre fini de termes converge uniformément

sur K.

1
E le. E —_
remple 20z = n)

n>1
Théoréme 2.2. Soient U un ouvert deC ety - f une série de fonctions méromorphes
sur U convergeant uniformément sur tout compact de U vers une fonction f. Alors :
(i) f € M(U) et P(f) CUnP(fn)-
(i) f'(2) = 22,50 fn(2) (2 € UNUnP(fy)) et la convergence est uniforme sur tout
compact de U.

Démonstration. Soit K un compact de U et N = N(K) un indice tel que f, € H(K)D
pour n > N. En écrivant f = 20<n< N fn T 2 nsn fn, on déduit immédiatement
du Théoreme 1.3 que f € M(K) (avec le méme sens que précédemment), que

1. C’est-a-dire que fy est holomorphe sur un voisinage de K.



2 Séries de fonctions méromorphes 59

P(flx) C Uosn<nP(fnlk) et que, lorsque z ¢ U,P(f,), f'(z) peut étre obtenu par
dérivation terme a terme. O

Le théoreme suivant fournit le développement classique d’une fonction méromorphe
sur C en une série de fonctions méromorphes.

Théoréme 2.3 (Formule d’Euler). On a

2

m 1
W:;Z(z—n)? (€ C\Z).

Démonstration. Le membre de gauche est une fonction méromorphe sur C dont les poles
sont les entiers, la partie principale au point n étant 1/(n — 2)?2, puisque 1/(sin 2)? — 1/22
est borné au voisinage de 'origine. Ainsi la fonction méromorphe

(21) 16) =Y =

nez

admet les mémes poles et les mémes parties principales que (7/ sin 7z)?. Considérons alors
la fonction entiere

9(2) = - f(2).

(sinmz)?
On a clairement g(z + 1) = g(z) pour tout z € C, donc ¢g(C) = g(B) avec
B:={zeC:0< Rez <1}

Or, pour z = x +iy € B, on a |sin7z|? = (sin7z)? + (shmy)?, donc 1/sinmz — 0 lorsque
ly| — oo et I'inégalité 1/]z —n|? < {(Jn|—1)%?+y?} montre que la convergence est normale
et donc que f(z) — 0 lorsque |y| — oo, z € B. Cela implique que g est bornée dans B,
donc dans C, donc constante d’apres le théoreme de Liouville, et finalement nulle puisque
g(iy) — 0 lorsque y — oo. O

Corollaire 2.4 (Formule de la cotangente). On a

1 2
(22) WCOtTrZ:*—f-ZonZ (ZE(C\Z).

z
n>1

Démonstration. Remarquons d’abord que 7 cot 7z est une primitive de —72/(sinw2)? et

que
1 1 1 1 z

F - { 7}:7 n(z —n)

(2) z+ z—n+n z+n§*n(z—n)

est une primitive de —f(z), lorsque f est définie par (2-1). Il s’ensuit qu’il existe une
constante C' telle que

1 z
meotmz — — = — z 7).
. C+n§* Y (z€ C\Z)
En faisant tendre z vers 0, on obtient aisément que C' = 0. Nous laissons les détails en
exercice. Nous obtenons alors la formule (2-2) en regroupant les termes d’indice n et —n
dans la série F'(z). 0
Le théoréeme suivant montre que l'on peut toujours «reconstruire » une fonction
méromorphe sur un ouvert a partir de la donnée de ses poles et des parties principales
correspondantes.
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Théoréme 2.5 (Mittag-Leffler(?)). Soient U un ouvert de C, A une partie discréte de
U, et, pour chaque a de A, un polynéme P, de terme constant nul. Alors il existe une
fonction méromorphe f € M(U) dont A est I'ensemble des péles et telle que, pour chaque
a de A la partie singuliére de f en a soit P,(1/(z — a)).

Démonstration. Comme il n’y a qu'un nombre fini de points de A dans chaque compact
de U, on peut ranger les points de A en une suite {ax }r>0 telle que |ax| soit une fonction
croissante de k et |ai| — oo si A est infini. Posons Ry(z) := P, (1/(z — ax)). Alors Ry,
est holomorphe sur le disque D(0;|ag|/2). Cela implique que la série de Taylor de Ry &
l’origine converge uniformément vers Rj sur ce disque et, en particulier qu’il existe un
polynéme Qy, tel que |Ry(2) — Qx(2)] < 1/2F pour |2| < |ax|/2.

Montrons que la fonction

£(2) 1= Ro(2) + 3 {Ru(2) - Qu(2)}
k>1
possede les propriétés requises. Nous observons tout d’abord que cette série converge
uniformément sur tout compact de U puisque le terme général est de module < 1/2% sur
D(0; R) des que R < %|ag| : si kg est le plus grand des indices k tels que |ai| < 2R, la
série amputée des termes d’indices < kg converge donc uniformément sur D(0; R). Il est
par ailleurs évident que f a la partie principale prescrite en chaque point de A et n’a pas
d’autre pole sur U. O

3. Produits infinis de fonctions holomorphes

Commencons par définir la notion de produit infini d’une suite de nombres complexes.

Définition 3.1. Soit {an};2, une suite complexe. On dit que le produit infini [, 5 an
converge si la suite des produits partiels p, := [], <k<n Ok posséde une limite a non nulle.
On écrit alors

H a, = a.

n>0

Exemple. Hn>2(1 —1/n?) = % La convergence est immédiate. Pour trouver la valeur, on
remarque que, si {b,, }52, désigne la suite des produits partiels, alors

L -DGED (- DBEED a4l
n = H k2 - (n2')2 T oop

2<k<n

Proposition 3.2. Soit {a,}>°, € (C*)N. Le produit infini [[,>0an converge si, et
seulement si, les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) an, > 1 (n — ) ;

(ii) il existe N € N tel que la série ), \ loga, converge.
Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire. Si le produit infini converge,
alors a, = pn/pn—1 — 1, donc la condition (i) est réalisée. Pour n assez grand, disons
n > N, on a donc |a, — 1| < 1 et 'on peut définir log a,, en choisissant la détermination
principale. Soit a la valeur du produit infini et A une détermination du logarithme définie
dans un voisinage de a. On a A(p,) = In |p,| + i9,, avec ¥,, — arga, donc

A(pn) - )‘(pn—l) =In ‘pn/pn—1| + Z{ﬁn - 1971—1} = logan
pour n assez grand. La convergence de la suite {p,}°2; étant équivalente a celle de la
série > <1 {A(pn) — A(pn—1)}, il s’ensuit que la série 3\ loga, converge.

2. Gosta Mittag—Leffler, 1846-1927.
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Réciproquement, sous la condition (ii), on peut écrire

Pn = H erXP{ Z logak}a

0<k<N N<k<n

ce qui montre immédiatement la convergence de {p, }22. O
Remargue. La formule log [ [, 5 an = >, 5 loga, est en général fausse.

Définition 3.3. Soit {a,}>>, € (C*)N. On dit que le produit infini [I,>0an est
absolument convergent s’il existe un entier N tel que la série ) _ \ log a, soit absolument
convergente.

Proposition 3.4. (i) Un produit infini absolument convergent est convergent.

(i) Soit {an}52, € (C*)N. Une condition nécessaire et suffisante pour que le produit
infini [[,,5, an soit absolument convergent est que la série y_, - ,(1 — ay) soit absolument
convergente.

Démonstration. La premiere assertion résulte immédiatement de la Proposition 3.2. Pour
établir la seconde, il suffit d’observer que, si 3 - v [loga,| < oo, alors |1 —a,| < 3 pour
n assez grand, d’ou

1

§|]— _an| g Hogan‘ < %|1 - an‘a

I'encadrement étant établi grace au développement de log(1l + z) en série entiére : pour
2l<t ona

|z|n 21—n L
3-1 log(1 —z| < — < = 2In2 — 1} < =|2].
(31)  [log(l+2) 4 n§>2 b !z!n§>2 — = z|{2ln2 - 1} < 3¢

O
Remarque. Le produit [], a, et la série > (1 — a,) peuvent étre de nature différentes.
Exemple a,, =1+ (—1)"/+/n : la série converge mais on déduit de la formule

a, = exp(loga,) = exp { (?/lﬁ)n — % + O<n31/2)} (n>2)

que [],,~, an diverge vers 0.
=

Définition 3.5. Soient U un ouvert de C et {u,, }22, une suite de fonctions holomorphes
définie sur U.

On dit que le produit infini [, 5o{1 + un} converge simplement sur U si, pour tout z
de U, il existe au plus un nombre fini d’indices n tels que 1 + u,(z) = 0 et si le produit
infini relatif aux indices restants est convergent.

On dit que le produit infini Hn>0{1 + u,} converge uniformément (resp. converge
normalement) sur une partie V de U si sup, ¢y |un(2)] — 0 et si le produit infini

[T {1 +ua(=)

n>N

converge uniformément (resp. converge normalement) sur V lorsque N est tel que
lun(z)| < & pourn >N, z€V.

I découle immédiatement de la Proposition 3.4 que le produit infini [],5o{1 + us}
converge normalement sur V si, et seulement si, il en va de méme de la série En>0 Uy -
En revanche, ’assertion correspondante n’a pas lieu pour la convergence uniforme : nous
avons vu qu’elle n’a méme pas lieu pour la convergence simple.
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Théoréme 3.6. Soient U un domaine de C et {u,}52, une suite de fonctions holomor-
phes sur U. Si la série ., - [un(2)| converge uniformément sur tout compact de U, alors
la fonction

f(z) = [Tl +un(2)}

n>=0

est holomorphe sur U, ’ensemble de ses zéros (comptés avec multiplicité) est la réunion
de ceux des facteurs du produit, et ’'on a

ORI E

la convergence de cette série de fonctions méromorphes étant uniforme sur tout compact.

Démonstration. Soit K un compact de U. Il existe N € N tel que |u,(2)| < & pour n > N
et z € K. La majoration contenue dans (3-1) implique donc immédiatement la convergence
absolue de la série

gn(2) =) log{l +un(2)},

n>N

et 'on a gy € f}f( K ) d’apres le théoreme de Weierstrass (Théoréme 1.3). Cela implique

(o]
que exp gy (z) est holomorphe sur K, et donc aussi

f(z):= H {1+ un(z)}egN(Z).

n<N

Cela établit la premiere assertion. Le théoreme de Weierstrass permettant de dériver gy
terme a terme, on obtient, pour tout compact K de U

HONES SO EPEE T S 10 H R S 1T)

f(2) = 1+ up(2) = 1+ up(2)

la convergence étant uniforme. O
Remarque. On étend aisément le théoreme précédent au cas de produits infinis de fonctions
méromorphes : on demande alors que, pour tout compact K, seul un nombre fini de
fonctions 1+ u, (z) posséde des zéros ou des poles dans K et que la série Y |u,| amputée
de ces termes exceptionnels converge uniformément sur K. Le produit infini définit alors
une fonction méromorphe sur U et la formule de dérivation logarithmique reste valable.

Le théoreme suivant fournit un exemple classique de développement en produit infini.

Théoréme 3.7. On a

(3-2) sinmz = 7z H (1—2%/n?) (z€C).

n>1

Démonstration. Désignons par f(z) le membre de droite de (3-2). Cette quantité est bien
définie, en vertu du Théoreme 3.6 car la série Zn>1 2% /n? converge uniformément sur
tout compact de C. La fonction f est donc entiere et l'on a

f’(z)_1+z 2z T

22 —n?2  tgmz’

flz) 2

n>1
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d’apres la formule de la cotangente (Corollaire 2.4). Comme le membre de droite est égal
a la dérivée logarithmique de z — sin 7z, on a f(z) = ¢sin 7z pour une certaine constante
complexe c¢. En faisant tendre z vers 0, on obtient ¢ = 1. O

Le théoreme suivant montre que I'on peut toujours reconstruire une fonction entiere a
partir de ses zéros et des multiplicités correspondantes. Etablissons d’abord un lemme
technique.

Lemme 3.8. Posons E,(z) := (1 — z)exp{zlgjgpzj/j} (p € N*,z € C). Alors
1 — E,(2)] < |z[PT! pour |z| < 1.

Démonstration. Posons Fj,(z) :=1— E,(z). On a

F;(z):{l—(l—z) Z zjfl}exp{ Z zj/j}:zpexp{ Z zj/j}.

1<j<p 1<j<p 1<j<p

Comme F),(0) = 0, cela implique que F), possede un zéro d’ordre p 4+ 1 a l'origine. Or, les
coefficients du développement de Taylor a l'origine de Fzﬁ(z) sont positifs ou nuls, il en va
donc de méme de ceux de Fj,(z) et donc de ceux de Gp(z) := F,(2)/2PT1. 1l s’ensuit que,
pour |z| < 1,0n a

|Gp(2)] < Gp(1) = F(1) = 1.

O

Théoréme 3.9 (Factorisation de Weierstrass). Soient f une fonction entiére et
{2,}22, la suite de ses zéros non nuls, comptés avec multiplicité.(® Alors il existe un
entier h € N et une fonction entiére g et une suite d’entiers positifs {p, }52, telle que

f(z) = 9O T By, (2/20)-

n>0

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que f(0) # 0 : dans le cas
contraire, on applique le résultat & f(z)/z" ot h = w(f;0). La série entiere

Z(Z/Zn)p"ﬂ
n=0

converge uniformément sur tout compact de C des que p, tend vers l'infini assez vite :
en effet, pour chaque R > 0, il n’y a qu'un nombre fini N = Np d’entiers n tels que
|z| < 2R, donc, lorsque z € D(0; R), on a

SRS S R 3 2 S Ryl

n=0 0<n<Ngr n>Ng 0<n<Ngr

si, par exemple, p,, > n — 1 pour tout n, et

> IR/zrrtt <27 (teNY).
n>Ngr+t

En vertu du Théoreme 3.6, le produit infini

P(z) = [ Ep. (2/20)

n>0

3. Cela signifie que chaque zéro a apparait w(f;a) fois dans la suite.
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définit une fonction entiere de z qui possede les mémes zéros et ordres de multiplicités
que f. Cela montre que f/P ne possede que des singularités éliminables et peut donc
étre prolongées en une fonction entiere. Cette fonction est sans zéro par construction.
Comme C est simplement connexe, on peut ’écrire sous la forme e ou g est entiere —

cf. Théoreme V.6.3(v). 0

Corollaire 3.10. Toute fonction méromorphe sur C est quotient de deux fonctions
entieres.

Démonstration. Soient f une fonction méromorphe sur C, {z,}22, la suite de ses poles, et
{my}52, celle des multiplicités correspondantes. Si h est le produit de Weierstrass associé
a ces deux suites, alors fh est entiere. O

Nous verrons a I’Exercice 110 que 'on peut aisément étendre la construction de la
fonction P(z) de la démonstration précédente a un ouvert quelconque pour y établir
I’existence d’une fonction holomorphe dont les zéros et les multiplicités sont donnés. Cela
permet d’étendre le théoreme précédent au cas d’un ouvert quelconque.

4. La fonction Gamma d’Euler
4-1. Définitions
La définition originale de la fonction date de 1729, dans une lettre d’Euler & Goldbach® :

[e.o]

(4-1) : %H 1112//2 (z#£0,-1,-2,...).

11 est facile de voir que le produit converge uniformément sur tout compact de C ~\ (—N*)
et définit donc une fonction méromorphe sur C.
Fuler en déduit rapidement la formule intégrale

(4-2) I'(z) = /000 t*~le7tdt (Rez > 0).

Ici et dans la suite on définit implicitement la partie réelle et la partie imaginaire d’un
nombre complexe z par
z=x+1y.

Théoréme 4.1 (Euler). Soit

n
Alors on a

n*n!
43 FTL =
(4:3) (2) (z+1)-- (2 +n)
et

I'(z) = lim I'y(2) = /000 t*~le tdt (x > 0).

n— o0

4. Christian Goldbach, 1690-1764.
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Démonstration. Le changement de variables u = ¢/n permet d’écrire

1
I.(z) = nz/ (1 —u)"u* ! du.
0

On calcule ensuite I'intégrale par intégrations par parties successives :

/01(1 s [“(l_u)n] L /01(1 — W)l du

z 0 S
n! ! n1
— e — and
z(z+1).-.(z+n—1)/0“ “
n!
zZ(z+ 1) (2+n)

On conclut en remarquant d’une part que

n*n!

(z+1)---(z+mn)

(1+1/4)*
1+2/j

= lasm ]

1<5<n

I.(z) = .

et d’autre part que
o0
lim T, (2) :/ t*~ et dt.
n— oo 0

Cette derniere formule, qui résulte immédiatement du théoreme de Lebesgue peut
également étre établie élémentairement(® et nous omettons les détails. O

Le résultat suivant montre que le prolongement méromorphe peut étre retrouvé facile-
ment en choisissant (4-2) comme définition de T.

Théoréme 4.2 (Equation fonctionnelle). Pour >0, on a I'(z 4+ 1) = 2I'(2).

Démonstration. Une intégration par parties fournit immédiatement le résultat. O

Corollaire 4.3. Pour tout n € N, on aI'(n +1) =nl.

La propriété suivante conduit & une autre définition de I". On dit qu'une fonction
réelle positive est logarithmiquement convexe sur un intervalle de R si son logarithme
est convexe.

Théoréme 4.4. La fonction T est logarithmiquement convexe sur R1*.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy—Schwarz

2

' (2)? = ( /O et (It du) < T(2)T ().

|
Emil Artin (1898-1962) a montré que I’équation fonctionnelle et la convexité logarith-
mique caractérisent I'. Nous verrons plus loin une application remarquable de ce résultat.

5. Le point de vue historique interdit d’employer ici le théoréeme de Lebesgue, mais on peut
cependant utiliser le fait que (1 —¢/n)™ < e~ pour 0 <t < n.
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Théoréme 4.5 (Artin(®)). Soit ® :]0,00[—]0, 0o une fonction dérivable telle que In ®
soit convexe et x®(x) = ®(x + 1) pour tout x > 0. Alors on a ®(z) = ¢(1)I'(x) pour tout
x> 0.

Démonstration. H := ®/T" est 1-périodique et H(1) = ®(1). Comme ®'/® et I''/T" sont
croissantes on a pour x = 0, n > 1,
d'(n) I"(n+1)<H’(n—|—:v)_<I>’(n+x) I"'n+z)  ®(n+1) I'(n)
d(n+1) T(n)

N

®(n) T(n+1)  Hn+z) @Mn+z) T+
Mais ® et I' vérifient toutes les deux 1’équation fonctionnelle

fletl) _f@) 1
fa+D) ~ f@) "o

donc

Il s’ensuit que

H() 1 _H(n 1 _H@ _Hm 1 _ H1) 1

H() n H(mn) n  H(z)

Hn) n H(1) n

En faisant tendre n vers linfini, on obtient l'existence d’une constante k telle que
H'(z)/H(x) = k pour tout x > 0, d’ott H(z) = H(1)ek*. Comme H est périodique,
on doit avoir k = 0. O

Le théoreme de Bohr—Mollerup, proposé a l’exercice 117, permet de se passer de
I’hypothese de dérivabilité dans le théoréme d’Artin. Une autre caractérisation est établie
a lexercice 118.

4-2. Formule du produit de Weierstrass

La technique des produits de Weierstrass développée au Théoreme 3.9 s’applique
remarquablement bien a la fonction Gamma.

Théoréme 4.6 (Weierstrass). On a pour z > 0

1 ad z A
(4-4) = ze7? (1 + f_>e*z/3,
I'(z) Ul j
‘]_
ou =y désigne la constante d’Euler.
De plus, cette formule définit un prolongement analytique de 1/T'(z) en une fonction
entiere.

Démonstration. Posons Hy, := 3, 1/ (n > 1), de sorte que
H, =Inn++v+o(1) (n — 00).
D’apres (4-3), on a

Fn(z) _ nf,z H ez/je—z/j B ez(lnn—Hn) ez/j

2 Cicn 14 2/j 2 1<j<n1+2/j

6. Emil Artin, 1898-1962.
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On en déduit le résultat indiqué en faisant n — oo puisque le terme général du produit
est 1+ O(1/j2) pour chaque z fixé dans C \ (—N). 0

Corollaire 4.7. On a~y = -T"(1).

Démonstration. La formule (4-4) fournit par dérivation logarithmique

—T'(z) 1 11
['(z) z ]; 24Jj

Pour z =1 la série est télescopique et vaut —1. O

4-3. Fonction Béta

La fonction Béta, ou intégrale eulérienne de seconde espece est définie par

1
Bla,y) = / FA - At (2> 0,y > 0).
0

Théoréme 4.8. On a
(4-5) B(z,y) =T(@)'(y)/I(z+y) (z>0,y>0).

Premiere démonstration : changement de variables.

On a - -
I'(x)l(y) = / t" et dt/ u?"le " du.
0

Avec le changement de variables u = tv et le théoréeme de Fubini, on obtient

['(z)[(y) :/0 t* 11 —¢)vt dt/0 tYo¥~le " du

oo %
— / fuy—l dU/ tx—i—y—le—(v—i—l)t dt
0 0

R d
_/o (14 v)*ty (@ +y)dv

“re [T () ()

=I'(z+vy) /0 w? (1 —w)* tdw = T(z + y)B(z,v).

O
Seconde démonstration : utilisation du théoréme d’Artin.

Soient y > 0 fixé et f(x) := I'(z + y)B(x,y)/I'(y). Nous devons donc montrer que
f(z) =T(x). Ona f(1) = yB(lL,y) = 1 et
(z+y)Tl(x+y)

L'(y)

flx+1)= Bz +1,y).

Comme

1 1 " =
B(m+1,y):/ t‘”(l—t)y_ldt:/ (7) (1—¢)*vLat
0 0 1—1t¢

_ Hzty 2]t x 1 1
) [(i(l“tjry) <1it) }o+x+y/o (1_t)m+y<1it) (1 (—itt)Q

X
= B(x,y),
P (z,y)
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on en déduit que
flx+1)=af(z).
Enfin I'inégalité de Holder permet d’écrire, pour 1/p+1/q = 1,

1
B(xz/p+z/q,y) = / te=D/prG=D/ap _ pw=D/p+=D/aqt < B(z,y) /P B(z,y)'/9,
0

ce qui établit que z — B(xz,y), et donc aussi x — f(z) est bien logarithmiquement
convexe.
Le théoreme d’Artin nous permet de déduire de ce qui précede que f(x) = I'(z). 0

Corollaire 4.9. On a pour z >0,y >0
/2
L(x)T(y)/T(x+y) = 2/ (sin¥)?*~!(cos )%¥ 1 dv.
0
En particulier T'(3) = /7.

Démonstration. 11 suffit de faire le changement de variables ¢ = (sin¥)? dans (4-5). 0
On note également que I'(3) = [[7t7/2e tdt =2 [° e~ du d’on

(4-6) /ReUQ du = /7.

Corollaire 4.10 (Formule de Stirling(”) réelle). On a

(4-7) Mz +1) ~z% *V2rz (r — o).

Démonstration. Nous employons ici une méthode classique du calcul asymptotique con-
sistant a mettre en évidence grace a un changement de variable adéquat le domaine
prépondérant d’une intégrale dépendant d’un parametre.

La fonction t*e~t, dont I'(x + 1) est I'intégrale sur R, atteint son maximum en ¢t = z.
Le changement de variables ¢t = z(1 + u) fournit

MNx+1)= /oo{x(l + u)}Te 2y dy
(45) ot [ e du

= J:me_z\/%/ e_U2h(v v 2/95) dv,
—\/x/2

ou l'on a posé u = v4/2/x et
2
h(w) := 2 {w—1n(14+w)},

de sorte que h(0) = 1. Soit

gw(v) = 1[_m7m[(v)e—v2h(v\/2/7)_

7. James Stirling, 1692—-1770.
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On a pour tout nombre réel v fixé

lim g,(v) = e v’

T—r00

De plus, en remarquant que

h(w) 2 /w tdt 2/1 zdz
w) = — _—
w2 0 1+t 0 1+ZUJ7

on voit que h(w) = 1 pour w < 0 et que h(w) est décroissante pour w > 0, d’ou

p(vvafr) 2 (v3) > WEROEND )

v

Il s’ensuit que
2
9:(0) < e 1 o(0) + (1 + 0v2)e"V21 o((v).

Cela nous permet d’appliquer le théoréme de Lebesgue : on obtient

Tr—00

lim [ g.(v)dv = / e dv = VT,
R R
d’apres (4-6). On en déduit la formule souhaitée en reportant dans (4-8). 0

Corollaire 4.11 (Formule de duplication de Legendre®). On a pour = > 0

r(Hr(5) = Ve

Démonstration. Considérons la fonction f(z) = 2°71x~V2I(Lz)I(4(z + 1)). On a
f(1) =1 d’apres (4:6) et

flz+1)= QITI'_I/QF(%(I‘ +1)F(dz+1) = 2I7T_1/2F(%(:U +1)) 32T (32) = af(z).
Enfin, f est logarithmiquement convexe puisque
Inf(z) =zn2—In7+1In {F(%(m + 1) (3o + 1)}

D’apres le théoreme d’Artin, on a f(z) = I'(z). 0
Une généralisation de ce résultat a H;L:_Ol L'((x+37)/n) (n > 2) est proposée a
I’exercice 126.

4-4. Formule de Stirling complezxe

Commencons par énoncer un cas particulier de la formule d’Euler-Maclaurin. On définit

(z) := z — [z] comme la partie fractionnaire du nombre réel = et B (z) := (z) — 1.

Théoréme 4.12 (Formule d’Euler—Maclaurin a l’ordre 0). Soient a, b € Z et
f € Ca,b]. On a

b b
S fn) = / F(t)dt+ H{I0) - f(a)} + / By (1) /(1) dt.

a<n<b

8. Adrien-Marie Legendre, 1752-1833.
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Démonstration. On a pour a <n < b

/n:Bl(t)f/(t)dt:/n t—n+35)f()dt=[(t—n+3)f1)], _, / f(t)

4D+ s} - [ s

On obtient le résultat annoncé en sommant sur n. O
Nous n’utiliserons pas la version générale de la formule d’Euler—Maclaurin. Nous nous
contentons ici d’en donner un énoncé précis.
Considérons la suite {b.(x)}32, des polynomes définis sur [0, 1] par les conditions

bo(l’) =1

b’r(lx) =7rb_1(x) (r>1),

/ by(z)dx =0 (r=1).
0

On vérifie facilement que ces hypotheses impliquent 1’identité
& r Ty
y _ ye
Zbr(x) ey —1
r=0

qui permet de calculer les b,.. On a

bo(z) =1 bs(z) =2 — 322 + Lz
by(z)=a—1 ba(z) = a* — 22° +2° — &5

5
bo(z) =2 —x + % bs(v) = 2° — at + J2° — G2

On définit alors la r-ieme fonction de Bernoulli B,.(x) comme la fonction périodique de
période 1 qui coincide avec b, sur [0,1[. On pose

B, := B,.(0).

B, est le r-ieme nombre de Bernoulli. Il est facile de voir que Ba,11 = 0 pour r > 1. On
a les valeurs numériques

r 0 1 2 4 6 8 10
1 1 1 1 5
Be | 1| =5 | 6| =% | | —5 | &

Le théoreme suivant est célebre et fort utile.
Théoréme 4.13 (Formule sommatoire d’Euler—-Maclaurin(®)). Pour tout entier
k > 0 et toute fonction f de classe C**! sur [a,b], a,b € Z, on a

k

b _1\r+1
S s = [ rware Y SR 00) - )
a r=0 ’

_1\k b
* (;i 43)1)1/ Bjepa (t) f&V (1) dt.

9. Colin Maclaurin, 1698-1746.
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Théoréme 4.14 (Formule de Stirling complexe). Pour tout z € C~\R™, on a

By(t)dt
z+1

9

o0
logT(2) = (2 — ) logz — 2 + & In(27) — /
0

ot le logarithme complexe est pris en détermination principale.

Remarques. (i) La formule du produit de Weierstrass montre que I'(z) ne s’annule pas et
a pour seuls podles les entiers négatifs.
(ii) L’intégrale est O(1/z). En fait, on a pour tout entier R > 1

_/Oo Z( B (—1)R+1 /OO Brya(t)dt
0 z—l—t rr—l—lzT R+1 Jo (t+2z)8+1

r=1

Démonstration. Appliquons la formule sommatoire d’Euler—Maclaurin & ordre 0 & la
fonction f(t) := f(t + z) avec a = 0 et b = N. Nous obtenons

Bi(t)dt
t+ =z

N
Z log(n + z) / log(t—l—z)dt—l—%{log(NjLz)—logz}—F/
1<n<N 0

=(z+ N)log(z+ N) — (z+ N) — zlog z + z + 1 log(z + N)

N
Bi(t)dt
_ 1 / 1
5 log z + ; Py

N Bi(t)dt

=(z+ N+ 3)log(z+ N)—N — (2 + 3)logz +
0 t+2

Soustrayons la formule de Stirling classique pour In N! sous la forme
InN!=(N+1)logN — N + 1log(2m) +o(1) (N — o).

Nous obtenons

Z log <1+%> = (N + 3)log (1+ %) + zlog(z + N) — (2 + %) log z — 1 log(2n)

1<n<N
N
By (t)dt
+/ 1) +0(1)
0 t+z

> Bi(t)dt
:z(l—i—logN)—(z—i-;)logz—;log(27r)+/ 10 + o(1).
0 t+z
1l suit, en posant Hy := ElgngN 1/n, et, par exemple, pour z € RT,
log {ze”z H (1+ Z)e_z/”}
n
1<n<N
>~ B
=logz+z2(y—Hy+1+InN)— (24 3)logz — 1 In(2n) +/ tli)dt +o(1)
0 z

Bi(t)dt
t+ 2z

:(z;)logz+zéln(2ﬂ')+/0 +o(1).

En faisant tendre N — oo, obtient bien le résultat annoncé, d’abord pour z € R™, puis
pour tout z par prolongement analytique. O
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Le résultat suivant exprime que le comportement de I'(z) lorsque x est fixé et |y| — oo
est tres différent de celui de I'(z) lorsque z — oo : la fonction est trés petite et tres
oscillante.

Corollaire 4.15 (Comportement dans les bandes verticales). Soient 1, x2 des
nombres réels tels que x1 < x2. On a uniformément lorsque 1 < = < 2, |y| — oo,

(4-9) T'(z) = {1 + o(;) }\/ﬂmm—%e—ﬂyl/?eihx(y)

ot1 I'on a posé hy(y) :=yln|y| —y + 37(z — 3) sgn(y).
Démonstration. On a arg z = sgn(y) 37—z /y+O0(1/y?) €] -7, 7|, et log z = In |z|+iarg 2,
avec

Inz| = 3 In(z? +y%) = In[y| + O(1/y?).

Une intégration par parties utilisant le fait que f: B (t)dt = O(1) fournit
/oo By(t)dt _ O(i)
o t+z ]

(z—3)logz=(z— 3 +iy)(1n\y| +z‘{%7rsgny - §}> +O(y12>

11 suit

= (z— ) Inly| — Inly| + = + iha(y) + O(1/y).

Corollaire 4.16 (Formule d’inversion de Mellin(!?)). Pour > 0, on a
1 xr+1i00

(4-10) e’ = [(z)z™*dz (x >0).

2mi T —100

Démonstration. On a pour z > 0
, ot . . ~
e A e
0 R

ou fi(u) := exp{—e" + zu}. Le Corollaire 4.15 garantit que fu € LY(R),(") donc la
formule d’inversion de Fourier s’applique. On obtient

o) = 5= [ oy

1 , 1 ,
~ ot iy)e” Ty = /R% +iy)e” W gy,
On en déduit le résultat annoncé en posant = = e*. O

Corollaire 4.17 (Formule des compléments). Pour z € C\Z, on a

™

(4-11) -z =

sin(mz)

10. Robert Hjalmar Mellin, 1854-1933.
11. L’hypothese = > 0 est essentielle ici.
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Démonstration. Considérons la fonction méromorphe

1(z) = 1 :Z(1_2)67H<1+;+W>e_1/j’

I'(z)['(1—z)sinmz sinmz i J

ou le développement résulte de la formule de Weierstrass. Tous les zéros de sin 7z étant
compensés par ceux du produit infini,('?) f est entiere. De plus
-1 1 1
JEt+l) = T(z+ 1)[(—2)sinmz  D(z)(—2)[(—z)sinmz  D(2)[(1 — z)sinmz 1(2),
donc f est 1-périodique. Pour x € [0, 1] et |y| — oo, on a en vertu de (4-9)
1
£ (2)]

Or, sinmz = sinwx ch wy + ¢ sh my cos mx, donc

~ |y]x_%e_“|y|/2\/27r|y\%_xe_“‘y|/2\/27r]sinﬂz\ ~ 2me” ™| sin 72|,

2

. . 2 2
|sin7z|? = sin® 7x ch? 7y + sh® my cos® ma ~ ie%lyl.

Il s’ensuit que lim|y|_, |f(2)| = 1/7, donc f est bornée dans la bande verticale 0 < z < 1.
Par périodicité elle est donc bornée dans C, elle est donc constante en vertu du théoreme
de Liouville. Comme on a également

1 z 1
f(z) = I'(2)(1 - z)sin7z - (14 2)(1 —z)sinmz T (z=0),

il vient
fz)=1/x (z € C).
O

Deux autres démonstrations de la formule des compléments sont proposées aux exerci-
ces 129 et 130.

Remarques. (i) Lorsqu’on déplace la droite d’intégration de (4-10) vers la gauche jusqu’a
—o00, I'intégrale sur la droite déplacée est

<</|Z]I_5e_“|y|/2m_m dy.
R

Pour |z| assez grand, on a |z|/x > 1, donc le théoréme de Lebesgue nous permet d’affirmer

que cette intégrale tend vers 0 lorsque x — —oo. Or, on déduit de (4-11) que lorsque z — 0
T (="

F'(n+1-z)sin{n(z —n)} nlz

I'(z—n)=

9

donc
Rés(I'; —n) = (—1)"/nl.

Le théoreme des résidus nous permet donc de retrouver le développement en série
o n
—r __ (_1) n
€ = Z T.Tf .
n=0
(ii) La formule d’Euler (3-2) pour le développement en produit infini de sin 7z est une
conséquence immédiate de la formule des compléments et de celle de Weierstrass puisque
sinmz 1 -1

7z 2D(2)(1—2) 22I(2)[(—2)

=e7? ﬁ <1+ %)e_z/"e_w ﬁ <1+%Z)ez/” = ﬁ (1— %)

12. 14+ 1/j+2(1—2)/42 = (2 +§)(G +1—2)/52
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VIII

Topologie de ’espace des
fonctions holomorphes,

transformations holomorphes

1. Métrique de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact

Nous avons défini au chapitre précédent la notion de convergence uniforme sur tout
compact d’une suite de fonctions holomorphes définies sur un ouvert du plan complexe.
Nous allons a présent la replacer dans le cadre de la topologie des espaces métriques.

Soit donc U un ouvert de C. Nous observons d’abord que, pour tout compact K de U,
I’application

£ Il = sup [ £(2)],
zeK

définie sur C(U), vérifie tous les axiomes d’une norme sauf I'implication

Ifllx =0=f=0.

On dit que cette application est une semi-norme.() Ensuite, nous définissons une suite
erhaustive de compacts sur U comme une suite {K;}52; de compacts de U ayant les
propriétés suivantes :

°
(i) K C Kjpr (1 =1);
(i) Ujs1 K; =U.
Tout ouvert de C possede au moins une suite exhaustive de compacts : on peut choisir
par exemple

K; :=D(0;j)N{z€C:d(z,C\U) >1/j} (j=1).

Posons alors p;(h) := min (1, ||k]|k,) (j = 1) et

ifg) =Y B9 cew))

27
j=1

Théoréme 1.1. L’application (f,g) — d(f,g) est une distance sur C(U). On la désigne
sous le nom de métrique de la convergence uniforme sur tout compact. Une suite { f, }°° 4

1. Lorsque K est infini, et contient donc au moins un point d’accumulation, le principe du
prolongement analytique implique que f — ||f||x est bien une norme sur H(U).
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de C(U) converge uniformément sur tout compact de U vers une fonction f € C(U) si, et
seulement si, lim,, o d(fn, f) = 0.

Démonstration. Le point essentiel de la démonstration consiste & observer que tout
compact K de U est inclus dans I'un des K : cela résulte immédiatement de la propriété
de Borel-Lebesgue et de la conjonction des conditions (i) et (ii) relatives a l’exhaustivité

o
sous la forme U C U;>1 K. On vérifie alors aisément que d est une distance sur C(U) et
que la convergence uniforme sur tout compact équivaut a la d-convergence. Nous laissons
les détails en exercice. O

Corollaire 1.2. Soit U un ouvert de C. L’application f — f' de H(U) dans lui-méme
est continue pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Démonstration. Le résultat annoncé découle immédiatement du théoreme de Weierstrass
(Théoreme VII.1.3) puisque, dans un espace métrique, la continuité d’une application
équivaut a sa continuité séquentielle. O

Corollaire 1.3. Soit U un ouvert de C. Les espaces C(U) et H(U) sont complets pour
la métrique de la convergence uniforme sur tout compact.

Démonstration. Le résultat est classique dans le cas de C(U). Dans celui de H(U), il est
encore une conséquence immédiate du théoreme de Weierstrass — Théoreme VII.1.3(i).
O

Proposition 1.4. Soient U un domaine de C et {f,}>2, une suite de fonctions de
H(U,C*) convergeant vers f sur tout compact de U. Alors, ou bien f est identiquement
nulle, ou bien f € H(U,C*).

Démonstration. On a f € H(U), d’apres le théoreme de Weierstrass. Supposons que
f n’est pas identiquement nulle et qu’il existe cependant un point a de U tel que
f(a) = 0. D’apres le principe des zéros isolés (Corollaire 1V.3.3), il existe un disque
fermé D(a;r) dans lequel a est le seul zéro de f. Posant &, := min,_q—, [f(2)| > 0,
on a Sup|,_q =, [fn(2) — f(2)| < &, pour n assez grand. On déduit donc du théoreme de
Rouché que f,, et f ont alors le méme nombre de zéros dans D(a;7), ce qui implique que
fn s’annule et fournit la contradiction souhaitée. O

Corollaire 1.5. Soient U un domaine de C et { f,,} 22, une suite de fonctions holomorphes
injectives définies sur U et convergeant vers f sur tout compact de U. Alors, ou bien f
est constante, ou bien f est injective.

Démonstration. Supposons que f n’est pas constante et montrons que si a et b sont des
points distincts de U, alors f(a) # f(b). Considérons a cette fin l'ouvert V := U \ {a}
la suite {g,,}22, de fonctions de H(V,C*) définies par g,(z) := fn(2) — fn(a). D’apres
la Proposition 1.4, la fonction z — f(z) — f(a), limite sur tout compact des g, est soit
identiquement nulle soit partout non nulle sur V. Or, comme f n’est pas constante, la
premiere éventualité est exclue. O

2. Le théoréme de Montel

La notion introduite dans la définition suivante peut apparaitre comme délicate pour
des raisons essentiellement terminologiques.

Définition 2.1. Soit U un ouvert de C. Une partie A de C(U) est dite bornée si, et
seulement si, pour tout compact K de U, on a supg¢ 4 || f||x < oo.
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Il est évident que C(U) tout entier coincide avec sa boule unité pour la métrique de la
convergence uniforme sur tout compact. La justification de I’emploi de I’adjectif « borné»
dans le présent contexte trouve son origine dans la propriété suivante : une partie A d'un
espace vectoriel normé est bornée si, et seulement si, pour tout voisinage V' de 0 il existe
A € R tel que A C AV, autrement dit si A est absorbé par tout voisinage de 0. Dans le
cas d’un espace vectoriel topologique, on conserve la méme définition. Ainsi, dans la Défi-
nition 2.1, le sens du mot borné est celui qui correspond a la structure d’espace vectoriel
topologique de C(U) et non a celle de 'espace métrique défini au paragraphe 1.

Proposition 2.2. Soient U un ouvert de C et A une partie bornée de C(U). Alors A est
également bornée dans C(U).

Démonstration. Comme la topologie de C(U) est métrisable, il existe, pour toute fonction
g de A, une suite {f,}52; de fonctions de A convergeant vers g. Si My := sup;c || f| x,
on a donc trivialement ||g||x < Mk. 0

Proposition 2.3. Soit U un ouvert de C. L’application f — [’ de H(U) dans lui-méme
transforme toute partie bornée en une partie bornée.

Démonstration. Soient A une partie bornée de H(U), K un compact de U et

My = sup || f] k-
feA

D’apres la propriété de Borel-Lebesgue, K est recouvert par un nombre fini de disques
fermés D(a;;r;) inclus dans U. Pour chaque indice j, il existe R; > r; tel que

D(aj;rj) C D(aj;Rj) cU.

La formule de Cauchy implique donc, pour chaque indice j et chaque f € A,

1 f(w)dw MR, B
|f'(2)] = f < 2 € D(aj,r;)).
2mi lw—a;|=R; (w—2)? (Rj — 1) ( 3o 1j )
Cela fournit immédiatement la propriété désirée. .

Théoréeme 2.4 (Montel?). Soit U un ouvert de C. Un sous-ensemble de H(U) est
compact si, et seulement si, il est fermé et borné.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Comme un compact
est toujours fermé, il suffit d’établir que, si A est une partie compacte de H(U) et si K
est une partie compacte que U, alors sup ¢ 4 ||f||x < 0o. Soit j tel que K C K. Il existe
une partie finie G de A telle que A C UgegB(g; 1/2711). Cela implique que, pour toute f
de A, il existe g € G telle que

min(L, I = gll,) _ 1
2 2j+1’

d’ou [|f — gllx < 5 et X
< = .
?23 1fllx <3 +r;1€aé<||gllz<

2. Paul Montel, 1876-1975.
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Montrons maintenant que la condition est suffisante. Nous utilisons a cette fin le
critére de Bolzano—Weierstrass : nous allons montrer que toute suite { f,, }52, d’une partie
fermée bornée A de H(U) admet une suite extraite convergente pour la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.

Soit donc {f,}>2, une suite quelconque de A. Nous devons montrer qu'’il existe une
sous-suite {fn}nen, telle que, pour tout compact K de U, ||f,, — fullxk — 0 lorsque m
et n tendent vers I'infini en restant dans N,. Considérons la suite {a,}72 des points de
U a coordonnées rationnelles. Comme { f,,(ag)}22, est bornée, il existe une partie infinie
Ny de N telle que {f,,(ao)}n, converge. La suite {f,(a1)}nen, étant bornée, il existe une
partie infinie Ny de Ny telle que { f,,(a1) }nen, converge. par itération, nous obtenons ainsi
I'existence d’une suite décroissante de parties infinies de N,

NONgDODN;D---DNg D=+,

telle que {fn(ap)}nen, converge pour p < k.
Définissons & présent une suite strictement croissante d’entiers {nj }72 , telle que nj, € Ny,
pour tout k > 0 : il suffit de choisir ng := inf Ng et

Npsr = inf (Nk+1 A [ + 1,00[) (k > 0).

En posant, pour simplifier I'écriture, g := fy,, on voit que {gx(ap)}3>, converge pour
tout p.

Soit maintenant K un compact de U. Nous allons montrer que, pour tout € > 0, il existe
N := N(eg, K) tel que ||gm — gnllx < € dés que min(m,n) > N. Comme A est borné, on a,
en vertu de la Proposition 2.3,

My :=sup ||g, ||k < oo.
n>=0

Soient alors 1 :=¢/(3Mk) et Upe g D(b; mp) un recouvrement de K par un nombre fini de
disques de rayon < n et de centres a coordonnées rationnelles. Pour m, n € N, z € K il
existe b € B tel que |z — b| < n et donc

9m (2) = gn(2)] < |gm(2) = g ()] + [gm (B) = gn ()| + |gn (b) — gn (2)| < e+ [gm (b) — gn ()],

ol nous avons employé la majoration
19¢(2) = ge(@)] < |z = bl lgpllx <MK < 56 (£=m,n).

Comme B est fini, il existe N = N(g, K) tel que supycp |gm(b) — gn(b)| < €/3 pour
m, n > N. Cela montre bien que la suite {g,}°2, est de Cauchy dans C(K) et achéve
ainsi la démonstration. O
Remarque. On sait qu’un espace vectoriel normé est de dimension finie si, et seulement
si, sa boule unité fermée est compacte. Comme H(U) est de dimension infinie et possede,
d’apres le théoreme de Montel, une boule unité fermée compacte, nous pouvons en déduire
que sa topologie ne provient pas d’une norme.

Corollaire 2.5. Soit U un ouvert de C. Toute suite bornée de fonctions de H(U) ayant
au plus une valeur d’adhérence pour la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact est convergente.

Démonstration. Soit A ’ensemble des valeurs prises par la suite. Le résultat est immédiat

si A est fini. Dans le cas contraire, A est compact et la suite a au moins une valeur
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d’adhérence. Elle est donc convergente en vertu d’une propriété générale des compacts
dans un espace métrique. O

Corollaire 2.6 (Vitali®®). Soit U un domaine de C et {f,}5%, une suite de H(U)
bornée pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact et telle que, pour
une suite convenable {z,}72, de points de U ayant au moins un point d’accumulation, la
suite { f,,(zp) }52, converge pour tout p > 0.

Alors {fn}32, converge dans H(U) pour la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact.

Démonstration. Toute limite de la suite {f,}72, est holomorphe d’apres le théoréeme de
Weierstrass et est déterminée sur un ensemble ayant au moins un point d’accumulation.
D’apres le principe du prolongement analytique, cette suite possede donc au plus une
valeur d’adhérence. La conclusion découle alors du Corollaire 2.5. O
Remarque. La conclusion du théoreme de Vitali est aisément mise en défaut dans le cas
d’une suite non bornée : la suite {z — (22)"}5 converge vers 0 sur D(0; 3) mais ne
converge pas dans H(D(0;1)).

Corollaire 2.7. Soit U un domaine de C et {f,}>2, une suite de H(U) bornée pour la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact et telle que, pour un élément a
convenable de U, toutes les suites {fy(bp) (@)} (p = 0) soient convergentes. Alors { fn }°2
converge dans H(U) pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Démonstration. Si g est une valeur d’adhérence de {f,}52, on a ¢%")(a) = lim,, o, fT(Lp) (a)

pour tout p en vertu du théoreme de Weierstrass. Le principe du prolongement analytique
fournit donc encore 'unicité d’une telle fonction g. O

3. Transformations holomorphes, représentations

conformes

La fonction exponentielle transforme une droite D en un cercle, une demi-droite ou une
spirale logarithmique, selon que D est verticale, horizontale ou oblique. Une homographie
peut transformer une droite en un cercle privé d’un point, et un demi-plan en un disque.

Nous nous intéressons ici aux contraintes selon lesquelles une fonction holomorphe
transforme une figure géométrique donnée. Nous en avons déja rencontré une : le théoreme
de l'application ouverte — Théoreme V.4.1.

Soit U un ouvert de C, et v un chemin différentiable de U. On dit que v : [a,b] — U
passe par w € U & vitesse non nulle s’il existe ¢ €]a, b[ tel que y(t) = w, 7/(t) # 0. Si
et 0 sont deux chemins différentiables passant par w = y(t) = §(s) a vitesse non nulle, on
dira que les courbes v* et 6* se croisent en w avec un angle 9 si

arg~y'(t) — arg d’(s) = 9 (mod 27).

Cette définition est en accord avec la représentation géométrique. Elle est invariante par
changement de paramétrage sous la condition que la vitesse reste non nulle.

Théoréme 3.1. Soient U un ouvert de C, f € H(U), w € U et v, deux chemins
différentiables passant par w a vitesse non nulle. Si f'(w) # 0, alors «y et ¢ se croisent en
w avec le méme angle que f o~ et f od au méme point.

Démonstration. On peut supposer sans restreindre la généralité que w = ~(0) = §(0).
Les vecteurs vitesses 7/(0) et §’(0) subissent, lorsque l'on applique f aux courbes, la

3. Giuseppe Vitali, 1875-1932.
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transformation linéaire d,, f. Or, du fait de I’holomorphie de f, cette application n’est
autre que l'opérateur de multiplication par f’'(w) # 0 : c’est une similitude directe, qui
conserve les angles. La vérification par le calcul est immédiate :

(f o)'(0) = f'(w)y'(0), (f00)'(0) = f"(w)d"(0),
arg{(f ©7)(0)} — arg{(f 0 9)'(0)} = arg~'(0) — arg d'(0).

0

On dit qu’une application du plan complexe est conforme en un point w si elle conserve

les angles de croisement de tout couple de chemins différentiables se croisant en w. Il

résulte de ’énoncé précédent qu’une fonction holomorphe est conforme en tout point ou

sa dérivée est non nulle. On appelle transformation conforme sur un ouvert U une fonction
holomorphe a dérivée partout non nulle.

Théoréme 3.2. Soient U un ouvert non vide de C et f € H(U).
(i) Si f est injective, f est conforme.
(ii) Si f est bijective, son application réciproque est également holomorphe.

Démonstration. Montrons le point (i). Supposons que f’(w) = 0. Alors on a, pour |z| assez
petit et un entier k£ > 1 convenable,

flw+2) = f(w) = 259(2)

ot 9 est une fonction holomorphe au voisinage de z = 0 telle que ¥(0) # 0. Il existe donc un
disque D, := D(0;r) avec r > 0 dans lequel 9(z) ne s’annule pas. Comme tout disque est
simplement connexe, il existe une fonction h € H(D,.) telle que 1(z) = h(z)* pour z € D,.
La fonction z — ¢(z) := zh(z) n’est pas constante. D’apres le théoreme de I’application
ouverte (Théoreme V.4.1), I'image (D, ) contient un disque D(0; ) avec p > 0. Pour
v € D*(0;p), Péquation f(z + w) = f(w) + v* possede alors au moins k solutions
distinctes, & savoir les solutions dans D, de zh(z) = ve?™/k pour 0 < j < k. Cela
contredit l'injectivité de f.

Pour établir (ii), nous observons d’abord que I’application réciproque g de f est continue
en vertu du théoreme de 'application ouverte. Soit w € f(U). Posant v := g(w), de sorte
que w = f(v), et n(h) := g(w + h) — g(w), on a alors n(h) — 0 lorsque h — 0, d’out

h=fog(w+h)—fog(w)=flv+n) —f(v)=nf(v)+o(n)

et done (h)  glwt )~ g(w) |
1 g(w+h) — g(w
h h Foyrom 0
Ainsi g est différentiable en w et ¢ =1/f' o g. O

Une application holomorphe dont la réciproque est également holomorphe est dite bi-
holomorphe.

Définition 3.3. Soient U et V deux ouverts de C. On appelle isomorphisme holomorphe
de U sur V une bijection holomorphe de U sur V. Lorsque U =V, on dit qu’une bijection
holomorphe de U sur lui-méme est un automorphisme holomorphe.

Le Théoreme 3.2 implique évidemment que tout isomorphisme est bi-holomorphe.
Il est facile de déterminer tous les automorphismes de C.

Théoreme 3.4. Une fonction entiére f est un automorphisme de C si, et seulement si,
on a f(z) =az+b avec a # 0.

Démonstration. Observons d’abord qu’un polynome de degré 1 est trivialement un
automorphisme de C.
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Etablissons la réciproque. Comme f est entiere, z = 0 est un point singulier isolé de la
fonction g(z) := f(1/z). Si cette singularité est essentielle, alors, en vertu du théoreme de
Casorati-Weierstrass (Corollaire VI.2.5), g(D ~ {0}) est dense dans C et rencontre donc
I'ouvert g(C~ D). Cela contredit I'injectivité de f. Il s’ensuit que z = 0 est une singularité
polaire de g, autrement dit que |f(z)| est a croissance polynomiale. Cela implique que f
est un polynome, donc nécessairement de degré 1 puisque le théoreme de Rouché garantit
que I’équation f(z) = w possede en général deg f solutions. O

Le probléeme de la représentation conforme consiste, d’'une maniere générale, a déter-
miner dans quelles conditions deux ouverts donnés sont isomorphes. Le résultat suivant
fournit un contre-exemple important.

Théoreme 3.5. Le plan C et le disque unité ouvert ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Si f : C — D(0;1) était un isomorphisme holomorphe, alors f serait une
fonction entiere bornée, donc constante, donc non injective. O

Le théoreme suivant garantit que les conditions minimales nécessaires pour qu’un
domaine du plan soit isomorphe au disque unité sont aussi suffisantes.

Théoréme 3.6 (Riemann). Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un domaine
du plan soit isomorphe au disque unité ouvert est qu’il soit distinct de C et simplement
connexe.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire puisque, si f : D := D(0;1) - U
est un isomorphisme et si h € H(U; C), alors z — f’(z)ho f(z) est une fonction holomorphe
sur D, donc possede une primitive g, puisque D est simplement connexe. Or, 'identité
g (2) = f'(2)h o f(2) (z € D) équivaut a h(w) = F'(w)g’ o F(w) (w € U) avec F := f~1.
Ainsi h possede une primitive, et 'on conclut grace au Théoréme V.6.3(iv).

Nous allons a présent montrer que la condition est suffisante. La démonstration se
décompose en trois étapes essentielles.

E’tape 1 : il existe au moins une fonction holomorphe bornée et injective sur U. En
effet, soit @ € C ~ U. Alors il existe sur U une détermination holomorphe, disons
g(z), de log(z — a). Cette fonction g est injective sur U car ¢g(z) = g(w) implique
z—a=e9%) =9 = — g, donc z = w.

Soit zp € U. Comme ¢'(z9) = 1/(20 — a) est non nulle, g est injective au voisinage de
2o et prend donc sur D toutes les valeurs d’un disque convenable de centre g(zp), disons
D(g(20);r). Alors V := 2mi 4+ D(g(20);7) ne rencontre pas g(U) puisque, dans le cas
contraire, on aurait g(z) = g(w) + 2mi pour des valeurs distinctes z et w de U, ce qui
impliquerait z = w par exponentiation. La fonction A définie sur U par

1
9(2) — g(z0) — 2mi’
et dont le module ne dépasse pas 1/r, répond donc a la question.

Etape 2 : pour tout b € U, l’ensemble A, des fonctions holomorphes sur U qui sont
injectives ou constantes, de module n’excédant pas 1 et nulles en b, est un compact non
vide de H(U), sur lequel lapplication ¢ : f +— | f'(b)| atteint son mazimum. On a en effet
Ay = ENFNG ou E est 'ensemble des fonctions holomorphes injectives ou constantes
sur U, et

F::J{(U)ﬂ{f:U%C:sgp]f(z)\<1}, G=HU)N{f:U = C: f(b) =0}

(3-1) h(z) :=

D’apres le Corollaire 1.5, E est fermé dans H(U), et F' est compact d’apreés le théoréeme
de Montel. Comme G est évidemment fermé, on obtient bien que A, est compact. Il reste
a établir que Ay n’est pas vide : la fonction

h(z) — h(b)

Z T
1 —12h(2)h(b)

I
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otl h est définie par (3-1), est une injection de 4.4

Etape 3 : si f est un élément de Ay tel que o(f) = | f/(b)| soit mazimal, alors f(U) = D.
Le théoréme de I’application ouverte implique que f(U) est un ouvert contenu dans D,
donc dans D. Il suffit donc de montrer que f(U) D D. Raisonnons par l’absurde et
supposons l'existence d’un point w € D ~ f(U). Alors la fonction g définie par

_fE)-w
= e

ne s’annule pas sur U, donc y posséde une racine carrée holomorphe, disons z — ~(z).
Nous allons montrer que la fonction définie par

Fle) o 1) =70

C1=(2)y(b)

est alors un élément de A, tel que |F'(b)| > |f'(b)|, ce qui est absurde. On a en effet
successivement

¥(0)? = g(b) = ~w, |y(b)] = |wl,
(1= [w*)f'(2)

(e () = SIS o000 = (- Py ),

B ¢ N 5 S T B
PO = empe s TSI heR T Tl
o) = 2T gy s ).

2/l
g
Ezemples. (i) f(z) := (142)/(1—2) est un isomorphisme du disque unité sur le demi-plan
Rez > 0. En effet, ona w = f(z) & 2= (w—1)/(w+ 1), donc
|zl <1e|w+1)? —|w—1]* = 4Rew > 0.

(i) g(z) = 2?2 est un isomorphisme du demi-plan Re z > 0 sur C\] — 0o, 0]. L’application

'_><z+1>2 1= 4z
z—1 (2 —1)2

est donc un isomorphisme du disque unité sur C\] — oo, —1].

Corollaire 3.7. Deux domaines simplement connexes distincts de C sont isomorphes.
Deux domaines simplement connexes de C sont homéomorphes.

Démonstration. La premiere propriété est immédiate puisqu’un domaine simplement con-
nexe distinct de C est isomorphe au disque unité. Cela implique donc la seconde assertion
sauf si 'un des deux domaines est C. Or il est facile de construire un homéomorphisme
de C sur D, par exemple lapplication z — z/{|z| + 1}. O

Remarque. Cette propriété de nature purement topologique n’a jamais pu étre établie
directement.

4. Nous utilisons ici le fait que, pour a € D(0;1) l'application z — (z — a)/(1 — @z) applique le
disque unité sur lui-méme.
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et les séries entieres

1. Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que trois nombres complexes
a, b, ¢ soient dans cet ordre les affixes des sommets d’un triangle équilatéral orienté dans
le sens positif est que l'on ait a + jb+ j2¢ = 0, ou j := e2™/3,

2. Résoudre sur C I'équation 2% — (3 — 2i)z + (5 — i) = 0.
3. Résoudre sur C les équations 23 +1 =0et 2 —i = 0.

E’ uation du troisieme degré. On con81dere I'équation 22 — 15z — 4 = 0 sur C.
Montrer que, Sl 2z =wu+v, alors 2% — 3uvz — (u +v ) =0.
Déterminer u? et v® de sorte que 3uv = 15 et u3 + v3 = 4.

(a
(b

)
)
( ) (i) Calculer (2 +4)®. En déduire toutes les valeurs possibles de u dans C satisfaisant

systeme d’équations (b) et tel que Sm (u3) > 0.

(ii) En déduire toutes les valeurs possibles pour le couple (u,v).

(iii) Résoudre sur C 'équation 23 — 15z — 4 = 0.
5. On sait que toute similitude (composée d’une rotation et d’une homothétie) directe du
plan est représentée par 'opérateur de multiplication par un nombre complexe non nul .
Soit ABCDFE un pentagone régulier centré en 0. On désigne par A’ le milieu de AB, B’
le milieu de BC, etc. A quel nombre complexe « correspond la similitude directe o du
plan qui transforme ABCDFE en A'B'C'D'E’?

6. Soient n > 1 et P(2) = 2" + a;2" '+ --- 4+ a,_12 + a, un polynéme a coefficients
complexes dont les coefficients a; (1 < j < n) ne sont pas tous nuls. On pose

Qz) :=2" — |a1|z”_1 — o —ap—1|z — |an|

et 'on considere la fonction f définie sur |0, 0o[ par f(z) := Q(x)/z™.

(a) Montrer que f est strictement croissante. En déduire que 1’équation f(x) = 0 possede
sur RT* une unique solution 3.

(b) Soit « une racine complexe de P. Montrer que, si a # 0, alors Q(|a]) < 0 et donc
f(Ja|) < 0. En déduire que |a| < 8.

(c) Application. Soit P(z) := 2* + %z + % Montrer que toutes les racines complexes de
P sont de module inférieur ou égal a 1.
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7. (a) Pour |z| = 1, montrer que, pour tout a,b € C tels que bz +a # 0, on a

‘az—i—b

a ‘:1.
bz+a

(b) Vérifier que si I'un des deux nombres complexes s et w est de module 1, alors

‘S-—TU

’ =1, (5w # 1).

1—sw

8. (a) Soit f : C — C, holomorphe en zy. On pose f(z) = P(x,y) + iQ(x,y) ou P et Q
sont a valeurs réelles. Montrer que

|f'(z0)] = | grad P(z0,y0)|| = | grad Q(zo,yo)||

ol la norme est la norme euclidienne de R2.

(b) On suppose que f est holomorphe sur un domaine non vide U, et qu'il existe une
fonction ¢ € C1(R; R) telle que P(x,y) = poQ(x,y) pour tous x,y tels que z = z+iy € U.
Montrer qu’alors f est constante.

9. Déterminer une fonction f(x + iy) = P(z,y) + iQ(x,y) holomorphe sur C satisfaisant
a f(0)=0et P(x,y) = 23 + 622y — 3zy? — 293
Méme question avec P(z,y) = xcoszchy + ysinzshy.

10. (a) Montrer que les équations de Cauchy—Riemann s’écrivent en coordonnées polaires
0P, =Qy,  0Q,=—Pj.

(b) Déterminer g € H(C*) telle que |g(z)| = 1. Application : déterminer f € H(C) telle
que | f(2)] = |z[%e”.

11. Dans cet exercice, on suppose que les fonctions holomorphes considérées sont de
classe €2.(1)

(a) Montrer que, pour toute fonction f holomorphe, on a (f)L(2) = fL(2) = f'(2).

(b) Soient f1,..., fn, des fonctions holomorphes sur un domaine U de C telles que
Zlg i<n |f;|* est constante. En appliquant opérateur 9?/9z0z, montrer que chacune
des f; est constante.

12. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

(a) anz” (k € R); (b) Z(lnn)kz” (k € R);

n=1 n=2
(€) Y e 2" (aeR); @) D e (n)2" (a, BER).
n>1 n>1

, . s N 2
13. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) -, 2" .
=

1. C’est en fait toujours vrai, et ce sera établi ultérieurement dans le cours.
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14. Sachant que le rayon de convergence de la série entiere | - a,z"™ vaut R, déterminer
=

: Ars i 3 . 2.n 2n+1 n

celui des séries entieres suivantes : Y 5 an2", D0 S ganz s 2onsolan/(1+ lan|)}z".

15. Sachant que les séries entieres ano apz" et Zn>0 b, 2" possedent respectivement
R et r comme rayons de convergence, trouver des minorants de ceux des séries entieres

ano(an +b,)2", Zn>0 anbn 2™ et Zn>0 CnZ™ avec cp 1=y, (b

16. Déterminer le comportement sur le cercle de convergence de la série entiere

Z n~%(In2n) P 2"

n>1

pour toutes valeurs des parametres réels a et 5.

17. Transformation de Borel. Soit f(z) :=}_, 5 ¢n2" une fonction développable en série
entiere dans un disque de rayon R > 0.

(a) Montrer que la série ), -;c,2"/n! a un rayon de convergence infini. Sa somme,
notée F(z), est appelée la transformée de Borel de f.

(b) Soit 0 < r < R. Montrer qu’il existe une constante M telle que, pour tout z € C,

on ait
Yo
sup‘ g —T;Z"
n!
0

< Mel#l/m,

(c) Montrer que, pour tout z € C tel que |z| < R, on a

() = /0 " P(ts) e tdt.
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Exercices sur les séries entieres et les

fonctions exponentielle et logarithme

18. Utiliser le théoreme d’Abel pour montrer que si > an, Y, by €t > ¢, sont trois

séries numériques convergeant respectivement vers a, b, c et si ¢, =) i<n ajb,_; pour
RVAS

tout entier n > 0, alors ¢ = ab.

19. Théoréme de Tauber (1897). On se propose ici d’établir la réciproque suivante du

théoreme d’Abel : si f(2) =3, 5 an2™ converge pour [z| < 1, si f(z) tend vers une limite

finie £ lorsque 2z — 1— et si ), .,y nay = o(N) lorsque N — oo, alors 3~ an = ¢.
On pose

G(z):= (e =1)/z, g(x):=-G'(z)={1+2z)e " —1}/2? (z > 0),
e ®/x, h(z):=—-H'(z)=(1+z)e "/ (x >0),

(a) Montrer que pour tout entier N > 1 on a

€™My = > an=—enl )+/0 g(x)eN(az)dx+/loo h(z)en (z) d.

o<n<N

(b) Montrer que supy |en(z)| = O(z) pour & > 0. Conclure en appliquant le théoreme
de la convergence dominée.

20. Sous groupes additifs de R.
Soit G un sous groupe additif de R. Montrer I’équivalence des trois propriétés suivantes.
(i) Tout point de G est point d’accumulation.
(ii) 0 est un point d’accumulation de G.
(iii) G est partout dense dans R.

21. Sous groupes discrets de R. Soit G un sous-groupe additif de R qui n’est pas partout
dense. Montrer qu’il existe un élément a de G tel que G = aZ, et donc que G est discret.V)

22. Pas de Rolle sur C. Montrer que le théoreme de Rolle ne s’applique pas aux fonctions
d’une variable réelle a valeurs complexes en donnant ’exemple d’une fonction dérivable
de R dans C qui prend la méme valeur en 0 et en 1, mais dont la dérivée ne s’annule
jamais.

1. On rappelle qu’une partie d’un espace métrique est dite discrete si chacun de ses points est isolé.
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23. Résoudre dans C I’équation cos z = %
24. En employant la formule du binéme, montrer que ¢* = lim,, (1 + z/n)" pour tout
z € C, la convergence étant uniforme sur tout compact.

25. Déterminer et représenter graphiquement chacun des trois ensembles suivants :
A:={z€eC: Y on>1 1/ sinnz converge}.
B:={z€C:|shz| <|chz|}.
C .= {z € C:limy,_s e "% = 0}.

26. La fonction définie par f(0) = 0 et f(z) = exp{—1/28} si z # 0 est-elle holomorphe
sur C?

27. Distinguer le vrai du faux en justifiant votre réponse par un raisonnement ou un
contre-exemple.

(i) Les seuls zéros de sin z sur C sont les multiples entiers de 7.

(ii) La fonction z — ch z ne s’annule pas sur C.

(iii) Tous les points fixes de z — tg z sont réels.

(iv) La série 3, -, (sinnz)/2" converge pour tout nombre complexe 2.

28. Dérangements. On note d(n) le nombre de dérangements d’un ensemble & n éléments,
i.e. le nombre des permutations de cet ensemble qui sont sans point fixe.

(a) Montrer que nl =3, ., d(k) (1)

(b) En multipliant les deux membres de 1’égalité précédente par z"/n!, trouver une
identité concernant le produit de deux séries entieres.

(¢) En déduire la valeur de f(2) :=3_, 5, d(n)z"/n! puis celle de d(n).

29. On désigne par log la détermination principale du logarithme complexe. Sur quel
ouvert U de C la fonction z — f(2) := log(z? +1) —log(z + i) — log(z — i) est-elle définie ?
Donner la valeur de f sur chaque composante connexe de U. On pourra considérer les
points z = te¥™/* et wy = te=3"/* lorsque t — oo.

30. Une condition nécessaire pour l’existence d’une racine carrée. Soit U un ouvert non
vide de C*. On pose ¢(z) = 22 pour z € C* et

Vi=p HU)={z€C": 2?2 c U}

Montrer que si V' est connexe, alors il n’existe pas de fonction continue f sur U telle que
f(2)? = z pour z € U. On pourra raisonner par l’absurde en supposant I'existence de f
et en introduisant g(z) := f(2?)/z.

Remarque. Lorsque U := C~\R™, on sait qu’il existe une fonction racine carrée. On vérifie
alors que V = C \ iR est non connexe.

31. Une condition nécessaire pour l’existence d’un logarithme. Soit U un ouvert non vide
de C*. On pose
Vi={ze€C:e* €U}

Montrer que si V' est connexe, alors il n’existe pas de fonction continue f sur U telle que
e/(?) = 2 pour z € U. On pourra raisonner par absurde en supposant Pexistence de f et
en introduisant g(z) := f(e*) — z.
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32. Soit U un domaine de C*. On suppose qu’il existe une fonction f € H(U) telle que
Re f(z) = In|z| pour tout z de U. Peut-on en déduire que f est une détermination du
logarithme sur U ? Que f'(z) = 1/z sur U ? Qu'’il existe une détermination du logarithme
sur U ?

33. Soit U := C ~ R™. On consideére la détermination principale du logarithme complexe
sur U.

(a) Calculer log(1 — e*>™™) pour 0 < ¥ < 1.

(b) Ecrire le développement en série entiere de log(1 — z) autour de 0.

(c) En appliquant le théoréme d’Abel & log(1 — re?™*) lorsque r — 1—, calculer

2mnd in 27nad
Z COS 27N ot Z SN 27N
n ™

n>1 n>1

pour 0 < 9 < 1.

34. La série entiere de la détermination principale de y/1 4+ z a l'origine converge-t-elle
normalement dans le disque unité fermé ?

35. Déterminer I’ensemble U des nombres complexes z pour lesquels I’expression
log (z +Vv1+ 22)

est bien définie lorsque log et /- désignent les déterminations principales du logarithme
et de la racine carrée dans C . R™. On note cette fonction argsh z.

(a) Calculer la dérivée de argsh sur U.

(b) Montrer que sh(argsh z) = z pour z € U.

(c) Ecrire le développement en série entiere de argsh z autour de z = 0.

36. Déterminer un ouvert U de C, que I'on choisira aussi grand que possible, sur lequel
on peut définir une fonction holomorphe f telle que cos f(z) = z et f([—1,1]) C R.

37. Soient U un ouvert de C et f € (U, C*). Montrer que si g € C(U, C*) vérifie g> = f,
alors g € H(U).

38. A quelle condition sur le nombre complexe z a-t-on loge®* = z lorsque log désigne la
détermination principale du logarithme complexe ?

39. Montrer que |log(1l + z)| < In{1/(1 — |2|)} pour |z| < 1. En déduire que, pour tous
a, B € C,il existe R = R(a, ) > 0 tel que (1+2)*# = {(1—{—2)0‘}[3 pour tout z € D(0; R).

40. Pourquoi la notation z* (z € C,a ¢ Z) est dangereuse. Expliquer précisément ou est
I’erreur dans la suite d’égalités

. log2 )
9 — elog2 _ g2im Sin — (e2”r) 2inr — | 2in = ].
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41. Développer la détermination principale logz en série entiere autour du point
zg = —1 4 i. Déterminer le rayon de convergence R de cette série. Est-il vrai que sa somme
vaut log z dans D(zp; R) tout entier ?

42. (a) Déterminer I'image de U := C \ [—1, 1] par l'application f: z+— (z —1)/(z + 1).
En déduire l'existence d’une détermination holomorphe de log f sur U.

(b) Montrer que la fonction g : U — C définie par g(z) := (z + 1) exp {5 log f(2)} est
une détermination holomorphe de la racine carrée de 22 — 1 sur U. Y a-t-il plusieurs telles
déterminations 7 Si oui, combien ?
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43. Soit f(z) = _,5¢anz" une fonction développable en série entiere dans un voisinage
[ o s .8 n

de lorigine. On pose A, := 3, ak. Montrer que la série entiere >, - A,2" a un

rayon de convergence non nul et calculer sa somme en fonction de f(z).

44. Formule de Taylor—Lagrange. Soit f une fonction analytique dans un ouvert U de C.
(a) Soit zp € U. Montrer qu’il existe r > 0 tel que l'on ait, pour tout z € D(zp;r) et
tout n € N,

(4) z . 2 — 20" 1 1
f) =Y [z0) gy B2 / (1— )" fD (2 + (2 — z9)) dt.

n!

(b) En déduire que, si [f"TD(2)| < M,41 pour |z — 2| < 7, alors on a en tout point
de ce disque

(4) ) _ n+1
f(z) = Z fjl('zo)(z—zo)ﬂ gMnH%

o<j<n U

o dt
45. Montrer que lintégrale F(z) := / et sin(2tz)7 définit une fonction analytique
0
dans un voisinage convenable de 1'origine. Montrer que F'(2) est une primitive de /7 S

46. Montrer que les séries de fonctions suivantes définissent des fonctions analytiques dans
des ouverts convenables de C :

@ Y e YU g e

n=0 ne”z n=0

47. Montrer que les fonctions

0 etz

f(z) = /0 mdt, g(z) := Z (z+1n)2

n=0

sont analytiques dans leurs domaines de définition respectifs. Montrer que g prolonge f.

48. Résoudre sur C I'équation différentielle f/(z) = (2 — 1)2f(z) de deux manieres :

(a) En cherchant a priori f comme une fonction analytique que 'on développera en
série entiere autour d’un point convenable ;

(b) En multipliant I'expression f’(z)— (2 —1)?f(z) par un facteur qui en fait une dérivée
exacte.
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49. Formule de Gutzner.
Soit f(z) = >_,5an?" une fonction analytique dans le disque D(0; R).
(a) Montrer que pour tout r €0, R[, on a

1 27 .

3 | 1R = Y
n>0

(b) On pose M(r) :=sup, <, [f(2)| (0 <7 < R). Montrer que

Z lan|?r®™ < M(r)2.

n=0

50. Soient U un domaine de C, f € A(U) et a € U. Montrer que si |f| ou arg f est
constant au voisinage de a, alors f est constante sur U.

51. Soient D := D(0;1) et f € A(D,C*). Montrer qu’il existe une suite {2, }22, de points
de D telle que |z,| — 1 et {f(z,)}32, est bornée. On pourra appliquer le principe du
maximum a 1/f.

52. Soient U un domaine borné du plan et f € C(U,C) NA(U,C*). Montrer que si | f| est
constant sur U, alors f est constante.

53. Lemme des trois cercles de Hadamard. On dit qu’une fonction réelle x — g(z) définie
et positive sur un intervalle I est log-conveze si In g(x) est une fonction convexe de Inz,
autrement dit si, pour tous > 0,y > 0,a > 0,b > 0, a+b =1, on a g(z*y®) < g(x)%g(y)’.
Soit f une fonction analytique sur un ouvert U contenant la couronne fermée

D(0;r,R):={2€C:r<|z| <R}

avec 0 <r < R. On pose M (p) := sup, -, |f(2)| (r < ¢ < R). En appliquant le principe

du maximum & z™ f(2)", montrer que M (p) est log-convexe sur [r, R]. On pourra faire
intervenir le nombre réel o défini par r*M (r) = R*M(R).

54. Mazimum sur le bord d’un ouvert non borné. o
(a) Soient U un ouvert de C non borné et différent de C et g € C(U) NA(U) telle que

lim g¢(z) =0.
|z]—o0
zeU
En appliquant le principe du maximum a g sur Ur := U N D(0, R) lorsque R — oo,
montrer que, pour tout z € U, on a |g(z)| < sup,,cay lg(w)].
(b) Soit U un ouvert de C, non borné, contenant 0 et différent de C, et f € C(U)NA(U)
une fonction bornée.

(1) Soit z € U~{0}. Montrer que |f(z)| < max {|f(0)|,supw63U |f(w)|} On pourra
choisir € € ]0, |z|[ tel que D(0,e) C U et, pour n € N*, appliquer le résultat de la question
précédente A la fonction g définie sur U* := U \. D(0,¢) par g(w) := ef(w)" /w.

(ii) Montrer que, pour z € U, on a |f(z)| < sup,,ecay | f(w)].
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55. Polynomes unitaires de norme minimale. Soit P un polynéme a coefficients complexes,
unitaire et de degré n > 1. On pose || P||o = sup_; <, <; |P()|. En appliquant le résultat
de l'exercice 54 a la fonction

flo) = L P(L”Z)

" 2
) . 1
sur I'ouvert non borné U := {z € C : |z| > 1}, montrer que || Pl = o0
56. Théoréeme de Phragmén-Lindeldf. On note z la détermination principale de cette
fonction sur C N R™.
Etant donnés des parametres réels x1 et xo vérifiant 1 < xo, on définit la demi-bande
B = B(x1,22) := {2 € C: 21 < Re z < x2, Sm z > 1} et 'on se donne une fonction

f € A(B) N C(B) telle que, pour tout € > 0, il existe C. > 0 vérifiant
[f(z+iy)| < Coexpley)  (z+iy € B).

(a) Montrer que, si supyp |f(2)] < M, alors sup,cp |f(2)] < M. On introduira, pour Y
assez grand, le domaine rectangulaire By := BN{z € C: Ym z < Y} et 'on considérera
la fonction F': By — C définie par F'(z) = f(z) exp(2¢ciz).

(b) Soit z + k(z) une fonction polynomiale de degré 1 a coefficients réels, et & : B — C
la fonction définie par ®(z) = (—iz)**). Montrer que, pour z = = + iy € B, on a
In|®(2)| = k(x)Iny + O(1).

(c) On suppose que

fler+iy) = O ™),  flea+iy) = O ™)  (y=>1).

Montrer que l'on a

fz +iy) = O(y*™)
uniformément pour z; < =z < z5. On pourra appliquer, en utilisant I’estimation établie
au point (b), le résultat prouvé en (a) a la fonction G(z) = f(2)/®(z).

57. Points singuliers et réguliers. Soit f(z) = Y., a,z™ une série entiere, de rayon de
convergence R > (. On dit qu'un point zg de module R est régulier s’il existe une fonction
analytique g définie sur un voisinage V' de zp qui coincide avec f dans 'intersection de V'
et du disque de convergence. Un point du cercle de convergence qui n’est pas régulier est
dit singulier.
(a) Si les a,, sont positifs, montrer que zop = R est un point singulier en adoptant le plan
suivant :
(i) Montrer que, s’il existe r €]0, R[ et une fonction g développable en série entiere
sur D(R;7) et coincidant avec f dans D(0; R) N D(R;r) alors la série de Taylor de f
autour du point R — r/4 posseéde un rayon de convergence > 3r/4.
(ii) Ecrire cette série de Taylor au point R+ r /4 comme une série double a termes
positifs.
(iii) Déduire une contradiction en appliquant le lemme d’interversion des séries
doubles (Lemme 11.2.3).
(b) Est-il possible que "7 ja,z{ converge et que zy soit un point singulier ? Est-il
possible que > "7 a,z{ diverge et que zo soit un point régulier ?
(c) Montrer que l’ensemble des points singuliers du disque est fermé.
(d) Soit f(z) = Do, 22", Montrer que, pour tous p € Z, k € N* on a
lim,_,,_ | f(re*™®/ 2;3)| = 00. En déduire que tous les points du cercle unité sont singuliers
pour f.
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58. Montrer que pour tout lacet v de U := C \ [0, 1], on a
dz
L 2(z—1) 0

59. La fonction holomorphe f(z) := z/(2? + 1) admet-elle une primitive sur le domaine
U:={z€C:|z|>2}7

60. (a) Soit yg le chemin fermé dont le support géométrique est le bord du demi-disque

supérieur de rayon R > 1 centré a 'origine. Calculer fw e dz /(2% +1).

(b) En déduire la valeur de I := [ (cost)dt/(1 + t2).4

61. Soient U et V deux domaines de C tels que U NV soit connexe. Montrer que toute
fonction f € C(U U V,C) qui vérifie f,y f(z)dz = 0 pour tout lacet v de U ou de V
vérifie également cette méme relation lorsque v est un lacet de U U V. Montrer par un
contre-exemple simple que le résultat est en défaut si U NV n’est pas connexe.

62. Soit o > 0. Montrer que la fonction f définie par f(z) := (e* — e'%)/z est enticre.
En intégrant f(z)dz le long du bord du quart de disque {z > 0,y > 0,22 + 3% < R?} et

en faisant tendre R vers l'infini, trouver la valeur de 'intégrale

I(a) :: cost — cosat e
0 t

63. (a) Calculer le rayon de convergence en z = 0 de la série de Taylor de la fonction
f(z) = z/{e* =1}

(b) Méme question pour g(z) := 22/{chz — cosz}. On pourra utiliser la formule
cosp —cosq = —2 sin{%(p + q)}sin{%(p —q)} pour p, g € C.

64. Formule de Cauchy pour la dérivée n-iéme. Soient U un ouvert de C, f € H(U), v un
lacet de U tel que I(y) C U, z € U~ ~" et n € N*
(a) Montrer que la fonction g définie sur U par

(4) ,
-2 1w~ ¥ L@@ -2y} swzs
g(w) = o5
£ ()

m Sl w = Zz,
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est holomorphe sur U.
(b) Montrer que

f (2 1 f(w) dw
H(z7) n!( : - 2mL (w(— )z)n+1'

65. Soient r > 0 et a,b € D(0,7). Calculer

e*dz
T(a,8) = f{ﬂ:r =P —b2

66. Intégrales de Fresnel.()(a) En intégrant la fonction z — e~ sur le bord du triangle
de sommets 0, R, (1+14)R, montrer la convergence de l'intégrale impropre I := [ e~ dt

42
et calculer sa valeur. On rappelle que [~ e™" dt = /7.
(b) En déduire les valeurs des intégrales de Fresnel

C’::/ cos(t?)dt, et S::/ sin(t?) dt.
0 0

67. Soit f une fonction entiere telle que |f(z)| < +/|z|] pour tout z € C. Montrer que
f=0.

68. Démontrer le principe du maximum comme une conséquence du théoreme de
I’application ouverte.

69. Démontrer le théoreme de Liouville en utilisant la formule de Cauchy pour montrer
que la dérivée d’une fonction entiere bornée est identiquement nulle.

70. Soient D := D(0;1) et f € H(D,C*). Montrer qu'il existe une suite {z,}°2, de
points de D vérifiant d’une part lim, o |2,| = 1 et d’autre part sup,,> | f(zn)| < 00, i.e.
{f(zn)}52, bornée. On pourra appliquer la formule de la valeur moyenne & 1/f sur un
cercle de centre 0 et de rayon r < 1.

71. Soit f une fonction holomorphe dans un domaine contenant le disque unité
fermé D(0;1). En calculant de deux facons différentes les intégrales

AVIERs LG,
7|4Z|=1<2+Z+Z) z 4 fI{z:1<2 Z> z dz,

montrer les formules

1 1
/0 F(e®™) cos?(m9) A = 1 £(0) + 1 £/(0), /0 F(e™)sin?(r9) d = L £(0) — 1 £(0).

1. Augustin Jean Fresnel, 1788-1827.
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72. Lemme de la partie réelle. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert contenant
le disque fermé D(0; R). On suppose que f(0) =0 et que Re f(z) < A pour |z| = R, avec
A>0.

(a) En appliquant le principe du maximum & ef(*), montrer que Re f(z) < A pour
|z| < R.

(b) Montrer que la fonction g(z) := f(z)/{24 — f(2)} est bien définie pour |z| < R et
vérifie [g(z)| < 1 dans ce disque.

(c¢) En appliquant le lemme de Schwarz a g, montrer que

(2] < R).
73. Montrer qu’une fonction entiére de partie réelle bornée est constante.

74. Soit U := {2 € C:Qmz > 0} et f € H(U). On suppose que f est prolongeable par
continuité a l'intervalle ]0, 1] et que f(z) =0 pour 0 < x < 1. Que peut-on dire de f ?

75. (a) Déterminer toutes les fonctions holomorphes sur D := D(1;1) telles que I'on ait
f(1+1/n) =1/n% pour tout entier n > 2.
(b) Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f € H(D) et f(1/n) =1/n% (n>2);
(i) g € H(D) : f(2) = 2% + g(2) sin(n/2) (2 € D).

76. Soit w € C*. On veut montrer que 1’équation e* = wz posseéde au moins une solution
sur C. A cette fin, on raisonne ’absurde et I’on suppose que la fonction f définie par
f(2) :=€* —wz ne s’annule pas sur C.

(a) Montrer qu’il existe g € H(C) telle que f = e9.

(b) En appliquant le lemme de la partie réelle, montrer que g est un polynéome de degré
au plus 1.

(c) Conclure.

77. (a) Soient R > 0, Dg := D(0;R) et f € H(Dpg;C*). En appliquant la formule de
Cauchy & une détermination de log f sur Dp, montrer que 'on a, pour tout r €]0, R],

1 .
ln|f(0)|:/0 ln|f(re2mﬁ)]d19.

(b) En appliquant le résultat précédent a f(z) := (1 — 2)/(2i) avec R < 1, établir la
formule

1
/ Insin(md) dv = —In 2.
0

78. Points singuliers et réguliers (suite). On rappelle les définitions, données a l'exer-
cice 57, des points réguliers et singuliers pour la somme d’une série entiere de rayon de
convergence fini. Montrer qu’une telle série entiére posséde au moins un point singulier.
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79. Soient a > 0, b > 0. Déterminer un lacet de C dont le support géométrique est
Iellipse d’équation 22 /a?+%2/b? = 1. En calculant de deux manieres différentes I'intégrale
I:= [ dz/z, montrer que

/27r d19 B 21
o aZcos?V+ b2sin®Y  ab’

80. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage de l'origine telle que la série
Yonsof (")(0) soit convergente. Montrer que f se prolonge en une fonction entiere.

81. On cherche a établir un théoreme du type : si f et g sont holomorphes et composables et
si gof est constante, alors f ou g est constante. Faut-il pour cela supposer que le domaine
de définition de f est connexe 7 Que celui de g est connexe 7 Démontrer le théoréme sous
une hypothese adéquate.

82. Soient U un ouvert simplement connexe et f € H(U) une fonction possédant un
nombre fini de zéros z1,...,zy sur U. Montrer qu’il existe des nombres entiers positifs
ai,...,ay et une fonction g € H(U) telle que f(z) = e9*) Hé\f:l(z —z;)% (z € U).
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83. Donner le développement de Laurent de f(z) := 1/{(z — 1)(2 — 2)} : (a) dans la
couronne D(0;1,2); (b) dans la couronne |z| > 2.

84. Déterminer toutes les fonctions f : C — C satisfaisant aux quatre conditions suivantes.
(i) f est holomorphe en tout point excepté un pole double en z = 0, et deux pdles
simples en z = +i. De plus Rés (f; —i) = 2i.
(ii) On a f(z) = f(—2) pour z € C \ {0, %i}.
(iii) f(1) = 1.

(iv) La fonction z — f(1/z) possede un zéro d’ordre 2 en z = 0.

85. Soient P:={z€ C:Rez >0} et f € H(D*(0;1), P).
(i) Montrer que 0 n’est pas une singularité essentielle de f.
(ii) Montrer que 0 est un point régulier de f.

86. Soit r €]0, 27[. Calculer

1
I,(z):= I ‘ w ! dw (neN, zeC).

w|=r

87. Formule de Victe.!) Soit P(z) = >i—gciz’ € C[z]. On suppose que ¢ # 0 et

on désigne par {zj}?zl les racines, distinctes ou non, de P. En considérant l'intégrale

curviligne
Pl
?{ (2) 4.
zj=r 2P (2)

avec R assez grand, établir la formule 377 | 1/2; = —c1/co.
Montrer plus généralement que, pour toute fonction g € H(C), on a

i g™ (0)f*~1(0)

;g(l/zj):ng(O)— k"(k’—l)'

k=1

avec f := P'/P.

1. Frangois Viete, 1540-1603.
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88. Soient U un ouvert de C et g, h € H(U). On pose f(z) := g(2)/h(z).
(a) Montrer que si a € U est un zéro double de h, alors

gy _ 29'(a)  2g(a)h™(a)
Rés(f:0) = Jitay ~ " swiay?

(b) Application. Calculer Rés (f;0) pour g(z) = e*/(shz)?.

89. Soit D le disque unité ouvert et f une fonction holomorphe dans un ouvert contenant
D, telle que |f(2)] < 1 pour |z] = 1.

(a) Montrer que f possede un unique point fixe zg € D.

(b) Plus généralement, montrer que pour tout entier n > 1 I’équation f(z) = z" possede
exactement n solutions dans D.

90. Soient a > e, et n € N. Déterminer le nombre de zéros de f(z) := e* — az" situés dans
le disque unité fermé.

91. Soit A €]1, 00[. Montrer que la fonction f(z) := A — z — e™? possede un unique zéro,
nécessairement réel, dans le demi-plan fe z > 0.

92. Soit D le disque unité ouvert et a, b € D. Montrer que 1’équation

9 z—a)3:b
: (1—62’

possede exactement cinq racines dans D.

93. Généralisation du théoréme de Lagrange. Soit f une fonction holomorphe dans un
voisinage de l'origine, telle que f(0) # 0. Pour |v| et r assez petits, on désigne par z(v)
la solution de I’équation vf(z) = z dans D(0;r). Montrer que pour toute fonction g
holomorphe au voisinage de 0 et |v| assez petit, on a

9(2(v)) = g(0) + Y _ bp”

n>1

by = [dn_l{g/(z)f(z)”}] (n>1).

| n—1
n! | dz 220

avec

94. Développement en série de Lagrange de la plus grande racine d’un polynome.

Soit P(z) := Zogg‘gk a;z’ un polynome a coefficients réels, de degré k > 1 et tel que
ar > 0. On pose P(z) = 2*P(1/2) = aj, + ap_1z + - - - + ag2".

(a) Montrer que pour ¢ > P(0), I'’équation P(z) =t possede au moins une racine réelle
positive. On désigne par x(t) la plus grande de ces racines réelles.

(b) Montrer que, pour ¢ assez grand, y(t) = 1/z(t) est solution de P(y)'/kt=1/* = y.

(¢) En appliquant le résultat de I'Exercice 93 avec f(z) := P(2)Y/* et g(z) := P(z)~/*,
ou la racine k-iéme est prise en détermination principale, montrer que ’on a pour ¢ assez

grand R
£ N1k P0) en
0) 0 =
avec d 41
1 n ~
= P(z)"/*
¢ n- (TL+ 1)' l:dzn—i-l (Z) :|z—0
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95. Une application du théoréeme de Rouché au calcul asymptotique.

(a) Montrer que, pour tout ¢ > 0, I’équation ze® = t possede une solution unique
x = z(t).

(b) Montrer que, pour t assez grand, y(t) := z(t) — Int + Inlnt €]0, 1.

(c) Montrer que, pour ¢ assez grand, y(t) est 'unique solution dans le disque |z| < 7 de
I'équation 1 —e™* + Az — pu =0, ou l'on a posé A :=1/Int, pn:= (Inlnt)/Int.

(d) Montrer que

1 z(e7* 4+ A)

t) = — dz.
y() 211 ‘Z|:7r1—€7z+)\2’—/1, i

(e) Montrer que l'on a, pour t assez grand,

Pi(Inlnt)

z(t) =Int —Inlnt + Z (n i)k
n

kx1
ol P est un polynome de degré k. Calculer P;.

dv

27
96. Calculer [ := _—.
alenier /0 1+ cos?d

97. Etablir les relations suivantes en appliquant le théoréeme des résidus.

27
de 2ma
- b
@ /o {a+bcosz}? (a2 — b2)3/2 (0<b<a),

27 . 2
(sinz)? dz o
b _ 0t
) /0 a+bcosr q++aZ— b2 (0<b<a),
27 9
cos(2z) dz 2ma
= 1).
R /0 1—2acosx+a?2 1—a2 (la] < 1)
. oo dx
98. Soient a > 0, b > 0. Calculer I(a,b) := /0 FTAETE

S
99. Soient a > 0, b > 0. Calculer I(a,b) := / % x.
o z%+b

100. Montrer que

[e.o]
)
/ - de =~ o
o l+z sin(27/5)
en intégrant f(z) := z/(1 + z°) le long du bord du secteur circulaire

Spi={re”:0<r<R,0<p<2r/5} (R>0).

101. Soient a > 0, A € R. Montrer que 'on a

/OO cos(Ax) d msin(Aa)
PV Q= LA
o chx+cha sh(mA)sha

en intégrant la fonction f : z ++ e**/(ch z 4 cha) le long du périmetre du rectangle de
sommets £+ R, £ R + 27 avec R > 0 assez grand.
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o0
1
102. Calculer 1 :—/ idm.
o (1+a?)

103. (a) Soient zg € C, 11, 3 des nombres réels tels que 0 < ¥ < ¥ < 2w, ¢ > 0 et

ve Parc de cercle {z € C: 91 < arg(z — 29) < U2, |z — 29| = €}. Montrer que pour toute
fonction méromorphe f ayant un pole simple en zg on a

lim [ f(z)dz =1i(J2 —¥1) Rés(f;20) .
Ve

e—0
oo s
SN T
I:= dz
0 X

en appliquant, pour R > ¢ > 0, le théoréme des résidus & g(z) := €% /2 sur le bord de la
demi-couronne D(0;e, R) N {z : Im z > 0}.

(b) Calculer

104. Calculer I := [*(Inwz)dz/{z? — 1} en généralisant convenablement la propriété
établie a 'Exercice 103(a) et en intégrant, lorsque la détermination du logarithme est
définie sur C \ R avec arg z €0, 27|, la fonction méromorphe f(z) := (log 2)?/(22 — 1)
sur le lacet v =y, *y2 xy3 %y, * 75 *75 ou

() = 771_1)161+{€ei19 <Y< 2 —n}
75 = lim [e +in, B+ in]
75 = lim {Re™ in <9 <27 =},
vi = lim [1+e—in, R —in),
7 = T {1 4ee” 740 <V < 27—},

e
| 76 = lim [e —in,1—e —in]

lorsque 0 < e <1, R> 2.

105. Formule de Jensen.(?)
(a) Soit R > 0 et D := D(0; R). Montrer que si f € TJ{(DR, C*), alors il existe sur Dg
une détermination holomorphe de log f. En déduire que I’on a pour tout r < R

27
/O] = 5 [ nlfre’) de

(b) Montrer que fo% In [1—e®|d¥ = 0. On pourra appliquer la formule établie en (a) avec
f(z) =1—z pour R < 1 et opérer un passage a la limite que I’on justifiera soigneusement.

(c) On suppose maintenant que, pour r €]0, R[ fixé, f posseéde exactement n zéros
comptés avec multiplicité, disons aq,...,a, dans D(0,r) et que f(0) # 0. On pose

N(o)=Hjeln]:lajl <o}l  (0<eo<r).

Montrer la formule de Jensen
n

_ T )= TN o L [T i
T =i+ [ S o [l a

lax 2

2. Johan Ludwig William Valdemar Jensen, 1859-1925.

In|f(0)] +ln(
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On pourra définir m tel que max;<., |aj| < r = |ag| (m < k < n), introduire la fonction
n

m 2 = )
F(z):= f(z)H ! d H 4 , comparer In|F(z)| a In|f(z)| pour |z| = r et

e r(a; — z) o T #

utiliser la relation établie en (b).

106. Soit @ > 1. Montrer que ’'on a

/°° de 7/a
o r*+1  sin(r/a)

en intégrant, apres 'avoir correctement définie, la fonction z — f(z) := 1/(142%) le long
du lacet yg constitué du segment [0, R], de I'arc de cercle {Re™ : 0 <9 < 27/al, et du
segment [Re2’”/°‘,0].

107. Etablir la validité des deux relations suivantes pour a > 0, n > 0.

(a) /OOO xsin(nm) do — m(l— e_"“")7

(a? + x?) 2a?

* cos(nz) T pa/3 . (MG T
: e (%45,
(b) /0 ol Ul sin \/§+4

108. La fonction z — log z désignant la détermination principale du logarithme sur C\R™,

on pose pour a > 0
1

f(z) = (22 +a?)logz’

On se donne des parameétres positifs e, R telsque 0 < € < %a, a? < R?+¢? et 'on considere
le chemin fermé (e, R) constitué des segments [—R =+ ie, —¢ + ic] joints par deux arcs de
cercle de centre 0 et ne coupant pas la demi-droite réelle négative. En intégrant f le long
de (g, R), montrer que

/Oo dz B 27 1
o (@2 +22){(nz)2+ 72}  a{4(lna)?2 +72} 1+a2’
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Exercices sur les suites, séries et produits

infinis de fonctions méromorphes

109. Soient U un domaine de C et {f,}72; une suite de fonctions de H(U) convergeant
uniformément sur tout compact de U vers une fonction f.

(a) Montrer que si f, ne s’annule pas sur U pour n assez grand, alors soit f est
identiquement nulle, soit f ne s’annule pas sur U. On pourra considérer, pour chaque
zéro z de f, Pordre de multiplicité w(z; f), que 'on écrira comme une intégrale sur un
contour adéquat.

(b) Montrer que si f,, est injective pour n assez grand, alors f est injective.

110. Soient U un ouvert de C distinct de C, A := {a,,} une suite finie ou non d’éléments
de U deux a deux distincts, sans point d’accumulation, et {m,}52, une suite d’entiers
positifs.
Le but de cet exercice consiste & montrer qu’il existe une fonction f € H(U) dont A est
I’ensemble des zéros et telle que, pour tout n € N, a,, soit un zéro d’ordre m,, de f.
(a) Etablir le résultat demandé lorsque A est fini.
(b) Montrer que, pour tout z de U il existe w € C\ U tel que d(z,C\U) = |z — w|.
(c) Dans cette question, on suppose que la suite A est infinie et bornée. On désigne par
A* = {an }5% la suite dont les valeurs sont les éléments de A et ou chaque a,, apparait
exactement m,, fois. Pour chaque n > 0, soit b, € C\ U tel que d(a,,, C\U) = |a, —by|.
(i) Montrer que lim,, o |, — by = 0.
(ii) Montrer que le produit infini

converge uniformément sur tout compact de U et conclure.
(d) On suppose a présent que A est infini et non borné. Soit w € U ~ A. On pose
cn = 1/{a, —w} (n > 0).
(i) Montrer que {c,}>2, est bornée et sans point d’accumulation dans 'ouvert
V = {1/(z —w) : z € U}. En déduire l'existence d’une fonction g € H(V) telle que
(9) = {cn : n = 0}, chaque zéro ¢,, étant de multiplicité m,.
(ii) Montrer que la fonction f € H(U \ {w}) définie par f(z) = g(1/(z — w)) peut
étre prolongée en une fonction holomorphe sur U. Conclure.

N

111. Déterminer le plus grand ouvert U ot la série - ;2™ /(14 2%") converge. La somme
de cette série est-elle holomorphe dans U 7

112. Soit f une fonction holomorphe sur D(0; 1) telle que f(0) = 0. Montrer que la série
>0, f(2™) converge uniformément sur tout compact de D(0;1). On pourra utiliser, pour
r € ]0,1], le lemme de Schwarz sur le disque D(0;7).



Ezercices sur les suites, séries et produits infinis de fonctions méromorphes 99

113. Soit U un domaine de C et {f,}>2, une suite de fonctions holomorphes sur U
convergeant uniformément sur tout compact de U vers une fonction f.

(a) Montrer que, si f n’est pas identiquement nulle, alors tout zéro w de f est limite
d’une suite {wy, }ner telle que f,,(w,) =0 pour n € I. On pourra utiliser le théoreme de
Rouché.

(b) Montrer que, si tous les zéros des f,, sont réels et si f n’est pas identiquement nulle,
alors f n’a que des zéros réels.

114. Soit a un nombre réel. Montrer que

imsh(2ma) B Z ( 1 1 )
sinm(z +ia)sinm(z —ia) ‘o \rtn—ia z+n+tia

En déduire que

msh(2ma) _ Z a
(

ch(2ra) — cos(27z) i (2 n)? + a2

115. Etablir la validité des développements suivants en séries de fonctions méromorphes

mtg(nz) :—222 )2

n>0
T
sin(72) ; + Z 22 —n2’
n>1
T 2n+1
— -1 n—-1___<%v-~+
cos(mz) T;)( ) 22— (n+ 3)?

116. Montrer que la formule

o0

H 1+ z/ (2n)

L1+ 14+2/(2n—1)

définit une fonction méromorphe sur C. Quels sont ses zéros, ses poles ? Que vaut h(1) ?
Calculer h'(z)/h(z) + h'(z +1)/h(z + 1) et en déduire que h(z)h(z + 1) = 2z /7.

117. Le théoréeme de Bohr—Mollerup.
Soit ¢ : R — R une fonction convexe telle que (1) =0, p(x +1) = ¢(z) + Inz (x > 0).
(a) Montrer que, pour tout entier n > 1, la fonction ¢, (z) := {p(n+14+x)—p(n+1)}/x
est croissante sur [—1,0[U]0, 1].
(b) En déduire que 0 < ¢(z) — In (n! n“:/H;LZO(j +2))<1l/n (0<z<1l,n>1).
(c) Montrer que ¢ est uniquement déterminée et satisfait la formule d’ Euler

e?@ = lim n!n® H Jj+xz)” (x> 0).

n— o0
7=0

118. Une autre caractérisation de I'.

(a) Montrer que I'"(2)/T'(z) < Inz (z > 0). En déduire que z — ez *T'(z) est
décroissante pour x > 0.

(b) Montrer que I' est uniquement déterminée par la propriété de décroissance de (a)
et les conditions I'(1) = 1, I'(z + 1) = z'(z).



100 Ezercices sur les suites, séries et produits infinis de fonctions méromorphes

119. Preuve de Gauss de la formule d’Fuler.
(a) Montrer que, pour tout entier n > 0 et tout nombre complexe s tel que o > 0,

(s 1 I"(s+n
I‘((s)) T E (s+17) N F((s—i-n))'
0<isn J
(b) Montrer que I''(s)/T'(s) =lns+ O(1/s) pour s € R, s > 1.
(c) En déduire la formule d’Euler I'(s) = lim;, 00 n° 2! [ [ <, 1/ (s + J)-
120. Soient {a;}_; et {b;}}_, deux suites finies de nombres complexes telles que
bj ¢ Z (1<j<k), doai= > b
1<G<k 1<G<k

Montrer que

i kn—a kFl—b
HHn—bjznfl—aj

n=1j=1 =1

121. Soient k > 2 et &5, = e2™/k. Montrer en utilisant le résultat de I'exercice 120 que

ﬁ( 7) HI‘ M) (2> 0),

n=1

1
I'(z)l
122. Montrer que / 14+ 1 -ty tdt = 2‘”3’_1M (x >0,y >0).

I'(z+y)
123. L’intégrale de Dzmchlet
Montrer que pour f € €[0,1], a; >0 (1 <j<n), f= Z?zl aj, on a

n - j H;L:1 [(ay) ! 1
/Zn t,<1f(2j:1 tj) tl‘d_taj =T /0 f(w)u ! du.

j=1 93 =17

124. Calculer I'intégrale double [ A z%yP dz dy, ou a, B sont des parametres positifs et A
est le domaine z > 0,y > 0, z* + ¥ <1 (u >0, v > 0).

125. Calculer [’ “log I'(w) dw pour tout z € C~R™.

126. La formule de Legendre—Gauss.
(a) En utilisant la formule de Legendre, montrer que fol InT(z) dz = § In(27).
(b) Montrer que pour tout entier n > 2 on a

TT (19 _ g3 b Ty (o= ).
]H()F(n) (2r) K@) (z>0)

127. (a) En utilisant directement la définition de I'(z) sous forme intégrale, montrer que

~I'(1)=Inxz — E /oo(lnt)e_t/m dt (x> 1).

T Jo

(b) En utilisant I'approximation Int = >, 1/n—y+0O(1/t) (¢t > 1), établir la formule

(1) = —.
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128. Formules de Gauss et Dirichlet.

b1 et 0 ot
(a) Montrer que v = / ; dt — / e dt¢ puis que
0 1

o 1 1
v = / ( — f)e_t dt.
o \l—e7t ¢t

1‘\/
(b) Montrer que pour Rez > 0 on a F((zz)) =—y—=— Z Gt . En utilisant (a)

et en écrivant 1/(z +n) = [[Te "t dt (Rez > 0), montrer la formule de Gauss

I'(2) /O“’(et_ e )t (Rez>0).

t 1—et

oo 1 —T
(¢c) Montrer que 21_1%/8 ((1+x)2ln(1+3:) - %) dz = 0. En déduire grace au
résultat de (b) la formule de Dirichlet

'(z) _ /0°° (e -1+ 2)2) ez > 0).

X

129. Une autre démonstration de la formule des compléments

(a) Pour a €]0,1[, montrer 'existence de l'intégrale I(« fo totdt/(1 +t) et
calculer sa valeur. On pourra soit utiliser la méthode des res1dus soit traiter d’abord le
cas a = p/q € Q, ¢ € AN*, par le changement de variable ¢ = u? et conclure par un
argument de continuité.

(b) Déduire de (a) la formule des compléments : I'(2)I'(1 — z) = 7/sin(7z) (z € C\Z).

130. (a) Soit Tn (&) le polynome déterminé par la relation sin(2N + 1)z = T (sinz).
Montrer que

Tn(€) = (2N + 1)¢ ﬁ (1 - g?/snﬂ 2]\7;+ 1).
k=1

(b) Choisir £ = sin 5 Nil et faire tendre N vers l'infini en justifiant soigneusement le

passage & la limite pour obtenir la formule d’Euler sin(rz) = mz [ [, (1 — 332/k2).
(c) En déduire, grace a la formule du produit de Weierstrass, la formule des compléments
pour I'(z).

131. (a) Montrer les formules

/ t*"!costdt =T(z) cos (372) (0 <Rez< 1),
0

/ t*"sintdt = I'(z)sin (172) (-1 <Rez<1).
0

(b) En déduire la valeur des intégrales de Fresnel I = fooo cos(t?)dt, J = fooo sin(¢?) dt.
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132. Sur le volume de la boule unité de R™ et les fonctions sphériques.

On dit qu'une fonction f : R® — R est sphérique s’il existe une fonction g : Rt — R
telle que f(x) = g(||z||), ou ||z| désigne la norme euclidienne de « € R™. On désigne par
p la mesure sur R image de la mesure de Lebesgue sur R™ par I'application  — ||z,
de sorte que [, g(t)du(t) = [g. g(|||]) dz pour toute fonction g : RT — R telle que le
second membre ait un sens.

(a) Montrer que, pour tout y € R™, on a u([0,y]) = y™V,, avec V,, = u([0, 1]). En déduire
que du(y) = nV,y"*dy sur [0, ool.

(b) En choisissant une fonction sphérique f convenable, montrer que

Vo, =72 /T(1+n/2).

(¢) Montrer que [g, (1+ ||:B||2)_%(n+1) de = 71-%("“)/1“(%(71 +1)).
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Devoir

I. Lemme de Schwarz—Pick.
Soient D = D(0; 1) le disque unité ouvert de C. On désigne sous le nom de facteur
de Blaschke associé a a € D la fonction ¢, : D — C définie par

zZ—aQa

Pa(z) = 1 —az

(a) Montrer que, pour tout a de D, la fonction ¢, est une application holomorphe
injective. Calculer z en fonction de w := ¢, (z). En déduire que ¢,(D) = D. Calculer
©a(0) et ¢ (a).

(b) Soient a € D et f: D — D une fonction holomorphe. On note b := f(a). En
considérant la fonction g := ¢y o f 0 ¢_,, montrer que

1 JoP
!

< .
/)] < T

Décrire les cas d’égalité.

II. Déterminer le résidu en z = 0 des fonctions méromorphes

1 Be) = zeos(1/2), A(z) = A2y

)= i) ATy

ou la racine carrée complexe est prise en détermination principale.

III (Ezercice 99). Soient a > 0 et b > 0. Calculer I(a,b) := / v sin(az) dz.

0 x2+b2

IV. (a) Montrer que, si les fonctions z — f(z) et z — f(1/z) sont entieres, alors f
est constante.

(b) Montrer que, si la fonction z — f(z) est entiére et z — f(1/2) est méromorphe
sur C, alors f est un polynome.

(c) Montrer que, si les fonctions z — f(2) et z — f(1/z) sont méromorphes sur C,
alors f est une fraction rationnelle.
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I. Sommes de signes.
Soit 1 : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] satisfaisant & :

i ¢(a) ¢ Z7 Ql}(b) - 7/’(@) € Za
o ¢ Y(Z) est fini,
o tc 1 HZ)= 1 est dérivable en t et 1’ (t) # 0.

Le but de cette partie est d’établir la formule

(2) V) = @)= Y sen{y/(1)}.

tey=1(Z)

(a) Montrer que l'on peut se limiter a établir (2) lorsque 0 < ¥(a) < 1 et
¥(b) = N 4 ¢(a) ou N € N. Dans toute la suite de cette partie, on supposera
donc ces hypotheéses supplémentaires réalisées.

(b) Soit v € Z N (Ja,b]) et solent z1 < z3... < ) les solutions dans [a,b] de
I'équation ¢ (x) = v.

(i) Montrer que, si j € [1,k — 1] est tel que ¢'(x;) > 0, alors

U(@jpr —h) = (@) >0 (0 <h<wzjp1 —x)).
En déduire que ¢’ (xj41) < 0.
(i) Montrer que sgn{t’(z;)} = (—1)7 "' sgn{v/(z1)} pour 1 < j < k.

(c) Déduire de ce qui précede que la relation (2) est valide lorsque N = 0.
(d) En appliquant la conclusion de la question précédente & la fonction f définie

sur [a,b+ 1] par
f(t):—{w(t) s%aétéb
Y(@)+ Nb+1—-t) sib<t<b

établir la validité de (2) dans le cas général.

I1. Détermination continue de ’argument sur un chemin.

Etant donnés un chemin v : [a,b] — C et un nombre complexe zp € C \ v*, on
dit qu’une fonction ¢ € C([a, b],R) est une détermination continue de I'argument de
v — zp sur [a,b] sil'on a

Y(t) — 2o = |y(t) — 20]e™D, t € [a,b)].

On se propose ici d’établir ’existence d’une telle détermination pour tout chemin
v et tout zg € C . v*. A cette fin, on introduit ’ensemble A des s € [a, b] tels qu’il
existe une détermination continue de 'argument de v — zg sur [a, s].

(a) Montrer que A est non vide.
(b) Montrer que A est fermé dans [a, b].

(c) Montrer que, si s € A, il existe une détermination de log(z —zp) dans un disque
de rayon assez petit autour de y(s). En déduire que A est un ouvert de [a, ]

(d) Conclure.
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I11. Principe de l’argument.
Soient 7 : [a,b] — C un lacet, zo € C~\ 7" et ¢ : [a,b] - R une détermination
continue de 'argument de v — zg sur [a, b]. On pose

o(t) = (t) —z0|  (a<t<D).

(a) Montrer que, pour tout tg € [a,b], il existe une détermination du logarithme
telle que dans un voisinage suffisamment petit de ¢ty dans [a, b] on ait

log{7(t) — 20} =1Ino(t) + ip(t).
En déduire que g et ¢ sont de classe €' par morceaux sur [a, b].
(b) Montrer que 'on a
©(b) — ¢(a)

I(ZOW) = o

IV. Une formule générale pour calculer l’indice.

Soient 7 : [a,b] — C un lacet, zo € C~ 7" et ¢ : [a,b] - R une détermination
continue de argument de v — zg sur [a, ).

Soit alors ¥ € R. On considére la demi-droite A = zy 4+ e?R*. On suppose que
v(a) = y(b) € A et que, pour tout t € y"1(A), on a Im {7/ (t)e="’} # 0.

On définit le déterminant de deux nombres complexes z = x + iy et 2’ = 2’ + iy/
comme le déterminant des vecteurs associés, soit

dét(z,2') = xy — yz' = Im (z2').

Etant donné ¢, € [a, b] tel que y(tp) € A, on dira que A coupe v en (ty) dans le
sens direct si la base de vecteurs associés & e’ et v/(t) est de sens direct, autrement
dit si dét(e?”,~'(tg)) > 0. Dans le cas contraire, on dira que A coupe v en (o)
dans le sens indirect.

(a) Montrer que, pour chaque ¢ de v~ 1(A), on a

dét(e™, 7' (t)) = ¢ (t)o(?).
En déduire que v coupe A en t dans le sens direct si, et seulement si,
sgn{'(t)} = 1.
(b) Pour t € y71(A), on pose o(t) := sgn{¢’(t)}. Ainsi, o(t) = 1 si A coupe v en
~(t) dans le sens direct, et o(t) = —1 dans le cas contraire.
En utilisant la formule (2) pour la fonction ¢ (t) := (¢(t) — ) /2w, le principe de
I’argument établi a la partie I1I, et le résultat de la question précédente, montrer que

I(zp;7y) = Z o(t).

tey=(A)

V. Une application.
On définit les chemins vy, : [0,1] — C (1 < k < 6) par les relations suivantes :

V6 (t

Y1 (t) := 2e707/3 (t €1[0,1])

Ya(t) i= (=2 + 8)e>™ /¥ (t €[0,1])

3(t) := Be> 30/ (t €10,1])

Y4(t) := (6 — 10t)e'™/3 (t €[0,1])

s (1) i= deld=1im/3 (t €[0,1])

) ( )
I(—
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Sujet d’examen

La consultation des motes manuscrites de cours et travaur dirigés est autorisée, a
lexclusion de tout autre document. L’usage d’une calculatrice est interdit.

Le baréme est donné a titre indicatif.
I. (4 pts) Soit f(z) =+/1+ z, ou / désigne la détermination principale de la racine
carrée.

(1) Quel est le domaine de définition de f 7 On le notera U.

(ii) Soit @ € U. Montrer que pour tout z suffisamment voisin de a, on a

[ z—a
1 =1 1 .
Vitz=+V1+a 1,

(iii) Développer la fonction f en série entiere autour du point z = i.
(iv) Déterminer le rayon de convergence r de la série entiere.
(v) Est-ce que sa somme est égale a /1 + z dans D(i;r) tout entier 7 Justifier.

IL. (3 pts). Soit _, 5 anz" une série enticre de rayon de convergence r > 1, et soit
f : D(0;7) — C la fonction holomorphe définie par

f(z) = Z anz".
n=0
Déterminer la couronne de convergence de la série de Laurent
> "
neZ
et trouver la fonction qu’elle définit (en fonction de f).

ITI. (3 pts) Trouver le nombre de zéros (comptés avec multiplicités) de chacune des
fonctions suivantes, dans les domaines indiqués.
(i) f(z) = 2° 4+ £23 + 122 + 1 dans D(0;1).

(i) f(2) = 92° + 52z — 3 dans D(0;5) . D(0; %)
IV. (4 pts) Vérifier par la méthode des résidus les résultats suivants.
27
dt 2mp
= 1
/o (p+cost)?2  (p2—1)3/2 (p>1),

/Oo Vadx s
0

(22 +4)2 32

V. (3 pts) Soit U un ouvert de C, et soit D une droite de C. Montrer que toute
fonction continue sur U et holomorphe sur U ~ D est holomorphe sur U.
Indication : on pourra utiliser le théoreme de Morera.

VI. (3 pts) Soit U un domaine de C, soit A un fermé discret de U, et soit f une
fonction holomorphe et injective sur U . A. Montrer que :

(i) aucun point de A n’est une singularité essentielle de f;

(ii) si un point de A est un pole de f alors il est simple;

(iii) si tous les points de A sont des points singuliers éliminables, alors f se prolonge
en une fonction holomorphe injective sur U.
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Sujet d’examen partiel

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.

Les quatre parties peuvent étre traitées indépendamment, quitte a admettre certains
résultats indiqués dans l’énoncé.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Question de cours. Soit U un domaine de C. La formulation du principe du
maximum comprend deux parties. La premieére stipule qu’une fonction f de A(U)
qui n’est pas constante sur U n’a pas de maximum local sur U. La seconde énonce
que, lorsque U est borné et f se prolonge par continuité & U, alors on a sous les
hypotheses précédentes

[f(2) < sup [f(w)]  (z€U).
weolU

Expliquer en détail comment la seconde partie découle de la premiere.

I1. Soient D le disque unité ouvert et M la classe des fonctions f analytiques sur
D et satisfaisant & sup,cp|f(2)] < 1, f(3) = 0. On se propose de déterminer
& = SUPrem 1f(i/2)].

(a) On pose B(z) := (z — 3)/(1 — z/2). Montrer que |B(z)| = 1 lorsque |z| = 1.

(b) Montrer que, pour z € D, on a |f(z)| < |B(z)|. On pourra commencer par
établir que h = f/B se prolonge en une fonction de A(D).

(c) Déterminer a.

ITI. Soient U un domaine de C contenant l'origine et F' € H(U) une fonction telle
que F(0) = 1.

(a) Montrer qu’il existe un nombre réel R > 0 tel que, si log désigne la
détermination principale du logarithme complexe, alors la fonction z — log{F(z)}
soit holomorphe sur D(0; R).

(b) Montrer que, pour 0 < r < R, on a fozﬂ log{F(re®?)} d¥ = 0. En déduire que,
si la fonction z +— arg F'(z) est constante sur le cercle C(0;7), alors cette constante
est nulle.

(¢) Montrer que, si, pour tout r de |0, R[, la fonction z — arg F'(z) est constante
sur C'(0;r), alors F' est constante sur U.

IV. Soit U un domaine de C et f, g € H(U). On pose ¢(z) := |f(z)|+|g(2)| (z € U).
(a) Montrer que, pour tout zg € U il existe R = R(z) > 0 tel que I'inégalité

1

27
() o) < — / o (20 + re'?)
2 Jo

ait lieu pour tout r € [0, R].

(Voir suite au dos.)
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(b) On suppose a présent que ¢ possede un maximum local en un point zy de U.
(i) Montrer que (*) est une égalité.
(ii) En appliquant la formule de la valeur moyenne & f et g en zy, montrer
que, pour r € [0, R], on a

27 27
27| f(20)| = /0 f(z0+ rem) dﬁ' = /0 ]f(zo + rem)‘ do.

En déduire en particulier que, si f(z9) = 0, alors f est identiquement nulle sur U.
(iii) On suppose a présent f(z¢) # 0. En écrivant

27 2m 27
/ f(z0 +1e™) dﬁ} = e ter / f(z0+re'”) dv = / Re {e™ " f(20+re”) } dv)
0 0 0

pour tout r € [0, R] et pour une valeur convenable du nombre réel ¢,., montrer que
I'on peut choisir une détermination de l’argument telle que 'on ait arg f(z) = ¢,
pour z € C(zo;7) et 0 < r < R. En appliquant alors le résultat établi a la
partie III(c) a la fonction z — F(z) := f(z0 + 2)/f(20), en déduire que f est
constante sur U, puis, par symétrie, qu’il en va de méme pour g.

(¢) On suppose maintenant l'existence d’une fonction h € H(U) telle que
¢(z) = |h(2)| pour tout z € U. En appliquant le résultat établi a la question (b)
aux fonctions f/h et g/h pour un sous-ouvert convenable V' de U, montrer que f
et g sont proportionnelles.



Université Henri Poincaré-Nancy 1 samedi 28 mai 2005
Licence de Mathématiques 2004 /2005 durée : 3h
Analyse complexe

Sujet d’examen

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.

Les quatre parties sont indépendantes.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les

explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Question de cours. Enoncer le théoreme de Rouché.
Application. Calculer le nombre des racines du polynoéme P(z) := 27 — 525 + 2% — 2
dans la couronne D(0;1,2).

IT. Soient D le disque unité ouvert, D* := D*(0;1) le disque unité épointé et
f : D* — C une fonction holomorphe injective.

(a) Montrer que 0 n’est pas une singularité essentielle de f. On raisonnera par
I’absurde en considérant I’ensemble f ( (0; %, 1)) N f (D*( 7)) et en appliquant le
théoréme de Casorati—Weierstrass.

(b) On suppose a présent que 0 est un pole d’ordre k > 1 de f et l'on écrit
f(z) = g(2)/2* ot g € H(D) est telle que g(0) # 0.

(i) Montrer qu’il existe r > 0 tel que g ne s’annule pas sur D,. := D(0;r).

(ii) En déduire qu'’il existe une fonction h € H(D,.) telle que 1’on a1t g( ) = h(z)*
pour z € D,.

(iii) On pose M}, := supy, <, 2 |h(2)[. Montrer que, pour w € C, |w| > 2M, /7,
I'équation h(z) = wz possede exactement une racine dans D(0;7/2).

(iv) Soit wo := 3Mp/r. Pour j =0, ...,k—1, on note z; la racine dans D(0;r/2)
de Iéquation h(z) = zwee?™/k. Montrer que z; est racine de 'équation f(z) = wh.

(v) Montrer que l'on a nécessairement k = 1.

ITI. Soit f une fonction entiere. On pose f(z) = P(z) + iQ(z) (z € C) avec
P(z) := Re f(2), Q(z) := Im f(z). On fait 'hypothese que 'on a Q(z) > 0 pour
tout z € C.

(a) Montrer que I'on peut définir une fonction g sur C par la formule

(z €C).

(b) Montrer que 'on a |g(z)| < 1 pour tout z € C.
(c¢) Que peut-on en déduire pour f 7

IV. Soit a € R. On se propose ici d’établir la formule

°° sin(2ax) 1
I(a) := = e = Lrth(r
(a) /0 . T =3 (7a)

en intégrant la fonction z — f(z) := €*%%/sh z sur le contour 7y := 71 * - - - x g olt

I’'on a posé, pour R > 1 > ¢ > 0,
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1 = [-R, —€], o i={ee™ : 0 <9 <7}
Y3 = [€,R], Y4 = [R7R+ 27”]
5 = [R + 2mi, e + 2mi], 76 = {2mi +ee™ i m <V < 27}
v7 := [—€ + 2mi, — R + 2mi] vs := [-R + 2mi, —R).
“ R+ 2im - % s R+ 2im

T _eqondS e42ir
Y6

/A ”
—& 13

R 0 R

Vo

FIGURE. Le contour .

(a) Déterminer les poles de f sur C et calculer les résidus correspondants.
(b) Calculer [ f(z)dz pour R >m > ¢ > 0.

(c) Calculer lim f(z)dz et lim / f(2)dz.(M
R—o00 4 R—o00 78

v
(d) Montrer que lim/ f(z)dz = —im et lim/ f(2)dz = —ime 17,
e—0 o e—0 76

(e) Pour R > 7 > ¢ > 0, simplifier I'expression

/%f(z)dz+/ysf(z)dz~l—/%f(z)dz+/v7f(z)dz‘

(f) Conclure.

1. On rappelle que |sh z|? = (shx)2 + (siny)? pour z = = + iy, avec =, y € R.
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Faculté des sciences et technologies durée : 2h
Licence de mathématiques 2004 /2005
Analyse complexe

Sujet d’examen

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit.
Les cing parties sont indépendantes. Les notations utilisées sont celles du cours.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Question de cours. Enoncer le principe du prolongement analytique.

I1. Déterminer le rayon de convergence de la série de Taylor a ’origine de la fonction
z > z/sin z.

ITI. Montrer la convergence de I'intégrale

et calculer sa valeur en intégrant une fonction méromorphe convenablement choisie
sur le bord orienté du domaine U(R, ) défini par les conditions suivantes

U(R,¢) : Smz>0, e<|z|]<R, |z+1]>¢, |z—-1]>c¢,

avec 0 < e < 1/4 et R > 2. On vérifiera que 3 < I < 4.
IV. Soit f € 9{(@ ~\ Z, D(0; 1)) Montrer que f est constante.

V. Dans tout cet exercice, on désigne par log la détermination principale du
logarithme complexe.
(a) Montrer que la fonction

f(2) :=log(1 4 2z + 2%) + log(1 — 2) — log(1 — 2%)

est bien définie sur le disque unité ouvert D := D(0;1).

(b) Calculer f’(z) pour z € D. En déduire la valeur de f(z) pour z € D.

(c) Pour n € N*, on pose a,, :== —2 si n = 0(mod 3), a,, := 1 si n = +1 (mod 3).
Montrer que, pour z € D, on a

ZTL
log(1+ 2z + 22) := Z -

n>=1

d) On pose A, := am (n = 1). Montrer que 0 < A,, < 2 pour tout
1<m<n
entier n > 1.
(e) Montrer que
an,

In3 = —
n

n>1



Université Henri Poincaré-Nancy 1 Vendredi 21 avril 2006
Licence de Mathématiques 2004 /2005 Durée : 3h

Analyse complexe

Sujet d’examen partiel

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.

Les cing parties sont indépendantes hormis les questions I(b) et II(b)

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Soit {c,}22, la suite définie par ¢ = ¢; = 1 et ¢p42 = ¢, + Cpp1. On note p le
rayon de convergence de la série entiere Zn>0 cn 2" et, pour |z| < o, on désigne par
F(z) la somme de la série.
(a) Montrer que l'on a 1 < ¢, < 2" pour tout entier n > 0. En déduire que o > %
(b) Montrer que pour |z| < p, la somme F(z) vérifie une équation simple issue
des relations entre les coefficients. En déduire que F'(z) est une fraction rationnelle
dont on précisera les poles.

IT. Soit @ € C[X] un polynome a coefficients complexe, de degré n > 1 et dont
les n racines, aq, ..., o, vérifient 0 < o] < |ag| < -+ < |ay]. Soit P € C[X] un
polynoéme non nul. On pose f(z) := P(2)/Q(z).

(a) Montrer que f est bien définie sur un ouvert U contenant 1'origine que 'on
précisera.

(b) Ecrire le développement en éléments simples de f sur U. Montrer que
feAU).

(c) Soit

(1) > a2t
k=0

le développement en série entiere de f(z) au voisinage de l'origine. Déduire du
résultat obtenu en (b) une expression de ay en fonction de k. Montrer que le rayon
de convergence R de la série (1) est égal a |ay|.

(d) Déduire du résultat obtenu en (b) que f est holomorphe sur le disque ouvert
D(0, |a1]). Retrouver la valeur de R en appliquant un théoreme général du cours
que l'on citera précisément.

(e) Application. Déterminer le rayon de convergence ¢ de la série considérée dans
la partie I.

ITI. Soient U un domaine de C, f € H(U), F un fermé de U. Montrer que si Re f
atteint son maximum sur F' en un point intérieur de F', alors f est constante sur U.
On pourra introduire la fonction g := exp f.

IV. (a) Montrer qu'il existe une fonction f € H(C ~\ R7) telle que f(x) = = pour
tout z € RT*.

(b) Montrer que U := C ~\ R~ est symétrique par rapport a la droite réelle. En
déduire que 'on a nécessairement f(Z) = f(z) pour tout z € U.

(c) Retrouver ce résultat par le calcul.

(suite au verso)
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V. On désigne par log la détermination principale du logarithme complexe.
(a) Donner le domaine de définition U de la fonction

f(z) :=log(z + i) — log(z — 7).

(b) Calculer les deux limites lim,_, 1~ f(2).
(c) Calculer f’(z) pour z € U et en déduire la valeur de

lim w{ ! 1}dt

Tr— 00 )
—T

t+i t—i

(d) Retrouver le résultat précédent en introduisant la fonction ¢ — arctant.



Université Henri Poincaré-Nancy 1 Vendredi 2 juin 2006
Licence de Mathématiques 2004 /2005 Durée : 3h
Analyse complexe

Sujet d’examen

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.

Les trois parties sont indépendantes. Une attention particuliére sera portée a la rédaction
et a la présentation. Seules les explications claires et précises seront prises en compte a la
correction.

I. Question de cours. Enoncer le principe des zéros isolés pour une fonction
analytique. On précisera bien les hypotheses. Peut-on en déduire que, si une fonction
fde H(D(0;1)) s’annule en 1—1/n pour tout entier n > 1, alors f est identiquement
nulle ? On pourra considérer la fonction z +— sin{r/(1 — z)}. Commenter.

II. Soient R >0et f € fH(D(O; R)) Pour 0 < r < R, on pose
(%) M(r) := max |f(2)].

|z|=r
(a) Montrer que r — M (r) est une fonction croissante (au sens large) de r € [0, R|.

(b) Montrer que si f n’est pas constante, alors r — M(r) est strictement
croissante.

ITI. Soit n € N*. On pose

Y U

%

7
sin(rz)  (=1)"n!

Tz H1<j<n(2 )

F(z):=

(a) Montrer que F' est prolongeable en
une fonction entiere.

(b) Montrer que l'on a F'(k) = <Z> pour
tout entier k£ > 0.

(c) Montrer que F' ne s’annule pas sur
Vouvert U :={z € C: -1 < Rez < n+1}.

(d) Montrer que 'on peut définir sur U
une détermination holomorphe de /F(z),
que 'on notera H(z).

g

%
%
/
.
7
.
%
/
-

(e) Montrer que F'(x) est réel positif pour
—% <zx<n+ % En déduire que H(x) est
réel pour ces mémes valeurs de x. Par un
argument de continuité, montrer que 1’on
peut choisir la détermination H(z) de \/F(z) de sorte qu’elle soit réelle positive sur
[_%7 n+ %] :

(f) On pose G(z) := wH(z)/sin(rz) (z € U). Pour N € N*, on note R le rectangle
de sommets —% +iN, n+ % +iN, et v le bord orienté de R, parcouru dans le sens
direct. Montrer que l'on a

(54) % Glzydz= 3 (~1)F (’;)

v 0<k<n
(Suite au verso.)
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(g) Montrer que l'on a |sinz|? = (sinz)? + (shy)? pour tout nombre complexe
z=z+iy (r € R,y € R).

(h) On désigne par I et I ]T, les contributions respectives des segments horizontaux
Sy =[-%-iNn+3i—iN], Sf=[-1+iN,n+1+iN]

a l'intégrale de (). Montrer que |z — j| > N pour 0 < j < net z € Sy U SY. En
déduire que Iy et I]T, tendent vers 0 lorsque N — oc.

(i) Montrer que |G(n — z)| = |G(z)| pour tout z € U.

(j) Montrer que, pour tout entier j > 1, on a

S Y
Vi j+1

En déduire que, pour z = —% +1iy,y € R, on a

iganG=0)| " 2,0+ 3  Va+l

(k) On désigne par Jy et Ky les contributions respectives des segments verticaux
[—2 —iN,—1 +iN]et [n+ % —iN,n+ 1 +iN] a I'intégrale de (*x). Montrer que

A

N
1 .
max{|Jn|, |[Kn|} < /_N |G(—3 +iy)|dy < )i

ou A est une constante que ’on précisera (on ne demande pas de valeur numérique).

(1) Montrer I'existence et déterminer la valeur de

Jm 3 E0n(3)

0<k<n
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Licence de Mathématiques 2004 /2005 Durée : 3h
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Sujet d’examen

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.

Les trois parties sont indépendantes. Une attention particuliére sera portée a la rédaction
et a la présentation. Seules les explications claires et précises seront prises en compte a la
correction.

I. Question de cours. Enoncer le lemme de Schwarz pour une fonction holomorphe
en précisant bien les cas d’égalité.

Soient D := D(0;1) et f € H(D, D) N E€(D) une fonction telle que f(0) = 0 et
|f(2)] = 1 pour |z| = 1. La fonction z — f(z)/z est-elle nécessairement constante ?

Expliquer. On pourra considérer le cas particulier f(z) := 22.

II. Soient D := D(0;1) et h € H(D,C)N€(D) une fonction vérifiant |h(z) — 2| < 1
pour tout nombre complexe z tel que |z| = 1. Déterminer le nombre de zéro(s),
compté(s) avec multiplicité, de h(z) dans D.

III. Soit h une fonction holomorphe satisfaisant aux hypotheses de I’exercice II.
(a) Montrer que h(D) C D(0;2).
(b) Montrer que |A'(3)] < 8. On pourra introduire la fonction g : D(0;3) — C
définie par g(w) := h(3 +w) — h(3) et montrer que g est a valeurs dans D(0;4).

IV. Le but de cet exercice est de calculer I'intégrale

—+o0 1 tQ
I::/ (In?) dt
o 142

par une méthode d’intégration complexe. Dans toute la suite, on désigne par log
la détermination holomorphe du logarithme complexe sur C \ (iR™) définie par
—%77 <argz < %71.

1 2
(a) Montrer que la fonction f(z) := (10_%2)2 est méromorphe sur C ~ (:R7).
z
(b) Déterminer I’ensemble polaire de f et Ay

calculer le ou les résidus correspondants.

(c) Soient r, R deux nombres réels tels
que 0 < r < 1 < R, U la demi-couronne
{z € C:7r < |z| < R,Smz > 0} et
Y = Y1 * Y2 * Y3 * 74 le bord orienté de U,
représenté sur la figure ci-contre. Calculer

=V

I'intégrale

() J(r, R) = / () dz.

(Voir suite au verso.)
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_(d) Soit J2(R) la contribution & l'intégrale (x) du demi-cercle v2 de rayon R.
Etudier limp_,o J2(R).
_(e) Soit Ja(r) la contribution & lintégrale (x) du demi-cercle v4 de rayon 7.
Etudier lim, o4 Ja(r).

(f) On pose
J13(r, R) ::/ f(z)dz+/ f(z)dz.

Calculer la valeur de

REI_EOO Re Ji3(r, R)
r—0+

+oo
en fonction de I. On rappelle que / dt/(1+¢*) = Lix.
0

(g) Déterminer la valeur de I.
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Licence de Mathématiques 2006,/2007 Durée : 3h
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Sujet d’examen partiel

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.
Les trois exercices sont indépendants.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Enoncer la formule de Cauchy pour un ouvert étoilé. Montrer comment ce résultat
permet de calculer I'intégrale
sin z
I:= 7{ 5 dz.
lz]=1 *

IT. On désigne par /- la détermination principale de la racine carrée sur C . R™.
(a) Déterminer le domaine de définition U de la fonction f(z) := v/z2.
(b) Donner une expression explicite de f(z) pour tout z de U.
(c) Peut-on prolonger f par continuité sur un ouvert plus grand ?

III. Soient a, b deux nombres réels tels que a < b. On définit 'ouvert
U:={2€C:a<Rez <b}.

Soit f € H(U)N G(U) une fonction bornée sur U. Pour tout réel = € [a, b], on pose
M (z) := supyeg | f(x +iy)].

Le but de ce probléme consiste a établir que, pour tout = € [a, b], on a
(1) M(2)"~% < M(a)"* M (b)*~*

(a) On suppose dans cette question que M(a) < 1 et M(b) < 1. Soit € > 0. On
définit sur U la fonction

2
fe(z) = f(2)e** .
(i) Montrer que f. € H(U)NC(U).
(i) Montrer que f. est bornée sur U et que Erf sup |fe(xz +iy)| = 0.
y

X aLa<d
(iii) On pose Mc(x) := sup,cg |f-(z + y)|. En appliquant le principe du
maximum a la fonction f. sur le rectangle Ur := U N{z € C: [Smz| < T} et en
faisant tendre 71" vers l'infini, montrer que, pour tout z € U, on a

|f-(2)] < max (Me(a), Ma(b)).
(iv) En déduire que, pour tout z € U, on a |f(z)] < 1.
(b) On abandonne ici ’hypothese max(M (a), M (b)) < 1. Soient p(a) > 0, u(b) > 0

tels que p(a) = M(a), u(b) = M(b). Soit g la fonction définie sur U par
g(z) = M(a)(b—Z)/(b—a)M(b)(z—a)/(b—a)'
(i) Montrer que g est une fonction entiére sans zéro et que 1/g est bornée

sur U. Calculer |g(a + iy)| et |g(b+ iy)| pour y € R.
(ii) Montrer la formule

M(2)"= < p(a)®"u(b)*"*  (a <z <Db)

en appliquant a la fonction f/g le résultat établi en (a).
(c) Etablir la formule (1) dans le cas général.
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Sujet d’examen

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.
Les deux parties sont indépendantes.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Dans tout ce probleme, on définit implicitement, lorsque z € C, les nombres réels
x et y par la formule z = z + 7y. On désigne par log la détermination principale du
logarithme complexe sur C ~. R™. Pour tout € €]0, %[ on définit

Vei={z€eC:—/2<ax<1+¢/2,|z| >¢, |z—1] > &}
U =V.n{zeC:0<z<1,y>0}
On notera que U, C V..
(a) Montrer que, pour tout nombre complexe z, on a
sin(rz) = sin(nzx) ch(mwy) + i cos(mzx) sh(my).

En déduire que sin(rz) € C R~ pour tout z de V..
(b) Montrer que, pour tout ¢ de ]0, 1[, la fonction f(z) := log{sin(mz)} est bien
définie et holomorphe sur V..

(¢) Soit e > 0, T > 0. On pose
Rer =UcN{zeC:y<T}

et 'on note v(¢,T") le bord de R p, orienté
positivement. Calculer

/ f(z)dz.
v(e.T)

(d) Soient I, := / f(z)dz,

[ie,iT]

Je = / f(z)dz.
[1+ie,144T]

Calculer Ly :=lim.o{Je.r — I 7}

(e) En approchant ch(#nT') et sh(nT") par %e”T, montrer que, lorsque T" vers l'infini,

on a
flx+iT) =aT —In2 —ir(z — 3) + O(e™*™")

uniformément pour 0 < z < 1. En déduire I'existence et la valeur de

lim <L —/ f(z)dz ;.
T—>°<>{ g [iT, 14T (2) }

(suite au verso.)
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(f) Soient Cy(g) := {ee? : 0 < V¥ < w/2}, C1(e) := {1 +ee” : 1/2 <Y < 7}. On
pose

M@= [ S Gelo)

Calculer lim._,o M;(e) pour j =0et j = 1.
(g) Donner la valeur de K := fol In{sin(7z)} dx.

II. Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses en fournissant
soit une démonstration complete, soit une réfutation complete, appuyée sur un
raisonnement ou sur un contre-exemple.
(a) Tout ouvert convexe est simplement connexe.
(b) C* est un ouvert étoilé.
(c) Soit D := D(0;1). Si f € H(D, D), alors on a |f(z)| < |z| pour tout z de D.
. 3 ’ . . . .17
(d) Il n’existe pas de détermination du logarithme complexe telle que logi = i5"7.
(e) Le rayon de convergence de la série de Taylor a lorigine de la fonction
méromorphe f(2) := 22/{2(cos z)? — cos z — 1} est égal & 27/3.
(f) Toute fonction entiere 1-périodique est constante.
(g) Toute fonction entiere 1-périodique et i-périodique est constante.
(h) Soit f € H(C) telle que |f(z)| = |f(0)| pour |z| < {5. Alors f est constante.
(i) Le polynome P(z) := 25+ 523 + 2 — 2 a toutes ses racines dans le disque unité.
(j) La fonction z +— exp (1/2?) possede un pole d’ordre deux & l'origine.
( cos x me?

k) Pour tout a > 0, ona/Hdaz:
R T+ a a
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Sujet d’examen

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.
Les trois parties peuvent étre traitées indépendamment.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. En intégrant, pour R > 0, la fonction f(z) := (cosz)/chz le long du bord du
rectangle de sommets =R, £R + i7, déterminer la valeur de 'intégrale

I:= /Rf(x) dz.

I1. Enoncer le principe de symétrie de Schwarz.

III. Soient H:={z=z+iy € C:y >0} et UT :=H \ [0,4].

(a) Montrer que la fonction f(z) := iv/—z2 — 1, ou la racine carrée est prise en
détermination principale, est bien définie et holomorphe sur U™.

(b) Soit x € R*. Calculer

tim £(2)
z€H
et vérifier que cette limite est réelle. On pourra distinguer les cas x > 0 et x < 0.

(c) Soit U := C ~\ [—1,1i]. Montrer que f se prolonge en une fonction g € H(U, C),
telle que g(z)? = 22 + 1 pour tout z € U.

(d) Montrer g et —g sont les seules fonctions holomorphes sur U ayant pour carré
la fonction z +— 22 + 1.

(e) La fonction g est-elle paire ? Est-elle impaire ?

(f) Soit V' := C~\ [—1, 1]. Montrer que g(U) C V. Montrer que, si w € V, alors les
deux racines carrées de w? — 1 sont dans U. En déduire que g(U) = V.

(g) La fonction g est-elle injective ?

(h) Montrer que 'expression J(z) := g(—ig(iz)) définit une fonction holomorphe
sur V. Calculer J(2)2. En déduire que, soit 'on a J(z) = z pour tout z de V, soit
l'on a J(z) = —z pour tout z de V.

(i) Calculer J(2i¢). En déduire une expression de la fonction réciproque h de g en
termes de g.
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Sujet d’examen

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.
Les quatre parties sont indépendantes.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Enoncer le principe des zéros isolés (I'une ou l'autre des formulations présentées
en cours est acceptée).

IT. Soient U un domaine de C et f € A(U). Pour n € N, on pose
F,:={zecU: f"™(2) =0}.

(a) Est-il vrai que F), est fermé dans U pour tout entier n ?

(b) Montrer que, si F,, possede un intérieur non vide pour au moins un entier n,
alors f est un polynome.

(c) On dit que z € U est un point spécial de f si au moins un des coefficients
de la série de Taylor de f en z est nul. Exprimer ’ensemble G des points spéciaux
de f en fonction des F),. Montrer que, si G contient un disque ouvert non vide,
alors f est un polynome. (On rappelle le principe de Baire, selon lequel, dans un
espace métrique, une réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides est également
d’intérieur vide.)

ITI. Soient a, b€ C, a # b, et U := C \ [a, b].
(a) Montrer que la fonction

possede une primitive sur U.
(b) En déduire que

/ f(z)dz=0
¥
pour tout lacet de U.

(¢) Soit v un lacet de U. Montrer que l'application J : [0,1] — C définie par
J(s):=I(a+s(b—a);vy) (0 < s < 1) est continue. En déduire que I(a;7y) = 1(b;7).
(d) Retrouver le résultat établi en (b) en appliquant la formule de Cauchy.

IV. Soient U un ouvert de C et f € H(U).

(a) Déduire des inégalités de Cauchy que si D(a;R) C U alors le rayon de
convergence de la série de Taylor de f en a est au moins égal & R.

(b) Application. Calculer le rayon de convergence de la série de Taylor & 1'origine
de f(z) := z/sinz.

(c) Méme question pour le rayon de convergence en z = 27 de la série de Taylor
de la fonction f(2) = (sin 2)?/{2(cos 2)? — cos z — 1}.
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Sujet d’examen

Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.
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1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Enoncer le lemme de Schwarz en précisant bien les cas d’égalité.

IT. (a) Montrer que

3n 1 (1+2)3"
= — ——d N, R > 0).
( n ) o f(l{z|=R ol z (neN, R>0)

(b) Montrer que |(1+2)3| < 27|z| pour |z| = . En déduire une majoration de (*")
(n > 1) impliquant la convergence de la série

3n\ 1
S::Z“)sn'
n>=0

(c) Soit P(z) := 23 + 322 — 52 + 1. Montrer que

—4 dz
T J)z|=1/2 P(z)

(d) Montrer que P(1) = 0 et calculer la valeur de S.

ITI. Soient U un domaine de C et f € H(U) une fonction non identiquement nulle.
(a) Dans cette question, on suppose qu’il existe a € U tel que f'(a) = 0. On se
propose de montrer qu’alors f n’est pas injective.
(i) Montrer que, dans un voisinage convenable de a, on peut écrire

f(z) = fla) = (z —a)" H(2)

ol m est un nombre entier > 1 et H est une fonction holomorphe telle que H(a) # 0.

(ii) Montrer que, pour r > 0 assez petit, il existe dans D(a; r) une détermination
holomorphe h(z) de H(z)Y/™.

(iii) Montrer que, pour r > 0 assez petit et v € C tel que |v| < Fr|h(a)|,
I’équation (z — a)h(z) = v possede une unique solution dans D(a;r).

(iv) Conclure.

1/f’(a). On pourra considérer, pour h — 0, la quantité h = f(a + n(h)) — f(a), ou
n(h) :=g(b+h)—g(b) = g(b+h) —a.

(Voir suite au verso.)
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IV. Etant donné des ouverts U , V de C, on dit qu’une fonction holomorphe
f:U — V est un isomorphisme si elle est bijective et si sa fonction réciproque est
holomorphe. On note Iso(U, V') 'ensemble des isomorphismes de U sur V. Ainsi, il
découle de la question III(b) qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction f de H(U) soit un isomorphisme de U sur V := f(U) est qu'elle soit
injective.(!)

(a) Soient D := D(0;1) et f € Iso(D,D) telle que f(0) = 0. Montrer que
|f(2)] < |z| pour tout z € D et que, si g := f~1, alors |g(z )| < |z| pour tout z
de D. En déduire qu’il existe un nombre réel 9 tel que f(z) = ze™ (z € D).

(b) Soit a € D et ¢, I'application de H (D) définie par p,(z ) (z—a)/(1 —az).
Montrer que ¢, € Iso(D, p,(D)) et calculer ¥, := ;1.

(c¢) En utilisant lidentité |u + 0\2 = |u|* + 2Re (uv) + |v|* (u,v € C), montrer
que |z —al? — |1 —az|? = (1 — |a|?)(|z]? — 1) pour tous a, z de C. En déduire que
va(D) C D, puis, en appliquant cette derniere identité a —a, que po(D) = D. .

(d) En considérant f o, ! pour a € D convenable, montrer que f € Iso(D, D) si
et seulement si, il existe a € D et 9 € R tels que f(2) = ePpq(2) (2 € D).

1. On ne demande pas de démontrer cette cette assertion.
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Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
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Les quatre parties sont indépendantes.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Calculer le rayon de convergence de la série entiere

Z (1 + (_TlL)n>nzzn.

n>1

II. (a) Enoncer le théoréme de Papplication ouverte.

(b) Application. Soient U un domaine de C, et f € H(U), g € H(U,C*). Montrer
que si f(z)g(z) est réel pour tout z de U, alors il existe une constante réelle c telle
que f = cg.

III. Soient a € C* et r €]0, |al[.
(a) Montrer que 'intégrale

27
I(a) = / In |re?? — a| dv
0

est bien définie.
(b) Montrer que I'on peut définir une détermination holomorphe de

9(2) == log(1 — z/a)

sur un ouvert U, que l'on précisera, contenant le disque D(0;r).
(c) Calculer I(a) en appliquant la formule de Cauchy & g pour un point convenable.
(d) Retrouver le résultat précédent en montrant que la fonction f définie par
f(2) := g(z)/z est holomorphe sur U.

IV. Soient U un domaine de C contenant 'origine et f € H(U).

(a) Enoncer le principe des zéros isolés.

(b) Montrer que, si f(1/n) = f(1/2n) pour tout entier n assez grand, alors f est
constante sur U.

(c) Soit g : [0,1] — [0, ] définie par g(z) :=
pour tout x € [0, 1]. En déduire que, si f(z)
f est constante sur U.

(d) Montrer que, si f(1/n) =1/(n+ 1) = g(1/n) pour tout entier n assez grand,
alors =1 ¢ U et f(z) =z/(z+ 1) sur U.

(e) Est possible d’avoir f(1/n) = 1/2" pour tout entier n assez grand ?

x/(14x). Calculer g"(z) = go- - -og(x)
= f(2/(1+ 2)) pour tout z de U alors
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Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.
Les quatre parties sont indépendantes.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Enoncer le théoréme de Rouché.

Application. Soit A € C, |[A\| > 4. Déterminer le nombre de solutions de
I’équation zlog(2 + z) = Ashz dans le disque unité ouvert D(0;1) lorsque log
désigne la détermination principale du logarithme complexe. On pourra utiliser sans
démonstration les inégalités %W +1In3 < 3 et siny > %y (0 <y < 1), et établir que
|shz| > 2|z] lorsque z = & + 1y, |y| < 1.

IT. Soient D := D(0;1), U un domaine de C contenant D, et f € H(U) une fonction
holomorphe telle que |f(z)| > 1 lorsque |z| = 1. On suppose de plus qu'il existe un
nombre complexe zg € D := D(0;1) tel que |f(z0)| < 1.

(a) Montrer que 0 € f(D). On pourra raisonner par l’absurde et appliquer le
principe du maximum a g := 1/f.

(b) Soit w € D*(0;1). En appliquant le théoreme de Rouché aux fonctions f et
g :z— —w, montrer que w € f(D).

(¢) Enoncer le théoréme établi dans cet exercice.

III. (a) Soit a > 0. Etablir la convergence de l'intégrale

I(a) := /R (1173:2)2 da.
(b) Calculer I(a).

IV. Soient D := D(0;1) et f € H(D). On suppose que f(0) =0, f/(0) =1, et que
M :=sup,cp |f(2)] < oo. Enfin, on se donne b € C ~\ f(D).
(a) Montrer qu’il existe h € H(D) telle que h(0) = 1, h(z)? =1— f(2)/b (z € D).
(b) On éerit h(z) = 5 anz" ot la série converge dans D. Déterminer ag et a;.
(c) Montrer que |h(z)|> < 1+ M/|b| pour tout z de D. En déduire, grace au calcul

de l'intégrale
1

2
— 1
5 |h(z)|* dz 0<r<1),

|z|="r
que 'on a |b| > 1/(4M).
(d) En déduire que D(0;1/(4M)) C f(D).
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Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
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1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Enoncer les principes du maximum et du minimum pour une fonction analy-
tique définie sur un ouvert de C. On précisera bien la partie du premier énoncé
correspondant au cas d’un ouvert borné.

I1. Soit k& un parametre réel positif ou nul. On pose Py(z) := 2% —i(k + 2)z — 2k
(z € C). Calculer explicitement les quantités

M (k) := max | Py(z)], m(k) := min |Pg(2)].

EN! |zI<1

Ces fonctions dépendent-elles contintiment de k ?

ITI. Soient R > 1, D := D(0; R), et f € A(Dgr). On suppose que |f(z)| < 2 lorsque
|z| =1, mz >0, et |f(2)| < 3 lorsque |z] =1, Imz < 0.
(a) On pose g(z) := f(2)f(—==2) (]z] < R). Montrer que |g(z)| < 6 pour |z| < 1.
(b) Montrer que |f(0)| < v/6. Dans quel cas cette majoration est-elle stricte ?

IV (a) Déterminer le domaine de définition U de la fonction

1 1412
9(2) 24 8 1—1z

ou le logarithme complexe est pris en détermination principale. On vérifiera que
D(0;1) C U.

(b) Soit ¢ € R. Calculer g(e?™) lorsque || < §, puis lorsque [¢ — 3| < ;. On
pourra poser ¢ = 7(J + %), remarquer que tano > 0 dans le premier cas alors
que tang < 0 dans le second, et exprimer le résultat en fonction de |tany| et
e:=sgn(m/2 — ) =sgn(l/4 —9).

(c) Calculer ¢'(z) pour z € U et donner le développement en série entiere de g
dans le disque unité ouvert.

(d) Calculer les sommes des séries trigonométriques

() = Z (=1)" cos{2m9(2n + 1)} S() = Z (=1)"sin{2m9(2n + 1)}

>0 2n+1 =0 2n+1

[.

9

Y

Y

=

lorsque ¥ €] — 1, 1[U]
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Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
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Les deux exercices sont indépendants.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. (a) Soient a, b € C, a # b. Montrer que (z —a)/(z —b) € R~ si, et seulement
si, z € [a,b]. En déduire que l'on peut définir une détermination holomorphe de
(z—a)(z—0b) sur U :=C\ [a,b].

(b) Soit R > 2. Déduire de ce qui précede que l'intégrale

I'j{ dz
" Jip=r V422 =82 +3

ou la racine carrée est définie selon le procédé introduit en (a), ne dépend pas de R.

(¢) Montrer que, pour la détermination holomorphe trouvée en (a), on a
lim;| o V422 — 82 4+ 3/(22) = 1. En déduire la valeur de 1.

II. Trouver I'erreur dans le raisonnement suivant, déterminer une conclusion exacte
et I'établir :

2 1 1 n
Ona<n>:,7{ %dzpourtousneN,R>0,donc
n 2mi Jiy=r 2T

Z 2n ?{ 1+z)2ng_i dz
= 51 2mi =R 55 (bz)" 2z 2mi [ _p3z—1— 22
En faisant tendre R vers linfini, on obtient, grace a la régle zf(z),

> ()5 -0

n>0
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Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
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explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. (a) Enoncer le théoréme de Liouville.
(b) Montrer que, si f est une fonction entiére non constante et a € C ~ f(C),
alors a € f(C).

II. En intégrant f(z) := 2?/(1 + 2°) le long du bord du secteur circulaire
Sp:={re” :0<r <R, 0<9<2r/5}, calculer

2
K::/ T 4z
0 1+.Z‘5

Déduire du résultat obtenu que K > %

ITI. Soit a €]0, 1[U]1, co[. On se propose de calculer

L(a) = /7T rsinzx
0

1+ a2 —2acosz

en intégrant la fonction f(z) := z/(a — e~%*) le long du bord +,, du rectangle R,, de
sommets +7, 7 + in, lorsque le parametre entier positif n tend vers I'infini.

(a) Montrer que l'intégrale L(a) est bien définie.
(b) Montrer que

f(z)dz = =2iL(a) 4 2miJ,(a) + o(1) (n — o0)

Tn
n d n —yd

Jn(a) ::/ Yy :/ U

o a-+eY o 1+ae ¥

(c) Calculer J,(a) en effectuant un changement de variables adéquat.

ou l'on a posé

(d) Montrer 'existence et calculer la valeur de J(a) := lim,,— o0 Jn(a).

(e) Déterminer ’ensemble des poles de f dans I(7,) et calculer le résidu corre-
spondant a chacun de ses éléments.

(f) Calculer L(a) dans chacun des cas 0 <a < 1leta > 1.
(g) Montrer que lim,_,; L(a) = 7In2.
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1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les
explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Définir la simple connexité d’un ouvert du plan complexe et donner les six
conditions vues en cours équivalentes a l’assertion spécifiant qu’un domaine U est
simplement connexe.

IT. Soit /2 la détermination principale de la racine carrée.
(a) Ecrire sous forme cartésienne les nombres \ﬁ, V—iet V/—1+iV/3.
(b) Montrer que la fonction z — /z possede sur U := C\] — 00, 0] une unique

primitive F telle que F(1) = 2.

(c) Soit 7y : [0,7/2] — C le chemin défini par ~(t) := e**. Calculer / Vzdz.
g

(d) Calculer?{ Vzdz.

|z4mi|=3

ITI. (a) Le logarithme complexe étant choisi en détermination principale, déterminer

2241

71) et vérifier que U D C~ D(0;1).

22 _

le domaine de définition U de h(z) := log <

(b) Montrer que 'expression f(z) := (1 — 22)e"(#)/2 définit une détermination

holomorphe de v/z* — 1 sur U telle que f (\/3) = —2V2.

(¢) Pour r > 1, désignons par ~, le lacet dont le support géométrique est le cercle
C'(0; r) parcouru une fois dans le sens direct. Soient 7, R des nombres réels tels que
1 < r < R. En appliquant le théoreme de Cauchy a la fonction g(z) := z/f(z) sur
le lacet v = 7, * [r, R] * v * [r, R]”, montrer que

ne dépend pas de r > 1.

(d) Montrer que, si |z| > 1, alors g(z)zy/1 — 1/2* = —1, ou la racine carrée est
prise en détermination principale.

(e) Calculer lim,_, I(r) et en déduire la valeur de I(r) pour tout r > 1.

IV. Soient f et g deux fonctions entieres telle que |f(2)| < |g(z)| pour tout z € C.

(a) Montrer que si w est un zéro de g de multiplicité m > 1, alors w est un zéro
de f de multiplicité n > m.

(b) Soit Z, I'ensemble des zéros de g. Montrer que la fonction h(z) := f(2)/g(2)
(z € C\ Z,) peut étre prolongée en une fonction entiere.

(c) Qu’en déduisez-vous ?
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Aucun document n’est autorisé. L’usage d’une calculatrice est interdit. Sauf mention
contraire, les notations sont celles du cours.

Les trois parties sont indépendantes.

1l sera tenu le plus grand compte de la rédaction et de la présentation. Seules les

explications claires et précises seront prises en compte a la correction.

I. Soit n € N. Enoncer la formule de Cauchy permettant d’exprimer la dérivée
d’ordre n d’une fonction holomorphe comme une intégrale sur un contour circulaire.

I1. Soient D := D(0;1), U un ouvert contenant D, et f € H(U).

(a) Calculer les quantités

1:= 1 <2+z+i>f<zz)dz, J::L, 1(2—2—1>f(z)dz.

21 |z]=1

(b) En déduire les valeurs de

1 1
H::/0 f(e2™) cos?(m09) dv, K::/0 £(e2™) sin? () do).

ITI. On conserve les hypotheses de la partie IT et, pour a € C, |a| # 1, on pose

1 m dz.
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L(a) :=

(a) Calculer L(a) lorsque f(z) =1 (z € U) et lorsque f(z) =1—az (z € U).

(b) En exploitant le paramétrage () := " (0 < 9 < 27), exprimer L(a) sous la
forme 1
L(a) = — d
@ =5 f, o)

ou g est une fonction méromorphe que 'on déterminera.

(c) Calculer L(a) dans le cas général.
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