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Abstract

A natural integer is called y-ultrafriable if none of the prime powers occurring
in its canonical decomposition exceed y. We investigate the distribution of
y-ultrafriable integers not exceeding x among arithmetic progressions to the
modulus ¢q. Given a sufficiently small, positive constant £, we obtain uniform
estimates valid for ¢ < y/1°%2¥ whenever logy < (log ), and for ¢ < VY if
(logz)?*** <y < a.

Keywords : ultrafriable integers, friable integers, saddle-point estimates, sieve, Sie-
gel zero, Gaussian distribution, local behaviour.

2010 Mathematics Subject Classification : primary 11N25; secondary 11N35,
11N37, 11N60.

1 Introduction

Soit y > 0. Un entier positif n est dit y-friable si son plus grand facteur premier, noté
P*(n) avec la convention P (1) = 1, n’excéde pas y. Pour z > 0, y > 0, nous désignons par
S(z,y) I'ensemble des entiers y-friables inférieurs ou égaux a x et par ¥(zx,y) son cardinal.
Les propriéteés structurelles de 'ensemble S(z, y) ont fait I'objet d’une abondante littérature
depuis une trentaine d’années, notamment concernant sa répartition dans les progressions
arithmétiques : voir par exemple Fouvry & Tenenbaum [5], Hildebrand & Tenenbaum [9, 10],
La Bretéche & Tenenbaum [2], Granville [6, 7], Soundararajan [14], Harper [8].

Quoique également susceptible d’intéressantes applications dans diverses branches des
mathématiques — cf. [16] et la bibliographie incluse — une notion voisine, celle d’entier
ultrafriable, a recu beaucoup moins d’attention. Un entier naturel est dit y-ultrafriable s’il
n’est divisible par aucune puissance de nombre premier excédant y. Pour > 0, y > 0, nous
désignons par U(z,y) 'ensemble des entiers y-ultrafriables n’excédant pas x et par Y (z,y)
son cardinal.

Des estimations satisfaisantes de Y'(z,y) ont été obtenues dans [16]. Nous nous proposons
ici d’aborder la question de la répartition des entiers ultrafriables dans les progressions
arithmétiques en évaluant le comportement asymptotique des quantités

Tq(lL'7y) = Z 1, Y(z,y;a,q) :== Z 1

nel(z,y) nel(z,y)
(n,q)=1 n=a (mod q)

sous des conditions aussi peu restrictives que possibles concernant les variables x, y et q.
Notons toutefois qu’une prise en compte plus fine de la répartition des zéros des fonctions
L de Dirichlet permettrait d’étendre, dans les résultats présentés ci-dessous, le domaine
de variation de la variable ¢. Nous avons préféré reporter ces complications & un prochain
travail.
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Désignons classiquement par 7(n) le nombre des diviseurs d’un entier naturel n, et par
w(n) le nombre de ses facteurs premiers, comptés sans multiplicité. Notons par ailleurs 7 (y)
le nombre des nombres premiers n’excédant pas y.

Soit y > 1. Pour tout nombre premier p, nous avons p” < y si, et seulement si, v < v, =
vp(y) := [logy/log p|. Posant

wq(y) = Z Vp logp, quy = ewlI(y),

Py
ptq

il s’ensuit que x — Y4(z,y) est la fonction de comptage des diviseurs de N, ,. Ainsi
To(2,y) = 7(Ngy) = H(l +vp) (x> Ngy)

Py
ptq

et donc
Tq(x,y) — 9m(1)+0(/5/ logy) (m > Ny, w(q) < \/@/ logy),

Comme la symétrie des diviseurs de IV, autour de /Ny, implique

Ty(@,y) =7(Ngy) — Tq((Nq,y/x)_vy> (\/m ST Nq,y)v
nous pouvons restreindre 'étude de Y4 (z,y) au cas
r < /Ny, le 94(y)>2logz.
Pour simplifier ’exposition, nous considérerons en fait le domaine légérement étendu
(1.1) x2y=22, Yy >2logux,

ou ¥(y) := 11 (y) désigne la fonction de Tchébychev.

Nous restreignons également 'étude de Y(z,y;a,q) au cas (a,q) = 1. Cette contrainte
pourrait étre levée au prix de quelques complications techniques. En effet, posant d := (a, q),
de sorte que (a/d,q/d) = 1, nous avons Y(z,y;a,q) = 0 si d € U(z,y), et, dans le cas
contraire,

Y(z,y;a,q) = > 1,
m<z/d
m=a/d (mod q/d)
pY|lm=v<vp—v,(d)
ol vy (d) désigne la valuation p-adique de d. Les techniques développées dans le présent travail
peuvent étre adaptées pour évaluer cette quantité : il suffit essentiellement de remplacer la
série de Dirichlet Z,(s,y) introduite en (2.4) infra par

1— pf(l/p+171/)8

Zy(s) [ 24—

p”|ld
ptq/d

Un exemple de I'estimation subséquente est donné & la Remarque 2.8 infra.

2 Résultats
2.1 Evaluation de T, (z,y)

Tenenbaum [16] a obtenu, pour tout & > 0, l'estimation

(2.1) Y(z,y) = \I/(x,y){l + O(%)} (z >y > (logz)*™),
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o1, ici et dans la suite, nous notons u := logz/logy (z > 2,y > 2). La méme méthode
permet d’établir la pertinence de ’approximation de Y (x,y) par

Uy (z,y) == Z 1

nes(z,y)
(n,q)=1

pour ces mémes « grandes » valeurs de y, et un large domaine en ¢. Nous renvoyons a [9, 2, 3|
et & la bibliographie de ces travaux pour des évaluations explicites et implicites de ¥, (z,y).

Théoréme 2.1. Soit € > 0. Sous les conditions

(2.2) x>y > (logz)*s, Pr(g) <y, wlq) <V,
nous avons

qulog 2u )}
2.3 T,(x,y) =V,(x, 1—|—O( .
(2.3 o) = Vo) {1+ 0 JEoER

Notons que le terme d’erreur de (2.3) tend bien vers 0 dans le domaine (2.2) : il est en
fait < 1/(logz)%/?.

L’énoncé relatif aux petites valeurs de y nécessite quelques notations supplémentaires.
Nous désignons par

1 _p—(v,,+1)s
Py
ptq

la série de Dirichlet associée a la fonction de comptage Y 4(z,y), convenons de poser Z(s,y) :=
Z1(s,y), et notons

Z'(s,y) _ Z{ logp (vp+1)logp}

Z(s,y) -

ps—1 plptl)s — 1 (Re s >0, y>=2).

(Pl(say) =

Ainsi qu’observé dans [16], ’équation
(2.5) p1(o,y) =logz (0> 0)

posséde, sous la condition (1.1), une unique solution 8 = f(z,y), qui est donc le point-selle
relatif a intégrale de Perron pour Y(z,y).
Désignons par

1 .
2.6 D(z ::7/ e /2t (z€R
(2.6 &)= | (-€R)
la fonction de répartition décroissante de la loi gaussienne, et posons
G(z) =e*20(z) (2 €R),

de sorte que

27 G()=1+0() (z—0), G(z):\/%m{l—z%—&-O(Z%)} (2 = +00).

L’estimation suivante a été établie dans [16] :

(28) Yy =266 {1+0(2)} (2logr < wly) < (o)),
ol nous avons posé

oy ==~ (B,y) = {1 + O(IO;y)}w; Lu(logy)? (2logz < Y(y) < (logz)?),

avec w := ¥(y)/ logx.
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Nous évaluons le rapport Y4(x,y)/Y(z, y) en exploitant I’approximation (2.8), relevant du
paramétre implicite 8. La démarche est analogue a celle de [2], ou La Bretéche et Tenenbaum
recourent & l’approximation de ¥(z,y) par la méthode du col — cf. [9] — pour évaluer
U, (z,y)/¥(z,y). Dans ce dernier cas, le col de I'intégrale de Perron est défini comme 'unique
solution positive o := «(x,y) de 'équation

1
(2.9) Z pjg_p = logz.

1
Py

Notant pg le k-iéme nombre premier, de sorte que py < klog2k (k > 1), et

(2.10) 24 =Pu(q (@21)
avec la convention pg := 2, nous posons ensuite
Y(y) logzg _ log{2+ w(q)}
2.11 = = -2, Y9, =1 = = > 1),
211)  n=mn(zy) ogs 2 Va a() Togy oz y (¢=1)

et introduisons les termes d’erreur A, = Ay(x,y) et Dy = Dy(x,y) définis par

log z)?s
(log ) ( ) si 2logz < ¥(y) < (logz)?,
919 A logy ¥qlog(1l +n)
(2.12) 4=\ 9, {ulog 2u} s
Vo{ulog2u}™ siy > (logz)?
1+ 9, log2u Y 8L)%
et D, := min{w(q),A,}. Il est a noter que, lorsque y = (logx)!** avec A =< 1, les deux

expressions de A, apparaissant dans (2.12) sont du méme ordre de grandeur.
Posant

1—p~°
9q(s) = HW (g1, s€C),
plg

et notant, ici et dans la suite, log,, la k-iéme itérée de la fonction logarithme (k > 1), nous
obtenons le résultat suivant, ot zy désigne une constante absolue assez grande.
Théoréme 2.2. Soit € > 0. Les assertions suivantes sont valides sous les conditions
(2.13) r>2y>2, x>x0, 2logz<i(y)<exp((log )%/ (log, m)(1+5)/5),

(2.14) ¢=1, PH(g)<y, wlg) < y!/PrUrlosaw)/losu,

(i) Nous avons

1+D2+Dq(1+77)
u Vu+nu

= 2 Z,(8, y)GW@{ 1+ 0(1 +UD3 i lj/qa(l:nz)) }

Yy(z,y) = gq(ﬁ)T(w,y){l + O(
(2.15)

et donc, lorsque n > 1,

¥, o) = 2T {1+ 0 LE20) ),
(i) Si de plus m < 3, alors
.10 Ty(e0) = 0T {1 + B+ o L))

avec R < w(q)/(vu+ nu).
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(iii) Sous la condition supplémentaire n = o(1/\/u), nous avons

- w(q) log q W(CI)2
(2.17) T,(z,y) = gq(ﬁ)T(m,y){l + \/ﬁ + O(nw(Q) + Jilogy + w )}

Remarques 2.3. (a) Sous la condition (2.14), et si en outre 0 < n < 1, nous avons
Ay =< {14+ w(q)}/n et donc Dy < w(q).

(b) Ainsi que lattestent les formules (3.3) et (3.4) infra, les points-selles o et B sont
proches lorsque y > (logx)'*¢, ce qui implique alors A, < E,, ou E, est le terme d’er-
reur introduit dans [2]. Cela permet de faire appel & certaines estimations établies dans [2],
notamment

(2.18) A1+ Ag) < dglog(u+1) <1 (y > (logz)'*¢, w(q) < yl/log(u+2)>~

1l s’ensuit en particulier que, dans les hypothéses du Théoréeme 2.2, tous les termes d’er-
reur y apparaissant tendent vers 0.

(c) Le terme principal de la seconde formule (2.15) constitue également une bonne ap-
proximation dans le domaine complémentaire

(2.19) y > (logz)®*e, w(q) < Vy/logy.

En effet, il résulte de [2, Cor. 2.2], (2.3) avec ¢ = 1, (2.8), et (3.3), (3.4) infra, que, sous
Uhypothese (2.19), nous avons

Vy(z,y) = gq(a)‘l’(%y){l + O(%)} = 9q<a)T(””’y){1 + O(%)}
— 0,2 2(3.0)GEVa {1+ 0( 1))
2,806V {1+ 0(H)}

Par (2.3), nous obtenons done, sous les mémes hypotheéses,

(2:20) Ty(e.9) = 22,0 0G(EVE {1+ o(m +D

(d) Comme Yy(z,y) ne dépend que du noyau sans facteur carré de q et comme logq <
w(q)logy si u(q)> =1 (ot p désigne la fonction de Mébius), PT(q) <y, Uordre de grandeur
du second terme d’erreur de (2.17) ne dépasse pas celui du terme principal complémentaire

w(q)/v/.

2.2 Evaluation de Y(z,v;a,q)
Notre approche repose, d’une part, sur une majoration des quantités
Y(x,yx) = >, x(n),
nel(z,y)

lorsque x est un caractére de Dirichlet de module ¢ distinct du caractére principal xg, et,
d’autre part, sur I’évaluation de Granville [7]

v 1 1
(2.21) U(z,y;a,q) := Z I:M{I—FO( 084 + )},
nesaw) v(q) uclogy ~ logy
nza(mo& q)

valable, pour tout & > 0, sous les conditions x > y > ¢' ¢, et avec ¢ = ¢(¢) > 0.
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Le résultat suivant rassemble nos résultats relatifs a la premiére voie. Nous posons
(2.22) Yo i=Yo(y) = 0T (650, y>2)

et convenons de désigner, dans toute la suite, par ¢; (7 = 1,2,...) des constantes absolues
positives convenablement choisies.

Théoréme 2.4. Soit A > 0. Poure >0, ¢og >0, ¢; > 0 assez petits, sous les conditions
(2.23) r>2, 2logz < (y) < 1082

(2.24) 2 < q < yoo/los2y,

et pour tout caractére de Dirichlet non principal x de module q, nous avons

(2.25) Y,y x) < Yol y){e—c1u/{1+19(x)(logu)4} + YE_l}

ot I(x) vaut 0 ou 1 et n’est non nul que si q¢ > (logy)
exceptionnel, réel.

et si x est égal a un unique caractére

Le caractére exceptionnel apparaissant dans cet énoncé est précisément défini au §4.4 —
voir notamment la formule (4.24).

Le terme principal attendu pour Y(x,y;a,q) est Tq(x,y)/e(q), ot ¢ désigne la fonction
indicatrice d’Euler. Nous déduisons du Théoréme 2.4 I’évaluation suivante, valable pour les
petites valeurs de y.

Théoréme 2.5. Soit ¢ > 0. Pour a € Z, q 2 1, (a,q) = 1, et sous les hypothéses (2.23),
(2.24), nous avons

(2.26) Y(z,y;a,q) = W{l + O(e—c1u/(10gu)4 T Ys_l) }

En labsence de caractére de Siegel modulo q, on peut substituer u & u/(logu)* dans le
terme d’erreur de (2.26).

Le résultat suivant, dont la démonstration repose sur (2.21), fournit une évaluation de
Y (z,y;a,q) pour les grandes valeurs de y.

Théoréme 2.6. Pour une valeur convenable de co > 0, tout € > 0, et sous les conditions
x>y > (logz)®*e, ¢ < /Yy, et (a,q) =1, nous avons

Y, (z,y) log g 1
2.2 Y(z,y;0,q) = =11 ulogy '
(2.27) (x,y;a,q) o(q) { +O(u62 logy + logy)}

Remarque 2.7. Dans le domaine de validité commun & (2.26) et (2.27), le terme d’erreur
de (2.26) est le plus précis des deux. La discontinuité qualitative observée d’un domaine a
lautre reflete la disparité des méthodes employées.

Remarque 2.8. Ainsi qu’évoqué plus haut, les démonstrations des Théoréemes 2.4, 2.5 et
2.6 peuvent étre adaptées pour traiter le cas d := (a,q) > 1. Supposons par exemple u(d)? = 1
et (¢/d,d) = 1. Pour tout € > 0 et sous les conditions (2.23) et (2.24), nous avons alors

T yia.q) = ha(B)Yq/a(w/d, y) {1 N O(e’clu/(logu)4 . Y{1>}

¢(q/d)

1_p—l/p3
ha(s) := H T s (Re s > 0).
pld
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3 Cols

Pour v > 1, désignons par &(v) l'unique solution de Péquation ef(*) = 1 + v€(v), et
convenons que £(1) := 0. Nous avons

logy v )

(3.1) &(v) = log(vlogwv) + O( Tog 0

(v=3),

et renvoyons par exemple aux articles [10, 11] ou a [15, ch. IIL.5] pour une description plus
précise du comportement asymptotique de &(v) lorsque v — oco.
Posons encore

(3.2) Le(y) s=el=n™™ " (e> 0, y>2).

11 est établi dans [9] que, pour tout £ > 0, nous avons

logy)? ~ L:(y)

Les estimations suivantes du col 3 ont été obtenues dans [16]. Rappelons la définition du
paramétre 7 en (2.11).

(3.3) a:l——+0(u(1 + ! ) ((log )" < y < ).

Lemme 3.1. Soit € > 0. Nous avons

B o . ! og z)1te T
(3.4)  Bla,y) = " logy +O(u(logy)2 + Le(y)) ((logz)'*e <y < =),
HOI(()lg/ylogy) log (1+7) (2logz < ¢(y) < (logz)?).

Compte tenu de (3.1), nous pouvons noter, a fins de référence ultérieure, que

log(2u)
logy

(3.5) 1-8x (¥(y) > 2logx).

Lemme 3.2. Uniformément pour x >y = 2, ¥(y) > 2logx, nous avons
y' -1
1-5
(3.7) y' =P =< ulog 2u.

(3.6) = log ,

Démonstration. Ces estimations découlent du Lemme 3.1 via quelques calculs. On peut éga-
lement observer que, lorsque y > (log x)?, estimation (3.6) résulte directement du lemme 3
de [9] et de la premiére formule (3.4). Sous la condition 2logz < 9 (y) < (logz)?, elle dé-
coule de l'estimation (2.16) de [16] et de (3.5) sous la forme (1 — ) =< 1. La relation (3.7)
est une conséquence immeédiate. ]

4 Lemmes

4.1 Majoration du terme d’erreur D,
Lemme 4.1. Soit € > 0. Sous la condition (2.14), nous avons

Vi

4.1 D _—
( ) q < (log 2u)1/2+5
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Démonstration. Lorsque n < 1, Pestimation Dy =< w(q) résulte de la Remarque 2.3(a).
Comme cette hypothése implique y < log z et donc log y < log 2u, il suit

— 0g- u (0] u u
Dy = w(q) < (ulogy)'/?~(1Fe)loss 2u)/log2u Tog20) 775 2\£1/2+s'

Lorsque 7 > 1, la condition (2.14) implique

log, (2u) +O( 1 )7

U< 5 -(1
a<3=(1+¢) log 2u logy

d’ott (4.1), en reportant dans (2.12). O

4.2 Estimations relatives a la fonction g,(s)

Posons

vq(8) :=log g,(s) = Z {log (1—p~*) —log (1 — p_(”p+1)s)} (Res > 0),
rlq

otll, dans le membre de droite, les logarithmes complexes sont pris en détermination princi-
pale. Introduisons également la quantité

(4.2) C, = min{w(g), Ag}

et, dans toute la suite, convenons que ug désigne une constante absolue assez grande.
Lemme 4.2. Sous les conditions (2.14) et

(4.3) b(y) > 2logz, U > uo,

nous avons

(4.4) 74(B) < Dglogy, =7, (B) < Cylogy)®.

Sous Uhypothése supplémentaire n < 1, nous avons

7,(B8) = 3w(q) logy + O(nw(q)logy +logq),

(45) 21(8) = Sula)(logy)? + O (nw(q) log y)? + (log g) log y).

Démonstration. Ainsi qu'il a été observé au lemme 3.13 de [2], les fonctions v, et —v; sont
décroissantes et positives sur ]0, oo[. Nous avons

)= Yo {2 Gt sy,

o po -1 p(yp—i-l)a' —1

% (logp)2p° (v + 1)%(log p)2pr e
—7q(0) = Z { (p° —1)2 (U 07 — 1) }

plg
Un développement limité a ’ordre 3 en 0 fournit donc

74(0) = 3 wplogp < w(q) logy,
rla

—70(0) = 15 > vp(vp +2)(log p)* < w(g)(logy)*.
pla
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Pour achever la preuve de (4.4), il reste & montrer que
(4.6) 17 (B) < (Bglogy) (i =1,2).

A cette fin, nous pouvons supposer que 7 > 1, puisque, dans le cas contraire, nous avons
A, > 1+ w(q), ainsi qu'observé a la Remarque 2.3(a). Nous utiliserons les majorations

/ g Zéig - 1 _ A o (z;f‘j — 1) log Zq
(4.7) Yqlo) K (-2 1-0) Vg (0) < (1—277)2(1 - o)

(0<o<1),

établies au lemme 3.13 de [2].
Considérons d’abord le cas y < (logz)?. Parallélement a la preuve du lemme 3.15 de [2],
nous observons que les relations (4.7), (3.4), (3.5) et (3.7) impliquent

1
/ (1=B)dq (1 1 Y14 — ) =A,l
Y,(B) <y ( + Blogz,) < (logx) ( + ﬂqlog(1+n)> qlogy,
, 2 Y, logy
N/ 9q (1 _ 2 Vg 2
Vg (B) < (log x) ( + Blogzq) Yqlogy = (Aglogy) Tog )7 < (Aglogy)?,

ce qui fournit bien (4.6).
Lorsque y > (logz)?, compte tenu de la Remarque 2.3(b), l'estimation (4.6) est une
conséquence directe de [2, lemme 3.14] sous la forme

YD (B) < A (logy)!  (j =1,2)

et de la majoration ¥4 < A,, énoncée & la formule (2.10) du méme article. O

4.3 Estimations impliquant les séries Z,(s,y)
Posons

, 1 Zl(s,)

(4.8) ia(s,y) = (-1 5 Za(o.0)’

g =¢iqBy)  (G=1q21),

et convenons d’omettre le second indice lorsque ¢ = 1. Le lemme suivant est une adaptation
relative aux quantités (4.8) de [16, lemme 2.5|, correspondant au cas ¢ = 1.

Lemme 4.3. Soit j € N*. Sous les conditions (2.14) et (4.3), nous avons
(4.9) 0;.q < u(logy)’.

Lorsque j = 3, on peut multiplier le membre de droite par min(1, Blogy) + 1/y/u. De plus,
dans les mémes hypothéses,

(4.10) az,qzaz{uo(lo;u)}.

Sous les conditions supplémentaires ¢ = 1 et ¥(y) < (logx)3, nous avons

1 1+n 2
411 o2 ={1+0(- ) }5ullogy)®.
(411) : o) by Lutogy)
Démonstration. Lorsque y < (logx)3, toutes les majorations découlent directement de [16,
lemme 2.5] et des inégalités 0, < o; (j = 1). Dans le domaine y > (logz)?, la méme
approche fonctionne, mutatis mutandis, en utilisant (3.7). L’égalité (4.11) coincide avec [16,
formule (2.21)].
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11 reste a établir (4.10). Par (4.4), nous avons
0y — O2,g = =74 (B) < Cylogy)®.
Comme la majoration (4.1) implique w(q) < v/u lorsque ¢ (y) < logx et
2
A < u/logu
dans la circonstance complémentaire, nous obtenons bien 1’évaluation annoncée. O

Rappelons la définition (2.22) de Y: (¢ > 0).
La démonstration du lemme suivant étend & Z,(s,y) celle de [16, lemme 2.6].

Lemme 4.4. [l existe une constante cs > 0 telle que, pour tout € > 0, et sous les conditions
(2.14), (4.3), nous ayons

—C3UuU(T 10 4
w12) zq<ﬂ+z-ﬂy>’<{e wrlosn” (7] < 1/logy),

Zq(B,y) emesut! /(47" (1/logy < |7] < Y7).
Démonstration. Posons s = f + it (7 € R) et notons ||z|| la distance du nombre réel z a

lensemble des entiers. Les calculs des pages 342-343 de [16] fournissent, pour une constante
convenable k > 0,

‘ ZQ(s7y) < —kWy

qu,y)' S

e 5l /2m) gl
) 7/2m) logp

Wq = p—B'

Py

piq

Lorsque |7| < 1/logy, et puisque (2.14) implique z, < y3/4, nous avons, grace a (3.7),

I(r/2m) logpl* _ 4 3% "~ 1
IRT721) O P 1 R
Z poc < 7 (log z4) 5
(4.13) pla
< rlogyp L2 =L (o)t
1-p (log 2u)1/4
Comme la minoration (2.27) de [16] implique
4] 3, 1-8 _ 1
(4.14) Wy > (o y)"(y ) > u(rlogy)?,

1-p

et comme u peut étre choisi assez grand en vertu de (4.3), il suit W, > u(7logy)*, ce qui
implique bien (4.12) dans ce cas.

Lorsque 1/logy < |7| < /¥y, 'argument employé dans la démonstration de [13, lemme 5.12]
fournit

4
T
(4.15) Y et s o 31 @<z<y).
z/2<p<z z/2<p<z
ptq pta

Or, ’hypothése (2.25) implique w(q) = o(z/ log z) Il suit
(4.16) Yois 2

logz’
z/2<p<z
rta

d’ott W, > 7%u/(1 + ) par sommation d’Abel, compte tenu de (3.6) — cf. [16].
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Lorsque /y < |7| < Y¢, le terme de gauche de (4.15) est

> Z sin? (%Tlogp) = % Z 1— % Z {COS(T logp) — iCOS(QT logp)}.
z/2<p<z z/2<p<z z/2<p<z
ptaq ptq ptq

Comme w(q) = o(z/logz), argument de [16, lemme 2.6] (relatif au cas ¢ = 1) permet
de montrer que la derniére somme est o(z/log z). Compte tenu de (4.16), une sommation
d’Abel permet de conclure. O

Lemme 4.5. Il existe une constante cq4 > 0 telle que, pour tout € > 0 et sous les conditions
(2.14), (4.3) et 1 < z < min{Y;, e“"}, nous ayons

(4.17) YTz +x/2,y) — Ty(z,y) <<J;5Zq(ﬂ,y)/z.

Démonstration. La preuve est identique & celle de [16, lemme 2.7| en remplacant Z par Zy,
et en faisant appel au Lemme 4.4. O

4.4 Estimations relatives aux séries Z(s, x;y)

Pour tout caractére de Dirichlet x non principal modulo ¢, posons

1— x(p)rrtip=(wths
Z(s,x:v) = [ =
o L —x(p)p

(Re(s) > 0),
et, sous la condition supplémentaire |7| < Yz, définissons également

(4.18) (i) = {1 - Re(x /p”)}

Py
ptq

)

et convenons d’omettre l'indice g lorsque ¢ = 1.

Nous nous proposons ici d’établir les propositions auxiliaires nécessaires aux démonstra-
tions des Théorémes 2.4 et 2.5.

La preuve de 1’énoncé suivant est analogue a celle de [16, lemme 2.6].

Lemme 4.6. Pour un choix convenable des constantes co > 0, c¢5 > 0, nous avons

Zq(@ Y)

Démonstration. Soit s := 4+ i7. Un calcul de routine fournit

‘ < e~ Wa(y,7ix) (7- eER, ¢< y00/10g2 y)

(4.20) ’Z@vx;y)‘ _p L (el + DA —p P2

2w | L+ 4sin?(Ja,) 1P (1= p )7
ptq
oil v €] — 7, ] est Pargument du nombre complexe x(p)/p'".
Posons 7, := ||a,/27|| et B, := p?(1 — p~#)2. En raisonnant comme dans la preuve de
[16, lemme 2.6], on obtient que le terme général du produit de (4.20) n’excéde pas

872 sin’(77,)
3B, + 12sin®*(77,)
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L’inégalité |sinm7,| > 27, fournit donc, pour une constante convenable kg > 0,

Z(s,X; 2 .
@2 i <
ou l'on a posé
Z E > sinZZTp) = (1- ﬁé%)){
ore re e
Cette minoration implique bien le résultat annoncé. O

Posons a présent

(422) D(y,; X) = Z {1 — %e(x(p)/p”)} logp’ S(yﬂ'; X) = Z %

&
Py p

nLy

Lemme 4.7. Sous la condition (1.1), nous avons

— Re(S(y, 7 %)) + 0<f1_; {e@ " 1}>

u

1-8
1-p

Démonstration. Compte tenu de (3.5) et (3.7), une forme forte du théoréme des nombres
premiers fournit par sommation d’Abel — cf. [2, Lemme 3.5] —

logp  y'~”* _Jlogy 1
- 14+ 0 e Ve .
Z P 1-8 tOle + ulog 2u

(4.23) D(y,m5x) =

PLY
De plus,
X(p logp 1/2-8
S M g 3 BB (140 v
Py ”<y
v>2
< yt=h (1 log u )
1-5 Vylogy
La formule annoncée découle de ces estimations. O

Le lemme suivant est consacré a I’étude de S(y, 7; x) par 'approche développée dans [15,
lemme II1.5.16 |. Nous notons x; I’éventuel caractére de Siegel de module g > 1 et §; le zéro
correspondant. Posons

0(T) = 1/{(log T)**(log, T)'/*},  ng(T) := min(1/log ¢,7(T)),

de sorte que le théoréme de Vinogradov-Korobov (cf. par exemple, [12, ch. 9, p. 176]),
garantit que, pour une constante positive convenable cg > 0, le domaine

{o+it:|7|<T,0 >1—ceng(T)}

est une région sans zéro de L(s, x) lorsque x # x1. Pour ¢7 assez grande, ¢y > 0 assez petite,
et ¢ < yo/ 1827 ] existe donc, dés que y est assez grand, au plus un zéro de Hx Zxo L(s, x)
dans la demi-bande horizontale o > 1 — 3¢z (log, y)/ logy, |7| < Yz. Nous posons

(4.24)

_J1 six=xiet B >1-cr(logyy)/logy
I(x) == .
0 dans le cas contraire.
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Lemme 4.8. Soit € > 0 assez petit. Lorsque q satisfait (2.24) et sous la condition

(4.25) CExo [l<Ye 222 w(y)>2logr, <l

nous avons

(4:26) Sty = 00 L o( L

| = L (2
X V=5 —ir " \(logy)?®

Démonstration. Nous pouvons supposer x, et donc y, assez grand. Notons
w:=p+ir, v:=1—L0+1/logy.

(Ici B désigne bien le point—selle, et non la partie réelle d’un zéro de L(s, x), comme souvent
dans la littérature.) Il résulte de la formule de Perron effective (cf. [15, cor. I1.2.4]) que, sous
la condition |7] < Yz, nous avons

1 fytiYe v s 1-8(] 3
/ (8+umwyd5+0(y (logy) )

4.27 Sy, mx) = =—
(4.27) (¥, 75 %) 2ir )y iy, L +wi)s Y.

Pour ¢ assez petit, I’hypothése (4.25) implique
1— 8> 4cr(logyy)/logy,

en vertu de (3.5).
Déplagons alors le segment d’intégration vers la gauche jusque

§:=1-p—{1+9(x)}ter(logy y)/logy > 2¢cr(logy y)/ logy.

Lorsque x # x1, la zone traversée ne contient aucun pole de l'intégrande, alors qu’elle en
contient exactement un, & savoir s = 37 — w lorsque x = x1. De plus, dans les deux cas, le
segment translaté est a distance > c7(log, y)/logy d’un pole de I'intégrande.

Le théoréme des résidus implique alors que l'intégrale de (4.27) vaut

yﬁl—w
B —w

ou 20 désigne la ligne brisée [v — iYe,d — iYe, 6 + 1Yz, v + iY;] parcourue dans le sens trigo-
nométrique inverse.

Compte tenu du placement de 20 par rapport aux poles de l'intégrande, on peut établir
classiquement, via la formule explicite en fonction des zéros (cf., par exemple, [15, pp. 380-
381], que

_1 L/ ys
— | = Y ds—v

(4.28)

LI
‘L(s + w, X)‘ < (log qY2)? (s € ).
L’intégrale de (4.28) est donc

yl*ﬁ(logy)g<< y =~
Y- (logy)3’

< (logyY=)*y’ +

quitte & augmenter la valeur de c¢7. Cela compléte la démonstration. O
Lemme 4.9. Sous les conditions (2.24) et (4.25), nous avons
y' o

(4.29) Dy, mx) > (1 - B){1 +9(x)(logy x)2}
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Démonstration. Conservons les notations de la démonstration du Lemme 4.8. Par (4.23) et
(4.26), nous pouvons écrire, sous les hypothéses effectuées,

) B ylfﬁ yﬁl*ﬁ*i‘r ylfﬂ 1 1
Plo-mix) =1~ B H%X)%e(m) + O<1 - 6{(logy)3 * u}>

Cela implique immédiatement (4.29) si ¥(x) = 0. Dans le cas contraire, nous avons y = x1,
B1>1—crlogyy/logy et By — B> (logy )/ logy.
Si 7] < 1/logy, posant ¢ := 7logy — arctan{7 /(81 — 8)} il suit

( y/gl,/g,i.,- ) y’Bl*fBCOS(p
(5]

B1— B —ir :|/31—B+ir| -

d’oit (4.29).
Si1/logy < || < Yz, nous avons, pour une constante convenable ¢z > 0,

yﬁlfﬁ*” yﬁl*ﬁ ylfﬁ
e 2| <] 2| < -
p1— B —ir fr—B—irl " |1 =B +i/logyl

(4.30)

1-p
Y c3
< 1-— .
1 —B{ (logy 11)2} 0

5 Preuve du Théoréme 2.1

Plagons-nous dans les hypothéses (2.2) avec, disons, ¢ €]0, %[, et posons

(5.1) fas)=J[(1-p7%) (s€C).

rlg

Lorsque x est suffisamment grand, nous avons a > % + %E d’aprés (3.3). Il suit

xr
(5.2) 0 Wylay) = Yolwy) < D 0o (w).
Py
ptq

Sous la condition supplémentaire 3 < 2'/3, les théorémes 2.4.(i) et 2.1 de [2]| fournissent

z fqla) (7, y)

(53) \P4<W,y) < W\Il(x,y) < Zm'
En vertu des inégalités (5.2) et (5.3), il suit
(5.4) U, (z,y) — Tolz,y) < Uy(z,y)S,
ou l'on a posé
1 yl/2—e ulog 2u

5.5 S = < )
( ) 2 p(up+1)a logy \/ﬂlogy

ptq

d’aprés [16, formule (31)]. Cela implique bien (2.3) dans le cas considéré.
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Lorsque /3 < y < @, nous avons u < 3 et ¥,(z,y) < f,(a)¥(z,y) < fy(a)z en vertu de
[2, th. 2.4(i)] et, par exemple, [4]. De plus, on dedult aisément de (3.3) que fy(o) =< f,(1) =
©(q)/q. La majoration triviale ¥, (z/p"»*1,y) < z/p"»™ fournit donc

B x ¥(z,y) Yq(z,9) q¥q(z,y)
Wqly) = Tolery) < 3 pretl < Vylogy < fqla)y/ylogy < (9)y/ylogy

p<y

Cela complete la preuve de (2.3).

6 Preuve du Théoréme 2.2

Le lemme suivant étend & Y, (z,y) la formule (3.4) de [16].

Lemme 6.1. Soit ¢4 la constante apparaissant au Lemme 4.5. Pour un choix convenable de
cg > 0, et tout € > 0, nous avons, sous les hypotheéses (2.13) et (2.14),

1 [P Z(s,y)x8 2P Z,(B,y)log T
1 T - 295 YY) T 4q\P,Y) 081
(6.1) R A e

4/3 .
avec T = e2es(108 W)™ < min(Y] /99, e%4%).

Démonstration. Une version effective de la formule de Perron (cf. [15, thm. I1.2.3]) permet
de montrer que la différence entre le membre de gauche de (6.1) et le terme principal du
membre de droite est

1 P
<7 T%:l nB{1 + T|log(xz/n)[}
neU(y)
«’Z, 57
< —L—= + Z T |h|{ (weM /T ) — Tq(xeh/T,y)}
|h|<T
< =T xﬂZ {1 + > }
|h\ +1
|h|<T
d’apreés le Lemme 4.5. Cela implique bien (6.1). O

Pour 1 < U < V, désignons par I,(U,V) la contribution du domaine U < |7| < V a
I'intégrale de (6.1). Nous posons Ty := (logu)(1T9)/2 /{\/ulog y}.

Lemme 6.2. Pour un choix convenable de cg > 0 et tout ¢ > 0, nous avons, sous les

hypotheses (2.13) et (2.14),
1+e€
(6.2) 14(To, T) < 2,8, y)e™ 108207

Démonstration. Posons T) := u~'/3/logy, Ty := u~'/%/logy. D’aprés le Lemme 4.4, nous
pouvons écrire
I,(T,,T) < xﬁZq(B,y){Izl + Ipz},

avec

1/logy
121 — / e—63u(rlogy)4 dr < e—CSU(T2 logy)4 logu < e—%c;;ul/s
T B+T

et

T
Ino ::/ e—c;3u7'4/(1+7'4)dl < x—%c;;u/(logy)4 10g2 Y+ e_%cw(logu)‘l/?’.
1/logy T
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Il s’ensuit que
(6.3) I(Ty, T) < 2 Zy(B,y)eco(osu) ™

Lorsque 71 < |7| < T3, nous avons 7209 4 > ul/3 et o4, < u'/5, en vertu Lemme 4.3.
Il résulte alors d’un développement limité que

Zq(S, y)xs _ Zq (ﬁ7 y)lﬁeir'y;(ﬂ)f-r2o'2,q/2+i7’303,q/6+a4,q‘r4/24+0(1)

(6.4)
< Z4(B, y)gc'ge_c“’“l/3 ,

ce qui implique
(6.5) I,(Ty, Ty) < 2° Z,(8,y)e """

Lorsque Ty < |7| < T, nous avons 7205, > (log(2u))'* et 7104, < u™'/3 d’aprés le
Lemme 4.3. Un développement limité fournit donc

6.6 37 S,y & IBZ B7y 6*7202,q/2+’r404,q/4+o(1) < SCBZ ﬂ’y 6*012(10g(2u))1+6'
a a q
L’estimation (6.2) découle de (6.3), (6.5) et (6.6). O

Nous sommes & présent en mesure de compléter la preuve du Théoréme 2.2. D’aprés (6.1)
et (6.2), nous avons

(6.7) Tq(:c,y) = Iq(OaTO) _|_O( Bz (B y)e *Cg(log(Qu))lJrs)
Evaluons a présent le terme principal de (6.7).

Puisque T 0, , < 1lorsque j = 3,4 et @4 ,(B+iT,y) < o} := u(logy)* pour |7| < 1/logy
et Tov,(B) < 1 grice a (4.1) et (4.4), nous pouvons écrire

B T
1,(0,Tp) = “'1Zq037y)u/m;jegrvqﬁﬂ)—TQUzﬂ/2+4r30&q/6+cuT4a;) dr
0

(6.8) ; ZZT ) B+t
7 Z4(B,y , ,
= #{J@ +iJy + %ZJQ + O(K)}
ou T .
0 2 dr 0 2 dr
Jo = —7%02,4/2 . Ji = ! / —71%02,4/2 — .
0 /_Toe ﬁ‘i"LT 1 ’yq(ﬁ) T, Te ﬁ+l7_
o, dr
Jo —O'Sq/ TSeingquiB—&—iT’
K= / o~ 702,0/2 7_602 1ot +Tv(5)g) dr
b T T

Des calculs semblables a ceux de la fin de la proposition 2.13 de [1], utilisant le Lemme 4.3,
fournissent

(6.9) Jo =27G(B\/T2,4) + O(e "

1/3)7 Ty <

1
w(l+ B\/024)

Par le changement de variables v = 7,/03 4, nous pouvons écrire

V02,4 2 6 * 2,2

(6.10) To\/m Ug,q U%,q 02,9 5\/ T2.4 + |V
’ 1+ D?
(1 +B\/U2,q)

la derniére majoration découlant des Lemmes 4.2 et 4.3.
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En tenant & nouveau compte du fait que 'intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle
symétrique par rapport a l'origine est nulle, le méme changement de variables fournit

—i74(B) /T"m v2e="/2 dy
V02,q

— 4_2'7,'](6) /TU o V2 dy — B0y /Tom Q_L/Q dv {
02,q ~To/52.4 ’q ~To /52,4 B209,q + v?

i = ve o
2 27
—To/02,4 B 02,4 + 0

Nous avons
To\/02,q

\/ /Tg 0'2(1
To\/02,4 71}2/2 dw
B\/ 02 q/

_U2/2 dv=1+ O(e_(logu)l+5/2),

5 — Y0y
To Uzqﬁo’z + v

et donc

U -5 J%{l—ﬁmG(ﬁﬁ)} O (e-to ),

En reportant (6.9), (6.10) et (6.11) dans (6.8) puis (6.7), nous obtenons

2
(6.12) Yy(e.) = 2 2,(5.0)G(3yFa) {1+ By(5) + 070}
o Ry(8) = 8,8)( 1 -1).
’ Ao TETEN )
Comme (2.7) implique
1 1
(6.13) m—1xm (z>0),
il vient, par (4.4) et (3.4),
D, Dy(1+n) .

(6.14) B0 < 7+ b jong) < ko

Pour obtenir (2.15), il suffit donc de montrer que 'on peut remplacer o3 4 par oo dans
(6.12) et (6.14) sans altérer le terme d’erreur.

Au vu de (4.10), c’est clair dans le cas de (6.14). Pour traiter le cas de (6.12), observons
que l'on a 03 ; — 09 < C,(logy)? en vertu de la seconde majoration (4.4), et donc

V02,4 — o2 < Cy(logy)? /\/oz < Cy(logy) /v/u.

Comme il résulte de (2.7) que

G'(z) _ 1 _ -1 B
(6.15) G(z) : VorG(z) 142 (z>0),

nous obtenons, par la formule des accroissements finis,

(6.16) G(By/o2q) = {1 + 0(%)}@(5@).
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Par (4.10) et Pévaluation de Cy = min(w(g), A2) résultant de la Remarque 2.3(a), le terme
d’erreur de (6.16) est en toute circonstance

_Dan sin<1
N
< CyBlogy Cyn Vu+nu
Vutuflogy — yu+nu D2
1 sin > 1.
u

Cela établit bien (2.15).

Pour prouver (2.16), précisons le terme d’erreur de (2.15) lorsque n < %. Grace a (2.8),
nous pouvons supposer ¢ > 2. Nous pouvons également supposer n arbitrairement petit.
D’aprés (3.4), nous avons Slogy < 1 dés que y est assez grand.

En vertu de (4.5), nous pouvons écrire

(6.17) 74(B) = sw(q@)logy{1+ O(R)}

avec R = n + (logq)/{w(q)logy}. Nous pouvons donc remplacer le signe < par =< dans
Pestimation (6.14).
De plus, la seconde estimation (4.5) permet d’écrire

(6.18) oy — 02,4 = 5w(q)(logy)* {1+ O(R)}.
11 suit
1
(6.19) Jos — o = W@y

Vu
d’ou, par (6.15),

(6.20) GByo2a) | mw(9)

G(Byoz) T Vull+nvu)

La formule (2.16) découle de ces observations, en reportant dans (6.12).
Prouvons & présent lestimation (2.17), relative au cas n = o(1/y/u). Il résulte de (6.19)
que

o= {1+ o[ 49)}

et de (4.11) que ’
o2 = \/{L\;%gy{l-‘rO(n-F @)}

%8) _ wlg)
Jamos,  2ymu

Compte tenu de (2.7), (6.12) et (6.20), nous obtenons bien (2.17) lorsque

BVo2 = ny/u=o(1).

Grace a (6.17), il suit

{1+0R)}.

7 Preuve du Théoréme 2.4

Plagons-nous dans les hypothéses (2.23) et (2.24).
Parallélement a (6.1), nous pouvons écrire, pour x # xo et T := Y,

P Z,(B,y) 10gT>

1 B+ZT SdS
() Y0 = g [ 2o+ o(FH

A% —_iT
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et, d’aprés (4.19), pour une constante convenable k > 0,
(7.2) 1Z(5,:9)| < Zq(B,y)e” W0 (s = B ir, |7| <T).
ot Wy (y, 75 x) a été défini en (4.18).

Grace a (3.6), une sommation d’Abel — cf. [2, lemme 3.6] — fournit également, sous la
seule condition (1.1),

(7.3) L

La quantité D(y,7;x) étant définie en (4.22), nous déduisons donc de (3.5), (3.7), et
(4.29), via l'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

D(y, 75 x) u
7.4 W(y, T; > > )
74 WTX) 2 o) S, 7P~ 1+ 000 (logu)®

ou ¥(x) a été défini par (4.24).
Rappelons la notation (2.10) et observons que I'hypothése (2.24) implique z, < logy, et
donc, compte tenu de (3.5), pour tout € > 0,

2l=P -1

1
7.5 — < <
(79 25 < = e

Compte tenu de (7.4), il vient, pour un choix convenable de ¢z > 0,

(7.6) 1Z(s,%:9)] < Zy(Byy)e 20 (7] < Yae),

ot I'on a posé u(x) := u/{1 + 9(x)(logu)*}.
En reportant (7.6) dans (7.1), nous obtenons

T(a,yix) < @7Z,(8,y){ (ogy)*/2e >0 4 v 1L,
et donc, compte tenu de (2.20),
T(z,yx) < Tq(x,y)\/ﬂlogy{(logy)?’“e’”“(’() + Yf}-

La condition supplémentaire (2.23) permet de conclure.

8 Preuve du Théoréme 2.5

La relation d’orthogonalité des caractéres permet d’écrire

Y(z,y;a,9) = @{Tq(z,y) + > mT(%y;x)}-

X#X0

L’estimation annoncée découle donc immédiatement du Théoréme 2.4.
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Preuve du Théoréme 2.6

Plagons-nous dans les hypothéses de I’énoncé. Il résulte de (2.3) et de estimation ¢/p(q) <

log, ¢ que

qulog(2u)V,(z,y)  Vy(z,y)
o o) = Yaley) (q)y/ylogy (logy)?
De plus

:Z: 1%
Y@ y;a,9) = T(z,y50,q) < Z\P<Way;a/p ”“ﬂ)
Py P

(9.2) rtq

Z sup \I/( Vp+1,y,b q)

p<y b,q)=1

otl, dans la premiére inégalité, a/p"» Tt désigne la classe des entiers b tels que

p”»T1b = a (mod q).

D’aprés (2.21), (5.3), sous la condition supplémentaire y < x'/3, chaque terme de la
derniére somme est

fq(a)\l’(xay) < \Ilq(xvy) Tq(xvy)_

< \Ilq( y) < p(yp+1)a p(Vp+1)a p(up—i-l)a

pr-I-l )

Les estimations (5.5) et (2.21) impliquent alors (2.27).*
Lorsque z'/3 < y < z, nous déduisons simplement de (9.2) que

V(z,y) Vy(z,y)
Vylogy  o(q)logy

U(r,yia,q) — V(@ y;a.0) € Y — T <
p<y

Nous obtenons encore (2.27).
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