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DIMENSION DES COURBES PLANES,
PAPIERS PLIES ET SUITES DE RUDIN-SHAPIRO

PAR

M. MENDES FRANCE et G. TENENBAUM (¥) (1)

REsUME. — Nous nous proposons d’étudier ici I'aspect chaotique de certaines courbes planes,
obtenues de fagon mécaniste, et en rapport étroit avec la suite de RUDIN-SHAPIRO.

ABSTRACT. — The chaotic behaviour of certain curves which are obtained by systematic
folding, is shown to be intimalety related to generalised RUDIN-SHAFIRO sequences.

Nous nous proposons d’étudier ici I’aspect chaotique de certaines courbes
planes, obtenues de fagon mécaniste, et en rapport étroit avec la suite de
Rubin-SHAPIRO ([8], [9]).

1. Dimension des courbes planes

Quoique ne remplissant pas le plan comme une courbe de Peano, certaines
courbes planes non bornées sont tellement sinueuses qu’on aurait tendance 4
les considérer comme balayant une aire. Plus précisément, pour toute courbe
plane I' localement rectifiable issue d’un point M, notons

I',, la portion commengante de I' dont la longueur est ¢;

K,, le plus petit ensemble convexe contenant I';;

0K,, la frontiére de K,;

| 6K, |, la longueur de ¢K; :

Z{, la mesure de I’aire plane balayée par un disque de rayon & centré sur IT',;
et introduisons la définition suivante :

(*) Texte regu le 25 janvier 1980.
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DiFINITION. — Soit T une courbe plane localement rectifiable; on appelle
dimension inférieure (resp. supérieure) de I la quantité :

! : e log Xf
din_(l“)=11mﬁ0 lim me o0 m
(resp. dim (I =1im, ., 4, lim sup, _, ,, (log Zi/log|dK,|)).

De plus, dans le cas ont dim (I')=dim (I'), on appelle dimension de T', et on
note dim ('), cette valeur commune.

Le lecteur vérifiera facilement les deux observations suivantes :
(1) pour toute courbe I' localement rectifiable et non bornée, on a :

1 <dim (1) <dim (7N <2;

(2) pour tout couple (o, ) de réels satisfaisant a 1 <a <P <2, il existe une
courbe I pour laquelle :

dim (M=o,  dim ([)=p.

Intuitivement, la dimension mesure la vitesse de remplissage du plan, ou
d’une portion du plan, par un « ruban » porté par la courbe. On constate, par

exemple, qu'une demi-droite issue de M, est de dimension 1, alors que la "

spirale d’équation polaire p=0*(o.>0) est de dimension min (2, 1+(1/a)).

On notera que notre définition de la dimension n’est pas sans rapport avec
celle introduite par B. MaNDELBROT dans [6], chap. VI : Distribution de la
matiére stellaire.

2. Mots et courbes

Soit A=1{g, d } un alphabet a deux lettres g = gauche, d = droite. Un mot w
est un élément du langage :

A*: ,TJ:QA”:

ot A est le langage réduit au mot vide, noté 1. L’ensemble A* est muni de la
structure de monoide pour la concaténation; 1 est I’¢lément neutre pour cette
opération. Il est pratique d’identifier les lettres g et d avec les mots
correspondants de longueur unité. La longueur d’un mot w de A* est
représentée par |w|; on notera [’égalité | 1|=0.
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Courbe associée a un mot

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé d’origine M, on associe &
chaque mot w=e, ...e,de A* une ligne briste M, M, ... M, dela fagon
suivante :

M, est le point de coordonnées (1, 0); chaque segment M, M, ,  (0<r<5s)
est de longueur unité; I'angle (M,_; M., M, Mr+:) (I<r<s) vaut +n/2 si
e, =g et vaut —m/2si e, =d.

r—1

M M,

Me, M 3 MZ
M, ——— M,
Fig. 1. — Ligne brisée associée au mot w=ggdgg.

Par abus de langage, nous noterons encore w la courbe associée au mot 1.
Les opérateurs P, et P_.
On définit sur A* deux opérateurs P, et P_ par les formules :
P.()=g, P_(1)=d,
P,(ey...e)=ge degesd. .. e,f,
P_(e,...e)=de geydesg...e. [/,
ol I'on a posé, pour s=1,
i d si s est impair, e d sis est pair,
g si s est pair, “|lg sis est impair.

Ces deux opérateurs admettent 'interprétation géométrique suivante. Soit
w=M,M, ... M,,,lareprésentation graphique du mot w; dans un premier
temps, on referme tous les angles droits de sorte que la ligne w vienne
s’entasser sur le segment M, M, resté fixe; ensuite, on plie la figure obtenue en

M, .. M, M, M,

N

Fig. 2

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



210 M. MENDES FRANCE ET G. TENENBAUM

rabattant la moitié¢ droite sur la moitié gauche soit par-dessus, soit par-
dessous — on crée ainsi s+ 1 nouveaux angles infiniment petits; enfin, on
déploie la figure en réagrandissant tous les angles jusqu’a la valeur =/2 et en
multipliant toutes les longueurs par 2;la nouvelle ligne obtenue est P, (w) ou
P _(w), selon le sens du pliage.

Simplicité des lignes

Nous dirons qu'une ligne w=M, M, ... M__, est simple si pour tout
couple (i, j), 0<i<j<s, les segments non orientés M, M, , et M;M;,  sont
distincts. Ainsi la ligne ggg est simple, alors que la ligne gggg ne 1’est pas.

Davis et KnuTH ont montré dans [2] que si 'une des trois lignes w, P, (w),

- P_(w) est simple alors elles le sont toutes les trois. On en déduit

immédiatement que si (g, €,, ..., &,) est une suite arbitraire de signes +
ou —, alors la ligne :

[13=: P (1)=P P, ...P (1)
est simple.
Topologie sur A*
Soit wun mot de A*; on désigne par w, le facteur gauche de w constitué par

les k premiéres lettres de w(k<|w|), avec la convention w,=1. Cela permet

de définir une distance d sur A¥ par la formule :
d(w, w)=(max {k+1 : w,=w, 1.

Le complété de 4* pour cette topologie est A* U AM et contient donc des mots
de longueur infinie.

Simplicité et dimension des lignes obtenues par pliages

Soit (g, ,, ...) une suite infinie de signes + ou —; la famille des lignes
finies Jj-, Pai(l), n=0,1, 2, ..., posséde des lignes adhérentes infinies;
d’aprés le résultat de Davis et KnuTh cité plus haut, ce sont toutes des lignes
infinies simples. Leurs formes sont cependant suffisamment sinucuses pour
que ces courbes soient de dimension 2, au sens défini dans le premier
paragraphe ;

THEOREME 1. — Pour toute suite (g,) de { —, + }" et toute ligne infinie w
adhérente a la famille des lignes finies :

H;;lPEJ(l), n=0,1,2,...;
ona:
dim (w)=2.
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Ce résultat est suggéré par les figures reproduites dans I’article de Davis et
KnutH [2]. En particulier, si I’on choisit g, =(— 1)" pour tout n, on constate
que I’adhérence contient exactement deux courbes, [’'une recouvrant la partie
0<y<x du réseau Z* et l'autre la partie 0< y<x (voir aussi [7]).

La démonstration du théoréme 1 repose sur I’étude de certaines sommes
d’exponentielles liées & des suites généralisant la suite de RubiN-SHAPIRO (voir
Rupin [8], SuaPIrO [9], CHrisTOL et coll. [1]).

3. Suites de Rudin-Shapiro

De I’égalité évidente :

2n
ﬁf | Xiss e do=n,
0

valable pour tout choix des signes + ou —, on déduit :

SUPuEnIZE;éie”‘"I?\/B-

Rupin [8] et Suariro [9] ont montré que cette inégalité est optimale 4 une
constante multiplicative prés : ils ont construit une suite (r,)e { —, + }" telle
que I’on ait pour tout réel B et tout entier positif n :

| Y0z br ™| <(2+./2) /n.

Leur construction fait intervenir le développement des entiers en base 2.
Nous allons retrouver leur résultat, en I’étendant & une famille de suites plus
générales, et nous en déduirons ensuite la preuve du théoréme 1.

Soit w un mot de 4*; on désigne par |w |, (resp. | w|,) le nombre de lettres g
(resp. d) apparaissant dans w. En particulier on a :

lw|=wl,+w.

A tout mot w de A*, on associe les deux polyndémes trigonométriques a
coefficients +1 :

i ;
A (w, 9)=Zpsrg(1fz)\w\ EXP{E 2 (I w2r|g‘!w2r|a‘)} e,

. T ir
B (w; e)zzogmu.fz)m Cxp{l 3 (g, 44 |g_| N P 1)} elndt
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THEOREME 2. — Soit (g4, ..., &,) une suite de signes + ou —, et soit :

w=[Tj-: P, (1)

Alors, pour tout réel 0 et tout entier k<<|w|=2"—-1,0na:

| Ao 0)|<(1+/2) Jk
|B(wy; 0)|<(1++/2) k.

Remarque. — Le polynéme de Rubpin-SHariro correspond au choix
particulier &;=(—1), 1<j<n.

et .

Démonstration du théoréme 2. — Soit k un entier £2"~!;la définition méme
des opérateurs P, et P_ implique la formule :

k+2
(P, ... P, (D)), =1 (P, ii}

P, (D |y+[ 4

d’otl 'on déduit :

K242+,
lwel,=KP, - .. P, (D y= T—I[L%-ﬁ}

et, symétriquement :

. [k 2"+ 2—¢g;
| 1wy la= i=t| T |

Si k=)7e;(k) 2 est le développement dyadique de k, les formules
précédentes impliquent :

| 1wy [g_ | [d:Z?;é Sn—jlej(k) —€;41 (K}|.
Considérons alors, pour m<n, le polyndme :

C(Emi mA L+ Sl )C)

B e xp{ i w,m}xf

_ izn:—,z;‘fl n;; m 1‘" e (l‘]—&’ju(f“xr;
On pose :
Z(Sm! v vy x]='%e(é(8m> e 8"; X)),
B(Emv g n’ ) jfn (C( €y -0 & )C))
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On constate que A et B sont 4 coefficients + 1 et que I’on a identiquement :
ﬁ(E'lz = % #Y Sn; 650’12):A(w; e)s
B, ..., e, e %)=¢""2 B(w; 0).

De plus, on vérifie facilement que 'on a pour nz=2 :

Cileyy » vy 83 x)+ e C(—gy, ..., B X),

"3

X) :6(82, .

?l’

d’ou I'on déduit que, si E=4 ou B, on a pour n>2 :

E(El""’gn;x) o n—1 E(Em )
(E(—sl,...,ﬁn;x}) I—L_l( —aj>(E( eu,x))’

ol I'on a posé a; =i x*,

Maintenant : 2

A (EH’ x) = 1

et

B, x)=if""x;

n:

pour |x|=1, ces deux polyndmes sont de module 1; par suite, pour |x|=1
etnzl,

() |E(€y, - &3 X) P +|E(—gy, ..., e 0)P<2 121 N

' .1 a; . .
ou N; est la norme de la matrice ( { 1] considérée comme opérateur sur -

j

C x C muni de la norme euclidienne. Le lemme suivant montre que Nj=\/§
pour tout j=1, ..., n.

LeEMME L. — Pour tout nombre complexe a de module 1, la norme d’opérateur
a i 3
) est égale a \/i
—a

La preuve est immédiate : pour tout couple (z, z) de CxC on a

1
de la matrice (]

|z+az' P+ z—az' F=2(1z 2 +2' ).
Revenant a I'inégalité (1), on obtient pour |x|=1:
2 |E ey, -« -, 8,5 %)| 202",

Cela permet d’achever la démonstration du théoréme 2.
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Soit, en effet, un entier £<2"—1 dont le développement dyadique est :
k=24 .. 42% ViV, > L. >y, 20,

on a, pour x=¢'%2,

. ;] n—=1 &, _ lejr)—e ()] r
A (wy; e)—znsrsk, r=0{mod2) HJ:G e i

=ZO~<-L<-' 22"-+ e VeV L 2V =1, r=0(mod 2)

—1 e —e,
x [[12d Eeilei=em @l

ou I’'on convient que v, , =0.
Cela implique :
A(wk; B)=ZJ~<.\/.<_U1 bvz(gn—v+ T romoniy sn; x)+b05'

ou les b, sont nuls si v est différent d’un v; et de module 1 sinon. Gréice 4 (2) on
obtient donc :

| A (03 0)|< T peyey, | by|202% =3, 2[1!2)v;__<\(1+\/§) \/E,

la derniére inégalité étant prouvée facilement par récurrence sur k.
Le cas de B(w,; 0) se traitant de maniére analogue, cela achéve Ia

démonstration.
4. Démonstration du théoréme 1
Soit w un mot de longueur infinie appartenant a ’adhérence de la suite

[I-i P (1),n=0,1,2,... Ona:

log(2k
dim (w)=lim, _, lim inf, , i{%%
fescroducal k

ou 0K, est le périmétre du plus petit convexe contenant w,. Comme w est
porté par le réseau 72 et que w est simple, w est non borné. Par suite

i . log k
dim (w)=lim inf, _ W;
k

il nous reste donc a estimer | 9K, |.

LemME 2. — Soit v un mot de A*; les coordonnées de extrémité finale de la
ligne représentative de v sont :

(A(v; 0}, B(v, 0)).
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On démontre facilement ce lemme par récurrence sur |v|.

Maintenant, d’aprés le théoréme 2, on voit que la ligne w, est entiérement
contenue dans le carré centré en M, de cotés paralléles aux axes et de

longueurs 2(1 +\/§) \/E, donc :

| 0K, | <8(1++/2) \/k,

C.QFD.

Remarque. — On peut montrer directement, sans faire appel au théoréme 2,
que | A4 (w,; 0)| et | B{w,; 0)] sont majorés par (1 +ﬁ) \/E Toutefois, il nous
a semblé intéressant de mettre en évidence le lien entre les deux théories,
apparemment indépendantes, des courbes obtenues par pliages et des suites
de RUDIN-SHAPIRO.
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