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Note sur les lois locales
conjointes de la fonction

nombre de facteurs premiers”
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Abstract. Let o €]0,1] and let Q; (1 < j <) denote distinct irreducible
polynomials with integer coefficients. We show that, for vectors with
coordinates not exceeding a constant multiple of their mean, the joint local
distribution of the number of prime factors of the Q;(n) for x < n < x4z
is majorized by a constant multiple of the pairwise independency model,
and we provide an upper bound for the constant in terms of the coefficients
of the Qj-
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Notons w(n) le nombre des facteurs premiers distincts d’un entier naturel n. Soit
Tk,¢(x) le nombre des entiers n n’excédant pas x et tels que w(n) =k, w(n+1) = £.

Un cas particulier d’un récent résultat de E. Goudout [2] stipule que la majoration

m(logz x)k+472

(log2)2(k — 1)I(£ — 1)!

(1) 7Tk;7g(1') < (1‘ > 3)

est valable uniformément, pour toute constante R > 0, dans le domaine
1<k, ¢ < Rlogyx.

Goudout établit en fait un théoreme plus général, relatif a un produit de deux
polynémes linéaires et fournit une borne uniforme dans les coefficients. Il mentionne
également que sa démonstration s’adapte au cas d’un produit quelconque de
polynémes linéaires.

Nous proposons ici une preuve simple d’une généralisation de (1), basée sur la
méthode d’Erdés dans [1].

Nous considérons une famille {Q; }1<;<» de polynomes irréductibles de Z[X], deux
a deux premiers entre eux et sans diviseur fixe et posons @ := [[; <j<r Q;. Nous
désignons par pj(m), resp. go(m), (m = 1) le nombre de racines de @;, resp. de @Q,
dans Z/mZ, notons D; le discriminant de Q;, D celui de @, et posons

gj=degQ; (1<j<r), g= Y g;=degQ,

1<ysr
QUX)= > BX' Bi=By QI = max |8,
0<i<yg
2;(p) ,
wi(n) :=n 1—7) (n>1,0<j5<r).
; y( .

* Nous incluons ici quelques corrections mineures relativement a la version publiée.
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Ici et dans la suite nous réservons la lettre p pour désigner un nombre premier.
En vertu du théoreme des idéaux premiers, il existe des constantes positives M
(1 <j<r) telles que

Z Q] — logy z| < M; (x > 2).

p<T
Notre résultat principal dépend fondamentalement de ces quantités.
Posons M =}, ., M;

Théoréme 1. Soient R > 0, r > 1, a €]0,1[. Nous avons uniformément pour
x> col|Ql, 2 <y < kj €[, Rlogyz] (1<j<r),

K Pp—
o ¥ = (o) s I
z<n<aty wo(BD)) (og)™ 22 (=1t
w(Q;(n))=k; (1<j<r)

ol K, ¢ et la constante implicite dépendent au plus de o, R, 7, g.

Remarques. (i) Nous avons go(p) < g pour tout nombre premier p. Notant ¢ la
fonction indicatrice d’Euler, cela implique,

8D 8D
wdﬂD)<:<wwD)

(ii) Le membre de droite de (2) n’excede pas

BD e(R+1)M H 10g2 2)ki—1
20(3D)) (logay (k; — 1)

1<j<r

)g < (log2+w(sD)})".

Démonstration. Soit € €|a/4g, a/3g[. Pour chaque entier n de |z, x + y|, désignons
par &, le plus grand entier tel que

II »
p’[|Q(n)
p<én

Notant classiquement PT(n) (resp. P~ (n)) le plus grand (resp. le plus petit) facteur
premier d’un entier n avec la convention P (1) = 1, P~ (1) = oo, nous obtenons la

décomposition canonique
Q(n) = H ajnbp

Isisr
avec

PH(TT am) <6 aml@s(n) (1< <),

NV

n =P (by) > &y P ||bn, 29 plr < H ajn < x?9°.
A,
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Désignons alors par N;(z) (1 < j < 3) le nombre des entiers n comptés dans le
membre de gauche de (2) et satisfaisant respectivement aux conditions suivantes

(Nl) Ain " Opp < 9% et Dp > x5/37
(NQ) Alp " Qrp < x9° et Pn < x€/37
(Ng) A1p * Qpp > 195,

Si n est compté dans Np(x), alors w(b,) < E :=3(g + 1)/e dés que z et ¢y sont
assez grands. Notons D(U) le discriminant d’un polynéme U € Z[X] et R(U, V) le
résultant de (U, V) € Z[X]2. L’argument développé dans [4], p. 134, une fois rectifié,
comme indiqué dans [3], en tenant compte de la formule

Cdeg Uddeg VD(UV) — D(U)'D(V)fR(U, V)27

valable pour tous polynoémes U, V de Z[X] de coefficients dominants respectifs ¢,
d, nous permet alors d’écrire

ajn = tindsn (1<j<r)
avec .
(din,djn) =1 (1 <i<j<r).

d;, des tjn, djn. Chaque entier n

*

Introduisons les noyaux sans facteur carré ¢,

compté dans Ni(z) est donc tel que

indjn | Qi(n) (1< <),
* \2 £ \2
Hléjér“(tjn) “(ngjgr djn) =1
De plus, la condition w(Q;(n)) = k; implique w(t;nd;y) € [k; — E, k;[, olt la borne

supérieure découle de I’hypothese aj, < z9°.
En sommant selon les fibres

(Eips e oslisdipy oo oydry) = (t1, .o trydy, ..oy dy),

» Yrno Ylno
nous pouvons donc écrire

Ni(z) < > >

(kj—E)+<Hj <k; t1-tr|(BD)T
(I<g<r)

2
S M) IT4) X
w(tjdj)=r; (1<j<r) 1<ISr 1 r<n<z+y

t1dy - tpd. <29
(d;.8D)=1 (1<5<r)

avec les conditions de sommation

tl "'tr|(BTDT,Q(n>),
(%) 4 d;1Q;(n) (1 <j <)
p|Q(n) = pltidy - - - t,d, ou p > /3,
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Notant T := t;---t., nous pouvons supposer sans perte de généralité que
00(T) [Ti<j<r 0j(dj) = 1, puisque Ni(z) = 0 dans le cas contraire. La somme
intérieure peut alors étre majorée par le crible de Selberg comme au lemme 3.4 de
[6] puisque ’ensemble

A= {n €z, z +y]: T|Q(n), d;|Q;(n) (1 < j <)}

vérifie |[A| = X + O(R) avec

Nous obtenons

* o(p)
Yooiex ] (1—9pp)

rz<n<r+y p<as/?
pitidi--tyd,
<x ]I (1— > Qj(p))
p<m5/3 1<j<r P
ptBDd;---d,
8D >T dj 2;(p)
<x( I oa@eri- 2 2 °

m BD O\ 0;(d;) yoo(T)
e <¢o</m>> AL @) Tog )

Notant 7,-(n) le nombre de décompositions d’un entier n en produit de r facteurs,

il suit
oy wlDn@g,

T\(ﬁD)T

Nl(ﬂf)

(log x

= eM(@oﬁ(ED)>T’

sm= Y L4228

avec

(kj*E'fw(T))+§/€j<kj 1<j<’l’ p<a:
(1<5<r)
(logg & + M;)*i~ T)+rE
<{w@+E} ] (R+1)W( )ArE
1< <r (kj = 1)!

compte tenu de la majoration
1 ; " 1
|<Zgﬂ(m> < — (logzw—l—M)
ki \ =t p = 0;(p)

(logy @ + M;)ki=1 ki \* o (logy x + M;)ki~1
1 < 1 )
ST o) (1+ logm> N (T
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valable pour k; — ¢ < k; < k; < Rlog, x. Nous pouvons donc écrire

Ny (z) < 1Y 11 (logy = + M)k —! > 00(T)7(T)(R + 2)m(D)

(log x)" e (k; —1)! T T
< < BD )K eMy H (log2x+M]~)kﬂ"l_
wo(3D)) Togry Ll G 1)

Considérons a présent un entier n compté dans Ny(z). Nous avons pir > x9¢
et pn < 2¢/3. Pour chaque nombre premier p n’excédant pas x</3, désignons par
v(p) le plus petit entier tel que p*®) > 295, Alors v(p) > 3g et p*P)~1 < x9%, donc
p’(P) < 2295 < y. La majoration universelle go(p*) < gp?'=1/9), établie par Stewart
dans [5] pour toute puissance de nombre premier p¥, nous permet alors d’écrire

No(z) < Y > 1<2 Y yoo (™)

v(p)
p<Laxe/3 r<n<r+y . 295/v(P) <pLxe/3 p
Q(n)=0 (mod p”**’)
1 Yy
<Y Z pu(p)/g < r2e/3 ’

x9e/v(p) <p<;n€/3

Cette majoration est clairement compatible avec 'estimation annoncée (2).
Pour évaluer N3(z), nous introduisons le parametre g, := PV(ai, - amm,) et
notons que w(b,) < n(g,) := (g + 1)(logz)/log g,. Nous avons

Ns@)< 3 ), 2.

q<a?9% (kj—n(q))* <r;<k; t1--tr|(BD)"
(1<j<r)

2
2 k%
> Tewrs( M a) 50
w(tjdj)=r; (1<j<r)  I<sr 1 z<n<z+y
P+(t1d1“'t7-dr):q
(di,BDd;)=1 (1<i<j<r)
29f<tidy - trd,<z29¢

avec les conditions

ty---t. | (B7D",Q(n))
(#x) ¢ dj [ Qj(n) (1< j<r)
plQ(n)=p|tidy---t.d. oup>q.

En employant a nouveau le crible de Selberg, nous obtenons

Z** | < Hy Qo(tl ttr) H Qj'(d]"))_

2 S loggy tot AL

Nous majorons alors la somme r-uple par la méthode de Rankin en introduisant un
poids (t1dy - - - t,d,./x9%)", avec v := C'/log q, ou C est une constante assez grande.
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Il suit comme précédemment

QO Tr(T)
N << H Z Tl v Z 1qu 'ergs/logq

TlﬁrDr q<x295

(logy g + M;)"
Z H 082 qu! i) ",

(kj—n(g)—w(T))* <r;<k; 1I<T
(1<5<r)

Pour chaque r-uple (k1,...,K,) apparaissant dans la somme intérieure, nous avons

H (logy ¢ + M;) < H (logy = + Mj)kj—l R+ l)m(q)er(T)_

Iij (k‘J — 1)'

1<j<r 1<ji<r

Deés que Cge > 1+ 1r(g+ 1)log(R+ 1), nous obtenons done, pour une constante K
convenable,

Ns(x)

() i ey
¢o(BD) 1ogar)T i -1t o \oga q

< ( = ) 11 (logﬁ*Mf)’“fl.
wo(BD)) (log x)’" Zier (kj —1)! 0
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