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Une fonction de concentration arithmétique

Gérald Tenenbaum

A la mémoire de Jean Coquet

Dans son fameux mémoire de 1937 sur lraddition des variables aléatoires,
Paul tévy introduiË la notion de fonction de concentration. Cela consisËe

à considérer, pour chaque variable aléatoire X , les quantités

Q(s) = Qr(r)
x €ts

Depuis lors, ce concept a été abondauqrent utilisé par 1es probabilistes,
nota ent pour les problèmes de convergence. Une description exhaust.ive des

résultats.connus faic ltobjet du livre de Hengartner et Theodorescu If+l
En théorie des nombres, 1téÈude de.s fonctions de conceritration a été inrro-

duite par Erdôs, en liaison avec la répartitlon as)rmptotique des foactions
additives [1] . De récents développemeuts sont dus à Ualâsz [0] et nuzsa [191

Nous nous intéressons ici à une fonction de concentration drun auÊre t.ype,

liée à une célèbre conjecture d'Erdôs, dat.ant de la fin des aanées 30, selon

laquelle presque tout entier n possède au moins deux diviseurs d, dt satis-
faisanÈ à

Soit t(n) 1e nombre des diviseurs de n et O., la variable aléatoire
prenant les waleurs logd , d divisant n , avec probabilité uniforme l/t(n)
Désignons par Qrr(f) la fonction de concentration de D : la conjecture
drErdôs peut encore s'énoncer sous 1a forae

( 1) 'n p-p

Ici et dans tout l'articIe, la mention p.p. (presque part.out) indique que la
relation ainsi qualifiée a lieu sur un ensemble dteutiers de densité unité.
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On peut déjà renarquer que 1a fonction Qo(f) est bien dans lresprit de

Ia définition de Paul Lévy : à la décoraposition de n en produit de facteurs
preuiers correspond 1récriture eanonique de D., coume somme de variables aléa-
toires indépendan

(2)

de remplacer 1a

définir 1a fonc t

(3)

pv ll., Pv

Nous verrons p loin quril est plus agréable, er parfaitemenË anodin,

D TD

tante Log? figurant dans (1) par 1 . Cela conduit à

ari thmé t ique

n

A(n

La conjecture d I s, transformée en

(4)

pose donc la quest

rons au § 2 
- 

rése

t P. P.

de lrordre normal de la fonction Â , guê nous traiEe-
ant. 1e § 1 à lrétude de la valeur moyeme.

1. Ordres moyens.

Abordée dans lZ 13] n I'étude de lrordre moyeu de a(n) srest enrichie
de perspectives nouvelles à la suite de lrimportant travail de Uooley [15]
publié en 1979. Lrauteur y montre que 1a détermination asymptotique de la
quantité

(5) S(x) oE I À(n)
nSx

possède une influence drastique sur des questions ariChmétiques aussi variées
que 1e problème de Warlng, ltapproximati.on diophantlenne, ou les sommes

d'exponentielLes.

De 1a double inégalité triviale

1 s 
^(n) 

s t(n) ,
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on déduit immédiatement I,encadrement

(6) [*]sS(x)sxlogx+ O(x) (x à 1)

I1 s'avère quril ntest pas facile d'améliorer l,une ou lraurre de ces estima-
tions. On peut déduire une uajoration non triviale de S(x) du théorème combi-
natoire de Sperner.

Théorème (Sperner) . Soit E un ensennb le à k éléments. Si A. ,A^ , . . . ,A1' 2' ' r
des s - eltsemb distincts de E Ëels sue

A. é A.1' J

k
alorsona rS(- _l'[r /4'

Ce résultat est optimal : lorsque n = 2n ,

é léments de E sat is font ( 7 ) .

les (2*) sous-ensembles à m

Considérons maintenant un entier sans facteur carré n - pl...pk. A chaque

diviseur d de n olr peut associer 1e sous-ensemble de E = {LrZr...,k}
définipar A(d):=tj:1Sjsk, nrla1. Alors a(a).e(a,) si, erseule-

dans un intervalle du rype ]u,2u] , on a a(a.) I A(d.) dès que i-* i
puisque urloj. cela t'o]o""

r S t1nir1) = 
zn ,,-%

(8) a(n) s 2r(n)rrr(r,)-L' (n 
= 1 r u(rr)z = 1)

où ro(n) désigne le nombre des facteurs premiers distincts de n et u 1a

fonction de Môbius.

En utilisant (8) et lrinéga1ité rriviale

(7) (i * j)

ü

(e) a(ab) s a(a) t(b) ,

sont

t
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on obtient facilement l'estimation 

(10)
k 

S(x) « x log x ( loglog x)
- 2 

qui représente une première amélioration significative de la borne supérieure 

de (6). 

Il est remarquable que l'inégalité générale de Kolmogorov-Rogozin concer­

nant les fonctions de concentration fournisse également l'inégalité (8) --

peut-être avec une constante différente 

sur n .  On a en effet (cf. [14]) 

mais sans aucune restriction 

(11) 

pour toute somme X = x
1 

+ ... + Xk de variables aléatoires indépendantes. La

validité 

puisque 

V � 1 . 

de (8) A une constante multiplicative près découle donc de (2) 

Q (1) = 1/(v+l) pour tout nombre premier p > 2 et tout entier
pV 

On peut poursuivre l'étude de S(x) en utilisant un autre résultat général 

de la théorie des fonctions de concentration. 

Lemme. Soit F une fonction de répartition, Q sup (F(u+l) - F(u)) sa 
u E lR

concentration en !l = 1 et

�(e) = f
+oo 

e
ieu 

dF(u)
-oo

sa fonction caractéristique. Alors on a 

(12) l�(e) 1
2 

de 
1 

� Q � 2 f_ 1
1 �< e) 1 de 

Démonstration. La majoration découle du calcul suivant : 

u+k 
f 2 

= dF(v) � 2 
u-½

+oo

-oo
( 

sin((u-v)/2) { dF(v)
(u-v)/2 
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Pour obcenir 1a minorationr on écrit

( r(u * i, F(u ïrr' duàf *æ

-æ

*ær-*1sin(o/2)12 l,p(o)12 do 
=

JLon) 2(sin(,r))z
T

iu0
e

I

l,p(o) l2 do

e(o) do

I

L

ij0

1

où 1a seconde éga1ité découls, par la formule de parseval, de ltidentité

F(u+*r-F(u-Il=* lsinG/2)\rT)
*æ

-CO

I

R.R. IlaLl, gui a simpllfié la preuve de cette ninoration, a égalemeot
étab1i que les deux inégalités (12) sont, aux constantes près, optimales.

Pour chaque ent,ier n 2 1 , 1a fonction de répartitlon (non normalisée)

Frr(u) eE cardtd dln , d s eu)

contienÈ tout.e f inforoation concernant la répartition des diviseurs de n
11 en va naËurellement de uême de sa t.rausformée de Fourier-stieLtjes

( 13) t(nro) = [ dio
dln 0

v
T p

Pv lln j

qui a été définie er étudiée dès 1975 par nall [7] . torsque
q = Â(n) et (12) s'écrit

F=Forooa

-1 -1 n I
I_, lt(n,o)12 de s A(n) s z fj, It(n,o) I do( 14) (zt(n))

En sommant cette double inégalité pour n s x et en appliquant, à quelques
détails près, les estimations de Hal1 pour f lt(n,0)lÀ , À = 1 ou

on obtiena nÉx

(1s) 4/x -L

Cela représente un net progrès sur (6) et (10). La borne supérieure est exacte-
ment celle de Hooley dans [tS] . Quoique présentée dans un contexte plus con-
plexe, sa méthode eat identique. La borne inférieure a été étabtie pour la

2 ,
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première fois dans [10] ; I'inégalité de gauche dans (f4) y apparaîr sous Ia
forme essentiellement équivalente

@

x
k=- I

a(n,k)2 s À(n)r(n)

où 1'on a posé

( 16)

( 17 )

(le)

Cel-a précise ua résulrar d'Erdôs présenré aans [Z] et IfSJ

f.im x
x+æ

-ls(x) 
= *æ

La démonstration originale de (17) écait fondée sur lrestimation drErdôs

lim 1im x-lH(urx) = 0
u+@ x+æ

où lton a posé

On sait aujourdrhui (cf. [Zf]) que l'on ê uniforaémeur pour 3 S u 
= ] fog*

H(urx) ,= x u-ô expt0( ))

avec

ô = 1 - (f+ log1og 2)/Log2 = 0,08607.. o

Cependant, i1 ne eeoble pas gue cela pernette de déduire par la uême méthode
uu.e version effective de (L7) ueftleure que

11 est Ërès délicat de se faire une idée, heuristique, du véritable
exprime la conviction que

ta

;

{

I

ordre de croissance de S(x) , Dans [tS] , IIoo

(ls)
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S(x) se comporte comme x(1og x)A eù A est une constante excédée de peupar (4/n)-f , Nous yerrons que cette suppositioa est erronée. En fait,
certains arguments exposés au § 2 portent à conjecturer que Ia minoration
de (1"5) fournlt lrordre exacr de §(x)

Une ruéthode eatièremeat différente pour majorer S(x) consiste à adopter
une approche éléuentairen fondée sur f,inéga1ieé

(20) a(n)2 = x* 
^ 

(n,/dd, ) , (n a 1) ,dd'ln

où, ici et dans la suite, lrastérisque indique que les divieeurs d, d, sont
astreints à La eondition supplémearaLre llog(a'ld)l S 1 = (d,d.) . pour
établir (20r, supposons que u est un point où ô(nru) atteint son maxlmum
a(n) et que a possède k = l(n) diviseurs d, . d, < ... < dk dans

]"', "'*l]. Alors les a(n)z rêpporrs di/oj (1 s inj s k) , sonr rous de
La forme md/nd' , êvec (d,d') = 1 (donc dd,ln) , llog(a,/a)l s r eE

m € l"'/d, eu+tlo] . Comme ml(n/drî/dt) = n/ddr , i1 y a, pour chaque
couple tdrd'] admissible, au plus Â(n/ddr)
impl ique b ien ( 20 ) .

ParsommaËionsur nSx:ooobtienE

valeurs possibles de m " Cela

( 21) T(x) oE Insx a(n)2 s
*

x
ddr S x

s(x/dd')

De plus, par 1 t inégalité de Cauchy-Schwa îz t

Qz) s(x)2 s xT(x)

.A'insl, une majoration pour S(x) fournit, pâr (21), une majoratiou pour
t(x) qui, à soa tour, implique par (22) une nouvelle naJoration pour S(x)
ûn voit ici 1rébauche drua procédé itératif qul, inefficace en 1rétat, devienr
pertineat lors{u,on pondère la somme S(x) par un coefflcient arithmétique
privilégiant 1es entlers n ayant une quantité prescrite de facteurs preuiers.
Nous utilisons la fonction ,ur(n) , ÿ > 0 , ,,ce.rtrée,,..sur les entiers pour
lesguels o(n) ,r, y 1og1og n . Ce facteur de poids possède des variations ;,

suffisaûment bruÈaLes en fonctlon de or(n) mais sa nature uultiplicative



- 86-

peraet de ne pas trop perburber les calculs. On introduit ainsi naturellement
le nosbre c(y) , égal à lrinfimum des réels § tels que

(23) S(xry) u) n) x( log x) E

E

La uéthode itérative décrite plus haut. fournit une inéquation fonct,ionnelLe
pour s(y) . Dans [fO] , on obtient en particulier

Q+) a(y) s y-l

et

0(1) s A,23454 .

Cela représente un gaia non négligeable sur la majoration de (15) dans 1aguelle
figurait lrexposant (4/n)-L = 0,27323...

'Ltiuégalité (24) est en faLt une égalité.Cela découle de 1a foruule asymp-

totique classique, prouvée par intégration coupl.exe,

,

où C(y) est une constante positive. Comme Â(n) = 1 i1 vient

(
vrE [ 

^(n)nÉx

E ,ar(n) n, c(y) x( 1og *)Y- I
nÉx

(25) a(y) à y-I-

Daas un travail ultérieur en conmun avec R.R. Uaff [11] nous combinons la
néthode itérative et 1a technigue de Fourier pour obtenir lraméllorattion

Ce résultat, malntenant caduque, ne doit sa place dans eet exposé que

parce quril repose sur une curieuse inégalité améliorant la majoration ae (f4).
Dans le cas drun entier n sans facteur carré, e1le stécrit

I i0r lrp
1

(26) Â(n) s 2 f
Pln

-i0 +1+p + Àp
2Lg las

I

t
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où À est un paramètre 
= 0 arbitraire. On a en effet

I
T
-1

{1-lgl) uito il (rpio*l+pio*Àp2tr) do
2

Plt
Q7)

J-
2

Pour u convenablement choisi, la contribution correspondant à k = h = 1
est à A(n) , alors que eel1e des autres valeurs est à 0 .

11 peut paraître au premier abord surprenant que (26) puisse fournir une
quelconque amélioration sur (14). Une analyse plus approfondie révèle que,
même si 1a présence du paramètre i augr{eate sensiblement 1e membre de droite
d,e (27), e1le atténue la perte de précislon provoquée en prenaot le module de
Lrintégrande dans le meubre de gauche.

Crest finalement une troisième technique, également éléurentaire, qui nous
a peruis de <léterminer exacteuent la fonction c(y) . Nous avona montré dans
[ZZ] que c(1) = 0 etr par la même méthode, nous avons obtenu dans Lrarticle
[fZJ, err conmun avec R.R. Ilal1, La fornule exacte

(28)

Plus préc isémetrt, dans le cas y = 1 , nous établissons dans [tS] la majorarion

x L( 1og x )fi*'

où lton a posé

L(u) oE expt ) (u à 3) .

Ces résultats sont f,ondés sur lrestimation, par double induction, des
norues -LQ

*o(*t) = ( L_ Â(nn,r)Q 0,, )t/o

(2e)

x Ào(kh)
dkhln

S(x) <<

, sin( (toe(ah2lt)-u)/z) 
1' (Ios(an2/u)-u)/z l

où ok déslgne le produit des k plus petits facteurs premiers distincts de n

t
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Lorsque q est suffisa+"est, grand, ces norrnes constituent. une approximation
acceptable de a(aU), et pârtant de a(n) , si le paraaètre entier k
est Lui-mâme convenabl.ement choisi. te point de départ de la méthode esr
L r identité

o(ru*tru) = a(nuru) + a(nnrrr-1ogpt*r)

où pk*l désigae 1e (k+l)-ièue facteur premi.er de n . En développanc
À(nn*,ru)q par la formule du biuôme, on exprime ,q(ok*I) au moyen de *o(rn)
et de convolées, prises a., poiot logpk*t de puissances de A(nn,u) . Grâce
aux propriétés du comportenent en moyenne de pn = pn(n) , on peut montrer que
La csntribution de ces coavoLées est, pour certaines valeurs relatives de k
et ,q , assimilable à un terme reste. Les détails techniques sont de nature
voisiae de ceux qui apparaissent dans 1e processus de majoration de lrordre
normal de À(n) r gue nous décrivons à la section suivante. plusieurs variantes
apparaissent, selon les intervalles de variation de y (cf. If:l Ct"pitres 6

et 7). Lrun des points-clefs, implicite ou explicite, est ltinégalité

xt
nÉx u(n)2(logpt(n))-t s "1* ""2t(r*.)-k ,

valabl.e pour t à 0 et 1 S k << loglogx, et où ltapostrophe indique que

la sonmatiou est restrêinte aux eatiers n possédant au moins k facteurs

preu"iers dans f iarervalle [2, expt1ffi-tt
La majoration (29) est utillsabLe te1le quelle dans la plupart des appli-

cations développées par [ool.ey. On obtient ainsi, pâf, exempLe, guê ltinégalité

llo2g - yil < L(r.og ù6/'*' ,_J% , (e > o)

possède pour tout irratioanel g et tout rée1 y une infintté de solutioas
entières la notat{on llxll désignant, corutre crest lrusage, La distance
de x à ltensemble des eutiers. Ce résultat est 1a forme 1a plus précise
actuellement contrue drun théorène de Heilbronn.

Pour pl.ue de détaila concernant Les app!.icatioas, èt en particuLier la
définltion des fonctlons Ar(n) généralisant Â(a) , nous renvoyon§ le leeteur
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à 1 'article original de Hooley I f S ], aux divers travaux subséquenrs Ia, 11, LZ,
13 et au survol [zl]l

2. Ordres normaux----=---î--î==
Ainsi que nous lravons mentionné dans ltintroduction, la question de

aormal de a(n) est direcËeueat Iiée à 1a conjecture d,Erdôs

(30)

On peut ég"lement introduire la fonction

E(n) rE mintlog(d'/d) d, d' ln

t

( 31)

l t ordre

La relation (30) éqrivaur alors à

Alors quril paraîÊ dif,f,icile de deviaer a priori lrordre norual de a(n)ua argument heuristlque simple, qui constitute aussi 1a uotivation initiale
drErdôs, fournit une conjecture raisonnable quant à lrordre normal de U(n)

Le nornbre des rapports distincts d,/d , dln , drln vaut pour chaque n

u(n) = II

Pv lln
( zv+t )

11 satisfair donc à la double inégaliré

,ur(n) § u(n) s ,il(n)

,

où t^r (n ) ( resp .

sans ( resp. avec )

Ramanujanr on a

O(n)) désigne Le nombre des facÈeurs premiers de n couptés
leur ordre de uuttiplicité. D'après le théorème de Eardy et

rrr(n) , n(a) 'r, loglogn , p.p.

Ea supposant 1téquirépartltion aslrmptotlque des noubres log(dr/d)
donc que chaque sous-intervalle de longueur À de [_ Iogn, logn]

r on obtient
eont ienL

a
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une quote-parL de

lu( ù / (21og n) = À(log n)1og3-1+o(t )
, P. P.

valeurs disÈinctes 1og(dt/d) . Cela suggère

(32) E(n) = (togn) 1-1og3*o(r)
p. P.

Un raisonnegent sinilaire concernant A(n) seralt innédiatement en défaut.
En effet, si lron note

la suite ordonnée des diviseurs de n , 1 n identité

rsi : . (n) los(oa*r /di) = 1og n

, et ltestimation classique

t(n) = (1ogn) Logz+o( r ) p.p.

nontrent que la valeur moyenne des 1os(d.*r/d.) est (1ogn)r-1ogz+o(1)

Cela suggère que l(n) = 1 sauf Lorsque la distribution eat, au moins loca-
lement, très éloignée de 1'équirépartition.

Deux résultats récents viennent draiLteurs corroborer lrldée que 1r

log(dO) sont très irrégulièreoeaÈ répartis. pour roure f,onction g(n)
on a drune parr [S, ff]

(34) card{i : 1s i<r(n), dlldi*r}at(n)/g(n) r p.

et d'autre part [zo]

-) *,

p.

( 3s ) ruax 1og(or*r/di) à E(r,)-Ilogn
l5i<r (n) P. P.

I

t

( 33 ) t

lS
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La minoration (34) découLe d'une conjecture de Montgomery établie dans [5]Elle dolt être interprétée à la Lumière du fait suivanr ; la relarion
uiltr*, tmplique di*, = p-(n)di où p-(n) esr Ie plus perit facreur
preaier de n . Corume on a par 1a théorie du Crible

(36) 2 sp(n)s1og€(n) , p.p.,

la re 1at ion ( 34 ) imp 1 ique

(37) card{i;1s i <t(n),2s di*,/di s t(n)} = e(.r)-lr(n) , p.p.

La fornule (32) a été réceament démontrée, en deux étapes. La minoration
correspoadant,e a été obtenue par Erdôs et Hall en 1979 (cf. [+]) et 1a majora_
ti.on par Maler et Lrauteur en 1983 (cf. [fO]). plus précisémenr, si Lroa désignepar e(n) 1a fonctioa définie pour n > 1 par

E(n) = ( tog n) I -1o93+s (n)

ona

(38) -C E (n
log1og n r P.P.

pour toute cons tanÈe

1 I inf ini.

La majorati.on de (38) irnptigue la conjecture d,Erdôs (30). La validité
de (32), en regard des constaÈs drirrégularité (34) ou (35), consËiÈue un
nouvel exeorple, dans le cadre des diviseurs drua entier normal, du principe
selon lequel un ensemble-différence (i.e. du type A - A = {a_êr : ara, e e})
possède une atructure beaucoup plus régulière que l,ensemble dont iI est issu.
Cela explique peut-être pourquoi lrordre normal de 

^(n) 
nrest pas connu avec

une précision aussi satisfaisante que celui de E(n) . Le meilleur encadrement
actuellement connu e6t (cf. If:, 16, 17])

)

(3e)
t P"P.

,
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pour toute cons Ëante

fonction {(n) --+ æ

T < (1og 2) / 1og(1og 3/(1og 3-1)) = 0,2875 4. . . , €t toute

Nous atlons d'abord donuer un bref aperçu de la manière dont on peut
établir 1a conjecrure d'Erdôs sous sa fsrme initiale (30) ou (31).

Etant donné un réel x à 3 , ueus posons

L = L(x) = t* losl'ôg x] M = M(x) = ti loslog x]

et nous inËroduisons pouf chaque k , LS k= M, et chaque
partiel

n S x le produi L

(40) ok rË
a I P

p Inr psexpexp k

11 est à noter que rk est une fonction aultipLicative de
théorèue dtErdôs [f,l] , on a

n " Dt.près un

(41) rot"o) k , (lÉksr'{) P.P.x

où la mention F.!.T signtfie que la rel.atiou ainsi désignée est satisfaite
poureunoins x*o(x) eutiers aSx.

Nous voulons établir que

«2) r(nr) p.p.x

A cette fin, nous introduisons 1a fonction de répartition

Gt {,2) oE X 1
dd, f "i

logd' / dsz

et ltensemble de ses points dtaccroissement local

On pose enfin

J

, ,
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I1 est facile de vérifier que 1a transformée de Fourier-Stieltjes de Gt vaur

"f'æ Lzê dGtS(nu;o) rE { (z) = II (t+zcos(orogp))e

P lnn

et une double applicatiogr de lE.foruuLe de Parseval, semblable à celle du

Lenrme du § 1, conduit à lrévaluation

À(nn) = mes Sfot) = I g(nu) d,z .

J* {en{r+t) - cn(z-l) )2 a, s an Jl, s(e;r,n)2 ao

Corme le supporÈ de Cn(z+l) - Cn(z-l) est 8{"n) , on peut écrire lrinéga-
lité de Cauchy-Schwarz

(2.3'(on))2 = (1*tcn{r*l) - cn(z-l))az)2 s r(r,n) ,* (cn(z+l) -en(z-l) )2 a,

d'où

(43) À(
-J

tt)
2r^r ( nk )

2w fj, s(nn;o)2 do)-1 .(

Uae technique de tnoyenne pondérée pernet maintenant, drobtenlr une majoration
valable p.p.x de la dernÉère intégrale (cf. Iff,fZ]).

On obtient

(44) (t sksI'{) P.P.x

pour t.oute fonction E(x) --+ -
SoiÈ Nt le nombre des entiers n S x teLs que f(nn) è I Par un

résultat cl.assique de crible, on peut Eontrer gue 1a proportion des entiers
comptés dans Nt qui possèdent deux facteurs premiers prg teLs que

k+g

n

(4s)
e
k

logq - logp € €tot)

ç

{
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est

I1
k<loglJepSk+L P

I
logq€ logp*

1
q

){(nr

Une simple appLicatlon du fhéorème des nonnbres premiers permet, grâce à (44),
de minorer cette so$me double par c g(x)-3 dès que L = 1 + [fog(46(x))]
Or, 1a seconde dee relatione (45) inpl.ique lrexistence drun couple td,d,] ,

ou'lnt, tel que llos(pd'/cd)l s f. Donc les enriers sarisfaisanr ({+5) ne

sont pas comptés d"o" Nk*.., et'il découle de ce qui précède que

Nt -"*k** à "Nk t(x)-3

c I est-à-dire

Nk*LsNk(l-cE(x)-3)

En itérant cetre inégaliré [(U-l)/r] (n, (1og1ogx)/logE(x)) fois, on obrienË
que N, = o(x) si 6(x) tend vers ltinfinl aasez leotement. CeLa établir
(42).

Nous avons donc prouvé que a(n) = 
2 , p.p. . pour minorer plus finement

lrordre normal de a(n) , on choisit un parauètre p > 1 et on cherche à

appliquer la méthode précédenre à

"(j) 
oE I

j+1 P

p
j

L I argument heuristique exposé

o(n(j)) 'L pj(p-1)

plus haut nous laisse espérer une conclusion
log(u(j)) . or on a

r P.P.

t
a

L"€.

t loglos*(j) r oj+t

11 faut donc choisir p te1 que (p-1)1og 3 > p

OnobtientalorseffectivemenË pourchague j, fl.i <J, avec
: = [(1og1og1ogx)/logp] , lrexierence drun coupl. t dj(1), d.(2)]
de n(j) rels sue (oj(l), dj(z)) = 1 et llog(uj(1) /u:(2))l s I à

de diviseurs
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Considérons alors tous les produits

Id
fi.-jsJ

(e ) (e = 1 ûu Z) rj j j

11 y a deux choix possibles pour chacun des r = J _ lrî] facteurs, donc
cette construction fournit 2' diviseurs de n dans un intervalle du type

].'r"t*t] . par 1e principe des tiroirs, il vient

^(n) 
à z'/, t P. p. x.

Cela inplique 1a uinoration de (39). 11 est clair que cette construction nrest
pas optLnale, et il serait très intéressant de savoir comment on pourrait
l t amé1iorer.

La néthode utilisée pour établir 1a majoration de (39) esÈ élémentaire. E1le
rePose sur 1 t étude des moments

M^(n) = I** Â(nr*)Q duq-e

Â(mpru) s Â(mru) + 
^(*ru-1og 

p) (mrp à 1)

(où p désigae un noubre premier) conduit à lrinégalité

r.rr(ue) s znn(u) - :il ,ï, tJ r(,,.,) 
j 

Â(m,u-log r;e-j a,,

Sacs eotrer plus avant dans les détal-ls, eignalons que lridée essenti.elle
de La démoostrâElon consiste à iatégrer cette majoration sur le ,rcylindreil
constitué des entiers n dout L
preuiers esr rtxé alore que r.e ,;.:;:*: *r"::" 

k plus petits racËeurs

facteurs premiers varieat. on abourir ainsi u ." ,j.ï"tr"":.t:::":::rr::ttt"

),(
J

)tll M.(J]
(t'{

q 'k* I ) s 2l{, (
q

-(1-e)k q:l
xj=t tk okq-

ot) *e

(f s q s k) r p.p.

È

,

où A(nru) est défini par (16) . La relation fonctionnelle évidente

t
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valable pour q(n) < k s ur(n) - E(n) . Le passage du rang k au rang (t+f)
nécessite une information intrinsèguement nouvelle 

- une majoration de

,n*r(*t) en fonction de ltU(nU)

On a triviâlement

(46) Ix*r(nn) s a(nu) *r(*r)

et 1'on peut aussi établir facilement que

(47) a(n)szr'l^'(rr)1/q , (n,qà1)
q

Cependant, (46) et (47) sont insuffisantes pour peruettre la preuve du
résultat .ooooàé. par la technique d'Erdôs et HaI1 dans [4] , on établit
drabord que pour 1es valeurs de k considérés, on a

( r+e )t r P.P.

En utllisant alore le fait que Â(nOru) = a(nn)-l sur ur inrervalle eu u

de longueur au noins n(nU) , il vient

( r+6 1L
\(or) à (e/3) ta(rr) - 1l

k

c t est-à-dire

a(nn) É 1 + (3/e) \('r)
Cette amélioration de (47) dans le cas

en æuvre de 1a récurrencq en k et q

n = *k rend alors possible la mise

à fins dIérablir

( t+s; tlk

Ù1
ôk(nn) s z q! r P.P.q

pourtout ô > 1, etuniforuémentpour t(n) <kSor(n) -E(n),11q5k.
En élévant à la puissance Uk et en faisant appel à (9), on obtient alors
facilement la uajoration annoncée.
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La même technique est applicable aux entiers t.els que ur(n) T, c log1og n ,

tant que c < L/LogZ . Cela porte à conjecturer que la somme S(x) = 
.rl* 

O(t)

est dominée par 1es enÈiers ttnormaux" (i.e. tels que rrr(n) r loglogn) et
que lton a en faiE

S(x) r Ax 1oglog x

pour une constante positlve convenable A .

Pour teruiner, signalons degx résultats nouveaux que nous avons pu obtenir
par la néthode de [t0 ] .

Soit D(x) le aombre des entiers n 5 x tels que l(u) = 1 . Nous avons

vu que D(x) = o(x) . Une version quantitative de ce résultat est évidement
eouhaitable, et dans eette direction, ûous avons pu montrer

(48 ) x( 1og1og x)
- B+e

e

avec

B = 1 - (f + 1og1og ÿ/1og3 = 0100415...

11 serait intéressant de savoir si D(x)/x se conporte en fait coume une

puissance de log1og x ou une puissance de 1og x .

Soit s un paramètre réeLr o É 1 , la fonction de 11a11

U(n,0) e E cardtd,dt In (drdt) = 1 llogd'/dl s (tosn)c

est un bon indicateur de la régularité de lrensemble des différences
logdt/d: (drd'ln). par exeruple A (n) > t si et seulemeat si U (nr0) > I

et U(nrs) > 1 équivaut à E(n) < (1og n)Û . Dans lgl , nous avions donné

uae majorati.on de lrordre normal de lJ(nrc) pour 0 S c S 1 et conjecturé
sou opÈimalité. Nous pouvons aujourdrhui confirmer cette hypothèse ! on a

pourtout aSl

]

U(nru) = 1 + (togn) 1og3-t*u*o(t) r P.P.
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Ce résultat coastitue une validation radicatre du ralsonnemenË heuristique
présenté, au début de cette section, à ltappui de 1a conJecture dtErdôs.
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