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LOIS DE REPARTITION DES DIVISEURS DES ENTIERS FRIABLES
SARY DRAPPEAU & GERALD TENENBAUM

ABSTRACT. According to a general probabilistic principle, the natural divisors of friable in-
tegers (i.e. integers free of large prime factors) should normally present a Gaussian distri-
bution. We show that this indeed is the case with conditional density tending to 1 as soon
as the standard necessary conditions are met. Furthermore, we provide explicit, essentially
optimal estimates for the decay of the involved error terms. The size of the exceptional set
is sufficiently small to enable recovery of the average behaviour in the same optimal range.
Our argument combines the saddle-point method with new large deviations estimates for the
distribution of certain additive functions.

1. INTRODUCTION

La théorie analytique des nombres explore de maniere privilégiée les rapports entre les struc-
tures additive et multiplicative des entiers. A ce titre, P'étude de la répartition des diviseurs est
emblématique du domaine. Elle a conduit a des avancées significatives et permis de mettre des
notions pertinentes en lumiere. Outre l'article de synthese [Tel3| et la monographie [HTS8S],
mentionnons les travaux relatifs a la fonction A de Hooley (voir en particulier [Ho79, [Te86])
et certaines de ses applications [BT13], et les progres successifs [Te84, [Fo08] ayant abouti
a la détermination de l'ordre de grandeur dans le probleme de la table de multiplication
d’Erdés [Ex79).

Soit n un entier naturel et 7(n) le nombre de ses diviseurs. Le probleme de la répartition
des diviseurs de n est équivalent a I’étude de la variable aléatoire D,, définie par

1
P(D, =logd) = — d|n).
(Dn =logd) = s (d|m)
La symétrie des diviseurs de n autour de y/n implique que D,, est répartie de fagon symé-

trique par rapport a la moyenne E(D,) = %log n. L’ordre moyen de D, a été déterminé
dans [DDT79] : nous avons

1 2 1
an:IIP(Dngvlogn):Warcsin\/ﬂ+0(\/@) (z > 2)

uniformément pour v € [0,1]. Des généralisations sont proposées et étudiées dans [BMOT7],
[BM15], [Te97], [BT16al.

La régularité du comportement en moyenne occulte cependant d’importantes fluctuations
du comportement normal : selon le principe d’incertitude établi dans [Te80], toute suite d’en-
tiers A C N pour laquelle (D,,/logn),c4 converge en loi est de densité naturelle nulle, autre-
ment dit

I[1,z] N Al = o(x) (x — 00).
Ce phénomene reflete I'influence des grands facteurs premiers de n sur la loi de D,,. Dans

le présent travail, nous examinons le cas ou ’entier n est astreint a ne posséder que des petits
facteurs premiers.
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Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier naturel n, avec la conven-
tion P(1) = 1. On dit que n est y-friable si P(n) < y et 'on note

S(z,y):={n<z:Pn) <y}, Y(z,y):=|S(z,y)|
Les quantités
u:= (logz)/logy, u := min{u, 7(y)} = min(y,log z)/logy (x>y=>2)

interviennent classiquement dans 1’étude de la répartition des entiers friables. Il découle ainsi
des travaux de Hildebrand [Hi86] et Hildebrand-Tenenbaum [HT86|] que 1'on a, pour tout € > 0
fixé,

log 2u u lie
= <y <
U(x,y) = zo(u)exp {O( gy + e(logy)3/5€>} ((logz) ™ <y<ux)

ol p désigne la fonction de Dickman, définie comme la solution continue sur R™ de 1’équation
fonctionnelle

o(u—1)+ug(u) = (u>1)
avec la condition initiale p(u) =1 (0 < w < 1). La fonction p est positive, strictement décrois-
sante sur [1,+oo[ et vérifie
o(u) = yvto) (u — 00).

Ainsi gp(u) > 1 lorsque u est borné, ce qui implique, d’apres le principe d’incertitude mentionné
plus haut, que, dans ce cas, la variable aléatoire (D,,/logn),c4 ne converge sur aucun sous-
ensemble A de S(z,y) de densité positive.

Choisir un diviseur aléatoire de n revient a choisir, indépendamment pour chaque facteur

p”||n, un exposant j € {0,...,v} avec équiprobabilité. Nous avons donc la décomposition ca-
nonique
(1.1) Dp =Y Dp

p”[n

ou les variables (D, ) sont indépendantes, et Dpv est de loi uniforme sur {jlogp:0 < j < v}.
Nous introduisons les moments cumulés centrés

(1.2) My = Y E({Dpu - %Vlogp}k) (k>1),

p¥|n

et I’écart-type o, défini par

La symétrie de D, autour de sa moyenne implique my, , = 0 lorsque k est impair.

En cohérence avec la décomposition , nous obtenons une estimation de type limite
centrale pour la variable D,,. Il est connu qu’un tel résultat dépend d’une minoration de la
variance o, associée a une majoration d’'un moment msyy ,, & > 2. Nous posons

. /oo —/2qy % (z€R,n#1)
I e , Wy, = z , M ,
V2r J, " M4 p
et convenons que wi := 1. Nous avons ainsi w,, > g pour tout entier n > 1 — cf. formule
infra.

(1.3) D(z) :=

Théoreme 1.1. Il existe une constante absolue ¢ > 0, telle que, pour 2 < y < x, la relation

(1.4) P(Dy > Hlogn + 203) = @(2) +o<1 424 B( \)) (2 < wi/)

ait lieuw uniformément tous les entiers n de S(x,y) sauf au plus < e*c\/a‘ll(x, y) exceptions.

Nous déduisons de ce résultat et de la minoration de w,, obtenue a la Proposition infra
I’évaluation explicite suivante.
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Corollaire 1.2. Soit ¢ > 0. La relation
1424

U

(1.5) IP’(Dn > logn + zan) =d(2) + O( <I>(]z|)> (z < ﬂ1/4)
a liew uniformément pour x > y > 2 et tous les entiersn de S(z,y) sauf au plus < e_CﬂlM\Il(a:, Y)
exceptions.

Dans ce dernier énoncé, le terme d’erreur et I'uniformité en z correspondent au domaine
naturel de 'approximation gaussienne et sont donc conjecturalement optimaux. Au prix d’un
affaiblissement du terme d’erreur et d’une restriction du domaine d’uniformité en z, il est
toutefois possible d’étendre le champ de validité de ’estimation.

Corollaire 1.3. Il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que, sous les conditions 2 <y < x,
1< Z < a4, et z < Z, la relation

1 4
]P(Dn > %lognJrzan) = ®(z) +O( JZF4Z ¢(|Z|)>

ait lieu uniformément pour tous les entiers n de S(z,y) sauf au plus < e_cﬁ/Z\P(m, y) excep-
tions.

La validité des deux énoncés précédents résulte immédiatement du Théoréeme et de la
proposition suivante, qui est elle-méme conséquence du Corollaire [3.5| infra.

Proposition 1.4. Il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que, sous les conditions 2 < y < x
et 0 < Z < cal/t, Uinégalité
Wy, = Z4

ait lieuw pour tous les entiers n de S(x,y) sauf au plus < e*C‘/a/(ZH)\I/(x,y) exceptions.

Lorsque z est fixé, le terme d’erreur du Théoréme est < 1/wy,. Une telle majoration est
hors de portée des théoréemes généraux probabilistes relatifs aux grandes déviations, comme
par exemple [Pe75, th. VIIL.2, p. 219]. En effet, convenablement adapté et toutes choses égales
par ailleurs, cet énoncé ne fournirait, pour le terme d’erreur de , qu’une borne du type

4
< (1 L Z_)@(M).
NG u

Il est connu que toute amélioration du terme résiduel standard nécessite d’exclure, pour les
variables aléatoires indépendantes sommées, la possibilité d’une concentration au voisinage
d’'un méme réseau unidimensionnel : voir la condition (III), p. 173, de Petrov [Pe75] ou la
condition (6.6), p. 547, de Feller [Fe66]. Dans notre cas, la validation de cette hypothése sup-
plémentaire consiste en une majoration de sommes trigonométriques portant sur les diviseurs
premiers de n. Cette estimation constitue une part significative de notre analyse.

Notre résultat fait suite aux travaux de Basquin [Bal4] et de Drappeau [Drl7], dévolus a
I’étude de la moyenne

1
U(z,y)

ou ¢ = (z,y) est un facteur de renormalisation convenable indépendant de n. Le choix optimal
de & fait intervenir le point-selle @« = «a(z,y) introduit par Hildebrand et Tenenbaum [HT86]
dans ’étude de la fonction ¥(z,y), et dont nous rappelons la définition en (2.1 infra. Nous
avons alors

(1.6) D(x,y;2) = > P(Dn > 1logn + z&)

nesS(z,y)

(1.7) 5z, y)? = %Z

PY

S e
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Cette définition est en cohérence avec le théoréme de Turdn-Kubilius friable [BT05al, th. 1.1],

qui implique
1 _
Op = {1—|—O( 1/3>}0

1/3

pour tous les entiers n de S(z,y) sauf au plus < ¥(z,y)/u"/® exceptions.
L’estimation principale obtenue dans [Drl7] est
1
1) Py =0E)+0(2(:) ) (y<attn L cqh),
u

ou, ici et dans la suite, nous notons log;, = la k-ieme itérée de la fonction logarithme. Fondé sur la
méthode du col en deux variables, ’argument conduisant & est spécifique de I'estimation en
moyenne et ne fournit pas d’information «presque stire» de type . Combiné avec une étude
des fluctuations de o, autour de son ordre normal &, le Théoreme [I.2] fournit naturellement
I’estimation suivante.

Théoréme 1.5. Nous avons
1—|—z
19 I =@ +0(e( ) (2<y<an bl < anth),

ot c¢1 > 0 est une constante convenable.

Le domaine d’uniformité en z est moins grand que celui de ((1.8) mais le résultat vaut sans
contrainte sur = et y.

Notations. Nous désignons par v, la probabilité conditionnelle uniforme sur S(x,y) : pour
toute partie A C [1, z], nous avons donc
AN S(z,y)|

Vpy(A) 1= U(z,y)

Par ailleurs, nous notons classiquement w(n) le nombre des facteurs premiers distincts d’'un
entier naturel n.

Enfin, sauf dépendance explicitement mentionnée, les constantes ¢, c1, ca, etc. apparaissant
dans ce travail sont absolues et strictement positives.

2. ENTIERS FRIABLES

2.1. Méthode du col. Notre résultat est basé sur 'utilisation de la méthode du col, dévelop-
pée dans ce contexte par Hildebrand et Tenenbaum [HT86]. Nous rappelons ici les principales
estimations dont nous ferons usage.

La quantité U(z,y) est représentée par l'intégrale de Perron

o+100 r5ds
Vo) =on [ TS @),

27T'l —ioo

ou intervient le produit eulérien tronqué
1.-1

G- ¥ Loq(-L)

P(n)<y Py

Le point-selle o = a(z, y) est défini par o := argmin -y 2?((0,y). Il s’agit donc de la fonction
implicite correspondant a 1’équation

1
(2.1) Z Og_p = logx.

Py

Observons immédiatement, a fins de référence ultérieure, que ’équation (2.1) implique immé-
diatement

(2.2) Yyt > 14

log T
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Définissons également

o 20
(2.3) o} = ojla,y) = (1‘511)11';2.

(0%
PY (p

L’évaluation par le théoreme des nombres premiers des sommes en p de ([2.1]) et . cf. [HTSG,
th. 2]) fournit les estimations

log(1 log x logs 2
(2.4) o= 8( 1‘);/2 g ){1+O<ls§;yy)}
(2.5) o5 = (1+ log””)(logx)(logy){1 + (1og12u)}'

Mentionnons aussi I’approximation

log(ulog(u+ 1)) + O(1)
logy

Le résultat principal de [HT86] est la formule asymptotique uniforme

U(z,y) = %{1 +o(%)} 2<y<a),

(2.6) alz,y)=1-— (2<y<a).

qui implique en particulier

2o, y)Va

(2.7) U(z,y) = alog s 2<y<a)

La majoration

(2.8) v(Zy) < V(@.y) 2<y<a 1<d<a),
d d®

qui est un cas particulier important de [BT05bl th. 2.4], nous sera également utile.

2.2. Moyennes friables de fonctions multiplicatives. Divers travaux, notamment [TW03,
cor. 2.3], permettent des estimations satisfaisantes de la valeur moyenne d’une fonction mul-
tiplicative ¢ > 0 sous des hypotheéses relativement générales concernant le comportement en
moyenne des valeurs g(p), dans un domaine de la forme

(H.) o(logs )3/3+e <y<a

Pour des valeurs de y plus petites, la méthode du col demeure théoriquement applicable. Ce-
pendant, a mesure que «(z,y) diminue, la description du comportement moyen de g nécessite
des hypotheses sur les valeurs g(p) pour des valeurs croissantes de v — voir par exemple
[BT05al th. 1.4] et les commentaires qui suivent cet énoncé. La recherche d’estimations uni-
formes en g devient alors un probléme significativement plus délicat.

Dans le cadre du présent travail, une majoration de la valeur moyenne

1
G(z,y) = W(ry) nes%ﬂy)g(n)

est suffisante. Dans cette perspective, nous pouvons nous contenter d’une approche élémentaire
combinée avec I’évaluation au point-selle (2.7]) et la majoration semi-asymptotique ([2.8). Notre
estimation s’exprime en termes du produit eulérien

Hnga

(a Y) py 50 P
pYsz

Yy(a)

ou x, y et a sont liés par la relation (2.1]). Lorsque, pour chaque nombre premier p < y, il
existe v, € N* tel que

(2.9) 9@ ) =0 (v>up), g ) <g() (1<v<y),
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nous posons

e I I e | (R o

VpQ
p (p Py 1<v<yp

Lemme 2.1. Soit g : N — RT une fonction multiplicative positive ou nulle. Les assertions
susvantes sont valables pour 2 <y < x.

(1) Sig(n) < &M pour un certain k > 1 et tout entier n > 1, alors
(2.10) G(z,y) < kVu(log 2u)*Y, ().

(ii) Sous la condition (2.9), nous avons
(2.11) G(z,y) < 9, ().

Remarque 2.2. 11 est essentiel pour notre application de disposer d’une majoration de type ([2.10))
dans laquelle le facteur de ¥, (o) est (™ lorsque % — ooc.

Démonstration. Supposons dans un premier temps logy < (log 2u)?, et donc logy < (log 2u)?.
La positivité de g permet d’écrire, compte tenu de (2.7,

g Vu(logy)
‘I/( 7y) 2 ¢( 11 Z

Q
nesS(z,y) Y) p<ypVV><fi p

G(z,y) <

14e3%

Cela implique bien (2.10) dans I’éventualité considérée.
Supposons maintenant logy > (log2u)?, et donc y > log 2. Nous utilisons une inégalité de
type Rankin pour la quantité

(2.12) G(z,y)logz = \II(m:'l, m

Z g(n){ logn + log (%) }

neS(z,y)
Puisque log(z/n) < (x/n)*/a, nous avons

(2.13) 3 ()1og() % Z 9 l‘z/g;\p(x,y)gy(a).
nes(z,y) nes(x

Considérons ensuite la contribution du terme logn au membre de droite de (2.12)). Sous 1’hy-
pothése g(n) < (™, nous avons

Y. g(n)logn= ) > g(mp”)log(p”)

nes(z,y) pY€S(z,y) meS(z/p”,y)
ptm

<k Y, glm) D> log(p”).

meS(z,y) pv€S(z/m,y)
La somme intérieure est

< Z {log(x/m)}? < min {x, y(log(l’/m))Q} < (%)a(?ﬂﬁ)ka_

2
p<min{y,z/m} log p m (log y)
Comme la condition log 2u < +/logy implique
(1—a)logu < (log2u)?/logy < 1,

nous obtenons

Z g(n) logn<< Hyl—a$a g(TZ)
m

(2.14) nes(z,y) meS(z,y)
< ky/u(log 2u)(log )V (z, y) %, ().
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Reportons (2.13)) et (| - ) dans . Nous obtenons

Gz, y) < (/{(log 2u)v/u + L)%(oz).

Cela implique (2.10)) dans le domaine logy > (log2u)? et conclut donc la preuve de l'asser-
tion (i).

Pour établir (2.11)), nous introduisons la fonction arithmétique multiplicative h telle que
g = 1 h. Pour tout entier n de E; := {n € N* : g(n) > 0}, 'hypothese (2.9) implique
alors h(n) > 0 et d € E,; pour tout d|n. Ainsi

LY ywe Y m@it0 ooy M

G(z,y) =
\I/(ﬁ, y) nekyNS(z,y) deEyNS(z,y) qj(gj’ y) deE4NS(z,y)

ou l'on a fait appel a (2.8). Un calcul de produit eulérien permet ensuite, grace a la positivité
de g, de majorer la derniere somme en d par & (). Cela termine la preuve de 'assertion (ii). [

3. REPARTITION DES VALEURS DE CERTAINES FONCTIONS ADDITIVES

Nous nous proposons ici d’étudier 'ordre de grandeur normal friable des fonctions additives

fr(n) = Z (Vlogp)k
p”lIn
v>0
lorsque Uentier k > 0 est fixé. Un outil essentiel a cette tdche est I'inégalité de Turdn-Kubilius
(voir [Telbal ch. II1.3]), dont l'analogue friable a été développé dans des travaux récents de
La Breteche et Tenenbaum [BTO05al BT16b]. Ces travaux exploitent une modélisation de la
structure multiplicative de ’ensemble S(x,y) consistant en l’approximation

vay{n 2 1:p"[n} ~ (1 —-p~%)/p",
les événements étant considérés comme indépendants pour des valeurs distinctes de p < y.

Cette heuristique est confortée par le fait, établi dans [BT05al, que les valeurs prises par fj
ont tendance a se concentrer autour de la valeur moyenne du modeéle

(3.1) Ap o) = S B (1 ),

(6%
P<Y p
v>1

lorsque n € S(x,y) et & — oo. Notons qu'il existe une suite de polynomes {Qy}72, & coefficients
positifs ou nuls telle que deg Qr < k et

1\ (log p)*Qu (p*)
Ay (x,y) = - — )=,
fk( ) ;% ( pa> (p™ — 1)k+1
d’ott I'on déduit comme au lemme 4 de [HT86] 1’évaluation explicite
(32) Ag(2,y) =5 (loga) /@1 (k1)

Nous nous intéressons dans ce qui suit & estimer la taille des sous-ensembles de S(z,vy)
caractérisés par la propriété que fi(n) est significativement plus grand ou plus petit que la
moyenne Ay, (z,y).

3.1. Nombre des facteurs premiers. Le cas k = 0, qui correspond a fo(n) = w(n), est
particulier. Nous avons, d’apres les lemmes 3.2, 3.6 et I’équation (2.37) de [BT05b],

1
(3.3) Z—: {1+O(logy+log2a)}y+yfz)gx+10g2y

p<y

= U+ logy y.

Le terme logy y, qui est dii & l'influence des petits facteurs premiers, n’intervient pas dans
I’étude des fonctions fj, lorsque k > 1.
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Posons

(3.4) wny(n) = [{p"In s Vi <p<y, u/Q0) <v<2/@}|  (n31)
et notons que u/u < 1+ (logx)/y. La proposition suivante permet d’établir que, avec une pro-

babilité tendant vers 1, les puissances de nombres premiers comptés dans wy ,(n) contribuent
significativement au terme yu/(y + log x) apparaissant dans le membre de droite de (3.3).

Lemme 3.1. [l existe constante absolue co > 0 telle que l’on ait
(3.5) Vey{n > 11wy y(n) < cou} < e " (2<y< ).

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, nous avons

Ccu,

(3.6) Veydn > 1w, (n) Sci} < g > e,
@9) st
D’apres (2.10) avec k = 1, le membre de droite ne dépasse pas
1% e—wzyy(n) . 1 1 1
) > = T {1000 (s e
C(avy) P(n)<y ne JI<P<y ( e) prie p(l/2+ o

ou 'on a posé (v1,12) := ([u/(2a)], [2u/a]). Comme 11 — 1 < 1/(alogy) d’apres (2.4), nous
pouvons écrire
Pt <t (Vy<p<y)
De plus, nous avons (v» — v1 + 1)alogp > 3{3u/(2u) — 1}alogy > 1 pour toutes les valeurs
de p considérées, donc
1 1 1

pra - p(y2+1)a > F (\/g <p<y).

Or, > Vi<p<y 1 /p® > u d’apres [BTO5D, lemme 3.6]. Il existe donc une constante absolue cs
telle que le produit en p de (3.7) ne dépasse pas e~ %, L’estimation souhaitée en résulte par
report dans (3.6) et (3.7) pour le choix choix ¢a = ¢3/3. O

3.2. Minoration de f;(n). Nous déterminons ici une minoration de fi(n) valable pour chaque
indice k > 1 fixé et “presque” tous les entiers n de S(z,y). Rappelons la définition (3.4]).

Lemme 3.2. Soit k > 1. Nous avons
fe(n) >y (log z)*/a*!
pour tous les entiers n de S(x,y) sauf au plus < e~ 2%V (x,y) exceptions.

Démonstration. Nous avons trivialement f(n) > (ulogy/4u)*w, ,(n). L’assertion de I'’énoncé
résulte donc immédiatement du Lemme B.11 O

Cette majoration simple suffit & la preuve du Théoréme L’estimation plus précise sui-
vante, qui posséde un intérét propre, ne sera pas utilisée dans la suite. En conformité avec
(3.1)), nous posons en toute généralité

f@") 1 2 f(p¥)? 1
Af([l?, y> = va 1- o) Bf((L‘, y) = o 1— —
%{ p ( p ) %{ P ( P )

lorsque f est une fonction additive.

Proposition 3.3. Soient k > 1 et f une fonction additive satisfaisant a

(3.8) 0 < f(p¥) < (vlogp)* (p=2,v=>1).
Pour2 <y < x etd €]0,1], nous avons alors
(3.9) Vey{n s f(n) < (1= 0)As(w,y)} < Gesr?

ot ca ), > 0 ne dépend que de k et de la constante implicite dans (3.8]).
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Démonstration. Notons o~ (x,y) le membre de gauche de (3.9). Pour tout A > 0, nous avons

ﬂek(l_a)Af (Ivy) e—)\f(p'/)
(B10)  p (o) <AUDAGD i) o WY g VT
nes(z,y) ¢l y) p<yv>0 P

ou la majoration résulte de (2.10]) avec k = 1. Majorons le dernier produit a 1’aide de I'inégalité
e <1—v+ 0% (v >0). 1l suit

o (z,y) < a1 TT (1 - 1)( ia _ Af(p”) N %/\Qf(pu)2>

<y PN ISP P p
— A(1=8)A(x, )
A >f<xy>H(1_ (_ )Z (1 - )Z m>
PY v=1 pre v>1
< fae_)‘(SAf ($7y)+)‘2Bf(1‘7y)2/2'

Pour le choix optimal A := §A¢(z,y)/By(x,y)?, nous obtenons donc

o (z,y) < Ge~ 0 As(@y)? /2By (x,y)?
L’estimation annoncée résulte donc de ([3.2)). O

3.3. Majoration de f(n). L’obtention d’une majoration de fi(n) valable sur un sous-ensemble
dense de S(z,y) est plus délicate que celle de la minoration, traitée au paragraphe précédent.
La difficulté technique sous-jacente provient de la vitesse de croissance de fi(p”) en fonction
de l'exposant v. Cela rend nécessaire une troncature préalable des grands exposants de la
factorisation.

Proposition 3.4. Soit k € N* et f une fonction additive satisfaisant a (3.8) et
FO"H<f@) <y vr=1).

Il existe une constante cs > 0 telle que, sous les conditions 2 <y <z, § > 0, nous ayons
uniformément

(3.11) Vagi{n: f(n) > (1+0)As(z,y)} <k uexp{ 2c5 1 (mln{5 52}u> }
En particulier, pour chaque entier k > 1, et uniformément pour h > 0, 2 < y < =, nous avons

fln) < alth- k(log a:)k

705,kﬁ(1+h)/k\p(

pour tous les entiers n de S(x,y) sauf au plus <y, e x,y) exceptions.

Démonstration. Notons ot (z,y) le membre de gauche de . Donnons-nous un parametre
positif v & optimiser ultérieurement et posons L := k(u"/a+logy), ou K est une constante assez
grande ne dépendant que de k. Notant alors v, := |L/logp|, nous commencons par estimer
la contribution pf(w,y) des entiers n qui ne divisent pas [[,, p*?. Nous avons trivialement,

grce & (23),

Py

T Vp+l
Z U(z/p

7(y)
ey < 2 et < al

o1 (2,9) <
Py
On vérifie aisément grace a (2.4) que oL > u” +log(1 + y/logx) dés que k est assez grand. Il
suit
(3.12) of (z,y) < ue ™.

Considérons & présent la contribution complémentaire, notée p3 (z,y). Soit A un parametre
positif ou nul. La croissance en v de f(p”) permet d’appliquer le Lemme (ii) a la fonction
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multiplicative g définie par g(p”) := eM®") si v < v, et g(p¥) := 0 dans le cas contraire. Nous
obtenons
e~ (1+0)AAf(zy)

03 (29) S —g——=— D> 9(n)
(.CC, y) nes(z,y)
(3.13) 1
f") — e/\f(p” )
< e~ (1O (@) T {1+ Z }
Py 1<v<yy

La derniére somme en v n’excéde pas

Oé) Y Z {f(py) _f(pl/

vo
1<v<yy p

“1)1 M)

Soient alors n € [0, %a], B := a—n. Pour le choix \ := cn/LF~! oll ¢ est une constante absolue
assez petite, nous avons

M) L v = prla=h) (1<v<y).
11 suit

@<ar Y 1) ;Vgp S (1_7)f(p”) M)

VB (vp+1)8
1<v<yp 1<v<yy p pyr

Le dernier terme est < nL/ eBL. Une application standard du théoréme des accroissements finis
permet donc d’écrire

29 (1—)"15 r) | ()\ 3 ( )W+$>

1<v<yp 1<v<yy
d’ou
L
S By(a) < M(z,y) + O(n)\i)%+ d Zﬁy)>
Py ©
avec . 5
frr1(P”) < (logp)" ' Qu(p”)
Ni= Z Z (1 B 7) pvB - Z (pﬁ _ 1)k+1
p<y vl PY

ol @ est un polynéme a coefficients positifs, de degré k. Si n = a — 8 < u/log x, nous avons
p? = p® pour tout p < y. Il s’ensuit que

R< Ay, (7,y) < (log z)F Lk,
En reportant dans (3.13)), nous obtenons

(3.14) o (z,y) < e Ms(@y)+B
avec
nA(log z)*1  pLx(y nlog x ulLm(y nlogx
B« ( ﬁk) + e5£ ) < Mj(z, )+eﬂ%1(§gi; <<T{AAf(x,y)+1},

ou la derniere majoration est vérifiée si u¥ > 4logu, ce que nous supposons dorénavant. Pour
le choix n := cmin(1,0)u/logx, il vient ainsi

(3.15) oF (z,y) < e 3PAr@Y)  gmeomin(6,07)at =D
puisque

log

k—1
AAjf(z,y) > min(1,0)u ( — ) >>min(1,5)a< ualogy

k—1
- T7ed in(1.6 —1—(k—1)v.
u(uv —i—alogy)) > min(1, 6)z

Il reste a choisir v optimalement en fonction de (3.15) et-, soit u" u}l/ * Ce
choix est admissible, et fournit le résultat annoncé, a condition que mm(é, 62) > (4logu)*.
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Nous concluons en notant que lorsque min(8, §2)u < (4logu)*, le résultat annoncé est triviale-
ment vérifié si la constante cs, est choisie suffisamment petite. O

3.4. Tailles de my, et my,. Les estimations du paragraphe précédent permettent un enca-
drement des moments my ,, et my4,, définis en (|1.2)). Nous avons explicitement

(3.16) Mon = 13 Z (v+2)(logp)?, my = 515 Z (v 4 2)(3v° + 6v — 4)(log p)*,
pYln pY[ln

et notons d’emblée que

2 vin V2 (v + 2)2(log p)t /144
(317) w, =27 > Y prjn V(v +2)*(logp)®/ S0 V25
Man g VWV +2) (302 4+ 6v — 4)(logp)*/240 ~ 3v>13v2 +6vr -4 9

Corollaire 3.5. Il existe une constante absolue cy > 0 telle que les estimations

(3 18) mon = (log x)Q/,&’
: (log2)*/u® < may < (logz)*/u?

atent lieu uniformément pour 2 <y < x et tous les entiers n de S(x,y) sauf au plus
< e_c”/a\lf(x, Y)

exceptions. De plus, pour 0 < Z < cgu'/*, nous avons

(3.19) myn < (logz)*/u?Z*

sauf pour au plus < e_cgﬁ/(zﬂ)\lf(a:, y) entiers exceptionnels de S(x,y).

Démonstration. Pour k = 2 ou 4, les fonctions n — my, ,, satisfont aux hypotheses du Lemme|[3.2]

et de la Proposition [3.4] Le résultat annoncé en découle directement. O
Posons
(3.20) T ="i(z,y) = {n € S(z,y): Ve <n <z et wyy(n) = CQQZ}

ou ¢y est la constante apparaissant au Lemme Il résulte alors de cet énoncé et des estima-
tions

U(Vr,y) < 2720 (2, y), alogz > u,
que, quitte a modifier la valeur de co, nous avons

Ve (Y1) =1+ O(e™2").

Définissons encore

monpl 1 my nﬂ3 U }
3.21 Ty =Ts(x = 1 (x : < ——— < —, < > < =
( ) 2 2( ,y) {n € 1( ,y) C9 (10 )2 co C9 (10 )4 c

en choisissant cg assez petite, de sorte que le Lemme [3.2] et la Proposition [3.4] impliquent
ea(X3) =1+ OV,
Observons que, pour n € To, nous avons

(3.22) 1 < wy < .
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4. ESTIMATIONS AUXILIAIRES

Posons

s) := E(e*Pn) = LYY
(4.1) Zn( ) E( ) plu_”[n (V + 1)(}?3 _ 1)

La formule de Perron fournit alors la représentation

1 /B+ioo Z(s)

2mi ns/2ezonsg

(v+1)s _q
P (s€C).

(4.2) P(Dy > Llogn + 20,) =

pour tous 3 >0, n € N* et z € [0, (logn)/(20,)] tels que nl/2e%on & N*,

4.1. Propriétés de la série génératrice. Pour n > 1, posons T}, := max,,(v + 1) logp.
La fonction entiére s — Z,(s) ne s’annulant pas sur l'ouvert étoilé

Uy =€~ (] — oo, 22 U2, i),

T, T,
nous pouvons définir une branche du logarithme complexe
(4.3) on(s) :==log Z,(s) (s € Up)

telle que ¢, (0) = 0.

Lemme 4.1. Pourn € Yi(z,y) et B > 0, les relations suivantes sont valides

1) ¢h(B) >

(i) ©n(0) =05 =maop,

(iii) (u/ log x) > (log x)? /4,
(iv) — (B) < B,
(v) sup oM (s)] < M.

Tnls|<1

Démonstration. Nous avons

(v+1)s _q
on(s) = —logT(n Z log (p ) (s € Uyp),

-1
p¥lIn
d’ou
(4.4) P (s) =Y {g;((v+1)logp) — gj(logp)}  (j>1)
p¥[In
avec
2 ,—vs 3,—vs —vs
v —ve ve (1 +e7 %)
(@5 g1(v;8) == 1 _ovs’ g2(v; 8) = ma g3(v; 8) == (1—evs)3
: ( ) 7’046_”5(1 + 4evs +e—2vs)
v;8§) 1= .
94 ) (1 _ efvs)é‘:
Notons également que, pour |vs| < 27, s # 0, nous avons
(=D o ok
(4.6) i) = 3 Bk
>

ou { By}, est la suite des nombres de Bernoulli. L’assertion (i) résulte imédiatement du fait
que v — ga(v; 8) est croissante sur RT lorsque s est réel positif. On obtient (ii) par dérivation
de (4.6) par rapport a s puis passage a la limite en s = 0. Nous avons de plus

%(’U' S) _ ve—vs{vs(l + e—vs) o 2(1 _ e—’us)}
dv 1 o)

gao(v;s) =
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de sorte que le terme général de (4.4)) est < 1/s% lorsque j = 2 et v|s|logp < 1. Il en va ainsi
pour s := u/logx lorsque p” est compté dans la quantité w, ,(n) définie en (3.4). Il s’ensuit
que, pour tout entier n de Y1, défini en (3.20]), nous avons

EREIC OO =

oll wyy(n) est défini en (3.4)). Cela établit I'assertion

On vérifie que v — g3(v; s) est décroissante sur R™ : cela fournit le signe de ¢!(3). Pour
obtenir les majorations indiquées aux points (iv) et (v ), nous observons simplement que (4.6
implique par dérivation que g4(v;s) < v3|s|, g4(v;s) + 6/s* < v* lorsque |vs| < 1, 5 # 0, et
que implique g4(v; s) < v* lorsque s est réel, sv > 1. O

4.2. Propriétés du point-selle. Ce paragraphe est dévolu a I’estimation de certaines quan-
tités apparaissant naturellement dans le processus d’évaluation de I'intégrale de Perron (4.2)).
Rappelons la définition

n.— v Z (v +2)( logp)
p¥|ln

Pour tout nombre réel z de [0, (logn)/(20,)], nous définissons le point-selle 3, = B,(z) de
I'intégrande de (4.2)) comme 'unique solution réelle positive de I’équation

log p (v+1)logp
(4.7) o (Bn) = Z (p,Bn Rl e 1) = zo, + 3 logn,

p¥|n

ou le membre de gauche est prolongé par continuité en 3, = 0.
Considérée comme fonction de z, la quantité 3, = 5, (z) vérifie I’équation différentielle

(4.8) Brn(Bn) = on.
Lemme 4.2. Nous avons
(4.9) Bl (2) = 1/om Q)gzg(bgnym%)

Démonstration. D’apres le Lemme H la fonction ¢!! est décroissante, strictement positive,
et satisfait ¢ (0) = o2. Cela implique ¢! (8,) < o2, d’ou I'inégalité annoncée en reportant
dans (4.8). O

Lemme 4.3. [l existe une constante absolue c1g > 0, telle que l’on ait
(4.10) Bl (2) < Vu/logx (n € YTao(x,y), 0 clo\f>
En particulier, nous avons dans les mémes conditions B,(z) < zv/u/ log z.
Démonstration. La minoration incluse dans résulte immédiatement de et de la
premiere relation puique 02 = ma . Pour établir la majoration, introduisons
z* :=inf {z € [0, (logn) /204 : Bn(z) > u/ loga:},

de sorte que
Bn(z) < u/logz (0 < z<2%),
donc ¢! (B,) = (u/ log x) > (logx)?/u en vertu de la décroissance de la fonction ¢! et du

Lemme [4.1](iii). Par ([.3), il suit
Bl (2) < onii/(logz)? (0 <2< 2%,
et donc 3, (2) < \/ﬁ/ log z, d’apres . Par intégration, nous obtenons
< Bn(z)logz < 2*Va

et par conséquent z* > /4, ce qui conclut la démonstration. O
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Nous sommes & présent en mesure de fournir une formule asymptotique précise pour (3, (z)
valable pour les petites valeurs de z. Rappelons la définition

Wy, 1= m%}n/m%n = afb/m4,n.
et I'encadrement ((3.22)).

Lemme 4.4. Pour tousn € Ya(x,%), 0 < z < c10V/4, nous avons

s 2firo(@) stimn-ifieof)

Démonstration. Par dérivation, I’équation (4.8) implique B7¢"(B,) + 820" (8,) = 0 et donc
6 _ ///(Bn) /3/(7”

D’apres le Lemme (4.10) et la définition de Yo en (3.21)), il s’ensuit que, sous les
conditions de I’énoncé,

13
m. z
B;{ << Bn /BTL 4,n << .
On OnWn

Par intégration, nous pouvons donc écrire

Br(z) = 8,,(0) + /0 Br(t)dt = Uln{l + o(i)}

L’estimation annoncée pour 3, résulte d’'une intégration supplémentaire par rapport a z. La
seconde formule est obtenue similairement a partir de la relation

o1 (Bu(2)) = / B0 (Bu0))dt
en utilisant (4.10)) et les points m m (iv)| du Lemme O

4.3. Décroissance dans les bandes verticales. Nous utilisons la notation classique

1] := mf |9 — k[ (I €R)

pour désigner la distance d’un nombre réel ¥ a I’ensemble des entiers. Rappelons par ailleurs

la définition de wyy(n) en (3.4).

Lemme 4.5. Sous les conditions

0<B<u/logz, 7eR, 2<y<z, neN,

nous avons

Zn (B +iT) { Tlogp }
411 L))
( ) ’ Zn(,B) €xp C11 Z
Si, de plus, |T| < 1/logy, alors

Zn(B+iT) (7 log m)Q)_c”w“”’y(")
(4.12) P < (1

Démonstration. La premiére majoration découle directement des calculs de [Tel5Dh, formule (2.26)],
en remarquant que, dans notre cas, Slogp < u/u < 1.

Examinons a présent le cas |7| < 1/logy. Quitte a considérer la quantité conjuguée, nous
pouvons supposer sans perte de généralité que 7 = 0. Nous avons

(,B+ZT
(4.13) ’Zn(m pHnU (B,7) p]:”[n Up (B, 7),
VYSPY

u/(2u)<v<2u/u
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avec

1+ p(BHin) 4y p=v(Btin) 2

_ 1+ {sin((v + 1)7,)/ sinh((v + 1)5,)}?
1+p—ﬁ+...—i—p_’/ﬁ

Up(B,7) := 1+ {(sin7,)/sinh 3,}2 ’

ou 'on a posé 7, := %Tlogp, Bp = %Blogp.
Nous estimerons cette quantité en utilisant I’inégalité

sin((v + 1)7p)

(4.14) (v+1)sinT,

2
7—7p )
T )

établie au lemme 1 de [Te87]. Observons également que, puisque (v +1)5, < (u/u)fBlogy < 1,
nous avons

<1-2Zmin <1,(1/+1)2

(v + 1) sinh ),
sinb((v + 1)5,)
pour tous les couples (p, ) du membre de dr01te de (4.13)).

Si 7, < 37/(v + 1), nous déduisons de ( et ([4.15) que

(4.15) < 1—cv’p;

. 2.2 2 2
c13(sin7,)%v +T c147°(log x
Upe(8.7) < 1- 228 p) (?p p) o curloga)?,
(sin Bp)Q + (Sln Tp) u
Cette majoration est bien compatible avec
SiT, > 7r J(v+1)> Bp, nous notons que 0 < Tp < % pour tous les termes considérés. Nous

pouvons donc déduire de et - que
1+ (2)%(1 — c12v°B2) (sin 7,/ sinh 3,)?

Upv <
»(87) 1 + (sin7,/sinh j3,)?
(4.16) cie
< 1 < ( 1 )
S 1+ et \1+72(logz)?/u)
une majoration encore compatible avec (4.12)). O

La majoration du Lemme [4.5 sera exploitée au Lemme [£.§] infra. Les deux énoncés suivants
sont nécessaires a la preuve. Nous posons

ylfs -1
Vy(s) i= =—=—— (seC,y=1).
1—s
Lemme 4.6. Pour x > y > logx, nous avons
. . T4ﬂlogy
(417) Re {3Vy(a)—4Vy(a+17')+Vy(a+2w)} > m

Démonstration. Le membre de gauche de (4.17)) vaut

l1—a

y dt 2 Y I i
2/1 {1—cos(7'10gt)}2 1—a/1 {l—cos (q iit’)} dv.

Comme ylfa 1+ci7 et y'=% > (1 — a)ulogy pour y >> log x, il suffit donc de montrer que
pour tout w > 1+ cig et ¥ € R, nous avons
w w794
J(w,9) = dlogv|*dv > ——-
(w0,0) = [ [910gul'do > 70,

%, nous pouvons supposer ¥ logw > % Suivant
le raisonnement de [RT13] lemme 5.12], posons v := nmin{¥, %} oun € (0, 1] est un parametre
a optimiser et écrivons

J(w,ﬁ) Z 1/4(w -1 W), W .= /; 1{Hﬁlogv||<u} dv.

La minoration étant triviale lorsque |¢|logw <
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L’hypothese ¥ logw > % implique

W<l Y M« n{we D/ 1}
9
0<h<d log wv (9 +1)(el/? — 1)

<L nw.

Pour un choix adéquat de n indépendant de w et ¥, il suit
J(w,9) > viw{l 4+ O0(n)} > wdt/(1 +9%).

Lemme 4.7. Soit € > 0. Sous la condition 1/logy < |7] < (108 w)** ™ " nous avons

A(n){1 — cos(7 logn)}? u
1
> n®logn > (log 2u)*

(4.18) + 1[_q,1)(7) log (1+ |7]logy).

1<n<y

Démonstration. Lorsque 1/logy < || < 1, une minoration par le second terme du membre de
droite de (4.18) résulte immédiatement de [Telbal lemme II1.4.13] en majorant o par 1 et en
restreignant la somme aux nombres premiers.

Comme 'estimation cherchée est triviale lorsque u <. 1, nous pouvons nous limiter a estimer

T(y) := Z A(”){l - COS(Tlog n)}2

o
n<y n

sous 'hypothese supplémentaire que u est assez grand en fonction de e. Le lemme 6 de [HT86],
et les calculs de [HT86, page 276] permettent alors d’écrire

1+ yl-oe—(logy)*/ 2)
11—«

T(y) = 3 9 {3V, () — 4Vy (a+ i) + V(o +2i7) } + oa<

7 log y o (1 + ylfaef(IOgy)E/z ) . ilog y
(1—a)t+74 c 1—« (1—a)t(logy)*+1
ou la minoration résulte de (4.17). On conclut en observant que (1 — ) logy = log 2u. g

Nous sommes & présent en mesure de déduire du Lemme [£.5] une majoration en moyenne de
la décroissance de Z,(s) dans les bandes verticales. Pour ¢ €]0, 1], nous posons

6“}3/4\/5 . a (logy)3/2—5
(4.19) Ts =Ts(n;x,y) :== Tlogz T =T(x,y) := min {e ,e },

Corollaire 4.8. Pour une constante absolue convenable cig9 €]0,ci0] et tous 2 < y < x, il
existe un sous-ensemble Y3 = Ys(x,y) de S(x,y) satisfaisant d

Vey(Ts3) =1+ O(e—cwﬂ/ (log 2&)4)

et, pour tous 6 €]0,1], z € [0, c190V/4], @

Ve 7 (Bn +iT)| dr 1
4.20 n\kn < ’ . |
( ) /7:5 Zn(ﬁn) Bn+T J (z + 1)wn (n 3(33' y))
T Zu(Bu +ir) | d o
20 /1/1 ;3(;;7) % < oo/ los2u), (n € Ts(z,9)).
ogy n\~n

Démonstration. D’aprés Le Lemme il est possible de choisir cj9 €]0,c19] de sorte que
Bn(ciovu) < 6/ logx pour n € Yoz, y).
Soit I .(n) l'intégrale de (4.20). Par (#.12) et (3-20)), pour 2 € [0,c190V/4] et n € Y1i(z,y),

nous avons,

o0 dr
I .(n <</ = - =
L) K| gy (L4 72 @) {7 + (log 2)Bu/ Vi)



LOIS DE REPARTITION DES DIVISEURS DES ENTIERS FRIABLES 17

En vertu de la seconde assertion du Lemme et compte tenu de (4.19)) et (3.22), nous
obtenons lorsque n € YTo(z,y),

1/4
e dr 670206111,/

+ e~ 200

I .(n) <</

— <
swi/t (L4 72/a)2ent(r +2) 7 (4 4 1)5wl/?

Cela implique bien (4.20)).
Considérons & présent l'intégrale I».(n) apparaissant au membre de gauche de (4.21).
Compte tenu de (4.11)), Pestimation (2.10) appliquée a la fonction multiplicative

Tlogp 4
g(n) = exp{ —c11 Z o H }
pln
fournit
1 T 1 — e—cillT(logp)/(2m)||*
(4.22) sup Iz .(n) <€ u/ <1 — - >d7‘.
\I/(.%', y) nes(z,y) 0<2z<e19V 1/10gyp<y p

Le dernier produit n’excéde pas e~¢216(7)

(4.23) &(r) = Z {1 — cos(7logp)}? _ Z

a
PY p 1<n<y

avec

A(n){1 — cos(7 logn)}?
n®logn

+0(1+y"2),

ot Pestimation résulte du lemme 5 de [HTS6]. Le terme d’erreur étant trivialement < 4%/4,

nous pouvons déduire de (4.18) que

1+6(r) > 7+ 1—1,)(7) log(1 + Tlogy).

_u
(log 2u)
En reportant dans (4.23) puis (4.22)), nous obtenons

1 - 4 1 dr T ar
sup Iz .(n) < o~ 2c22u/(log 2u) (/ —+ / )
U(z,y) nGSZ(%y) 0<z<c10Va ) 1/1ogy T(1 + 7 logy)ez I

<<E 6_622ﬂ/(10g 21—1‘)4 ,

puisque la premiére intégrale est bornée, alors que la seconde est O(u). Cela implique bien le
résultat annoncé, quitte & diminuer la valeur de cyg. O
5. PREUVE DU THEOREME [L.1]
Rappelons les définitions des ensembles 1o en et T3 au Corollaire et posons
Ty = Ya(z,y) := Ta(z,y) N T3(z,y),
de sorte que

(5.1) Vi (Ta) = 14 O(e7V).

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous restreignons les entiers n considérés a parcou-
rir Yy(z,y).

5.1. Réduction. Avec l'objectif de démontrer le Théoréme fixons B > 0 arbitraire, et

/4

supposons donné z € R avec |z] < Bw,ll . Nous justifions tout d’abord que nous pouvons

imposer la contrainte supplémentaire

(5.2) 0 < z < min {619\/5, Bw,ll/4}.

En effet, la condition z < c19v/@ n’est effective que lorsque @ < (B/clg)Qw}L/% Puisque w, < u
pour n € Y4(z,y), cela implique que u et w, sont bornés, auquel cas, 'estimation (|1.4)) est
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trivialement satisfaite. Par ailleurs, la restriction & z > 0 est justifiée par la symétrie de D,
par rapport a %log n, qui implique

P(Dn > %logn — zan) =1 —IP’(Dn > %logn—i—zan).

5.2. Formule de Perron. Ici et dans la suite, posons
(5.3) zn = 3 logn + 204,

Une forme explicite de la formule de Perron (voir [Telbal, th. 2.2, exercice 171]) permet d’écrire,
pour T' > 1,

1 BntiT ds
. > = — —ZnS ___
(5.4) P(Dy > 2,) 5 /ﬂHT Zn(s)e™ == + O(Rr).
avec
_Z'nﬁn \/T ;
Ry 2B ]y +/ ZnlBn v im)] g,
VT VT | Zn(Bn)

Choisissons 1" := min {6712/3,6(10g y)4/3}. Il résulte alors de (4.21)) que

Zn(Bp)e P —c190/(log 21)4 Zn(Bp)e” P Zn(Bp)e” P
(5.5) Rr< T{1 +VTe } < e < T

5.3. Troncature. Soit § €]0,1] un parametre a optimiser, et rappelons la définition de Tj
en (#.19). Comme w, < u et z < v en vertu de (3.22) et (5.2)), nous déduisons du Corol-
laire [£.8] que

1 Bn+iT d 1 Bn+iTs d
9 n(s)e_Z"S—S - — Zn(s)e_'z"s—s
i Jg,—iT S 27 J g, —iT; s
T .
_ Zn(Bn +i7)| dr
(5.6) < Z e~ #nhn / n

Zn </8n)eiznﬂn

—2znBn
s Zn(Bn)e { (z+ Dwy,

—clgﬁ/(log 2'1])4 <
(z+ Dwy, e } b

5.4. Domaine de Taylor. Rappelons la définition de ¢, (s) en (4.3]). Nous nous proposons
ici d’estimer la contribution du segment (3, + i[ — Tj, Ts] & l'intégrale de (5.4)), i.e.
1 Bn+iTs ds
(5.7) Is = — Zn(s)e % —.
21 Bn—iT} S

Supposons que s = 3, + it avec || < Ts. Comme n € Y4, nous avons

(vlogp)! < may = (logz)*/(wa@®)  (p”|n).
Il s’ensuit qu’en choisissant § comme une constante absolue et suffisamment petite, nous avons
(v+1)|7|logp < % pour tout s = 3, +i7 du segment d’intégration. De plus, quitte & diminuer la

valeur de c19 dans ((5.2), le Lemme implique également (v+1)03, logp < % Le Lemme

et 'encadrement (3.22]) fournissent alors

(5.8) oW (s) < myn < (logz)*/a?.
De plus, nous pouvons déduire du Lemme et de (5.2) que
(5.9) o (Bn) <p (loga)® /(@ Pwi?).

Compte tenu de la définition de Ty en (4.19)), il vient
Ty sup |00 (Bn +i7)| + T30l (Ba)| <5 1.

|7|<Ts
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En reportant dans le développement de Taylor

@n(s) = Pu(Ba) + 170, (Ba) = §7°0n(Ba) — 1706 (Ba) + O((rloga)*/ (@wn) )

et en tenant compte de la définition du point-selle, nous obtenons

7log x)

Zn(s)e ™% = Zn(ﬁn)eznﬁnfzw%(ﬁn)ﬂ{l LA OB<( )
U Wn,

ou A = A(n, z). Intégrons cette estimation sur le segment —T5 < 7
contribution du terme de degré 3 est nulle par symétrie. Posant

2 = pa(n. 2) i= \/2(Ba) = (log )/ VE,

et effectuant le changement de variables t := por, il vient

° . (Tlggw)4>}
2wy,

< Ty en notant que la

dt

/4
7 —2znBn 6w,11 t4 t6
(5.10) Is = ”(ﬁn)e/ e 201 +OB( +— 2) .
27 swl/ Wn 3/ Btz + it

Rappelons la définition de ®(z) en n Nous avons par inversion de Fourier

1 oo —t /th
% 0o Bnpiz + it
/°° the=2dt (X5 +1)e /2

1

— efﬁn“2/2(b(/8n/j¢2) = m,
n

(X >0,k =40u6).

X BnﬂQ +t 1+ 5n,u2
En reportant dans ([5.10|), nous obtenons
1 _
n
5.5. Conclusion. De . ) et ((5.11)), nous déduisons que sous I'hypothese (5.2) et pour
n € YTy4(x,y), nous avons
1
(5.12) P(Dy, = z,) = {1 + OB(w—) }eE” D(Bpu2),
n
avec

En( ) = ‘Pn(/ﬁn) - ( logn + zop)Bn + 72190;;(&»

Il résulte alors de et (| que
E(2) = 35, ,8%”’(@1),

et donc E! (2) < 23 /w, d’apres les Lemmes [4.1(iv)| et E 4.3l Comme E,,(0) = 0, il s’ensuit que

(5.13) En(2) < 24w,

A fins de référence ultérieure, nous notons que cette majoration est valable en toute généralité.
Sous I'hypothése 2z < w,, de I’énoncé, le membre de droite est borné et il suit

(5.14) efr®) =1 4 0p(2*/w,).

Maintenant, nous déduisons du Lemme que Bpiz = 2{1 + O(2%/wy,)}, et donc, dans le

domaine considéré,

(5.15) e P2 < p e 2 B(Bupe) = {1+ O(22(1 + z)/wn)}Q)(z).
En reportant (5.14)) et - dans -, nous obtenons, sous les conditions et n € Ty,

(5.16) P(Dy > z,) :<I>(z){1+03<1+z )}

n

Cela complete la démonstration du Théoreme
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6. ESTIMATION EN MOYENNE : PREUVE DU THEOREME [L.5]

Rappelons la définition en (1.6) de la fonction de répartition Z(z,y;z), ou la quantité
o = a(z,y) est le terme principal de la valeur moyenne friable de o2. Posant 2} := % logn+za,

nous avons donc
> P(Dn> ).
nes(z,y)

1
V(z,y)

Pour établir ’estimation , nous pouvons, comme précédemment, grace a la symétrie de D,,,
restreindre I’étude au cas z > 0.

Soit n > 0 une constante assez petite. Pour chaque valeur de z < Uﬂl/ 5 nous introduisons
les sous-ensembles

TE)(Z) = T5(z,:v,y) = {Tl € T4(x,y) P Wp > 1+ Z4}a
To(j) = Yo(j;2,y) := {n € Tu(z,y) : 2 <w, <2} (1+22<2 <1+ 2%),
Tr(2) = Tr(z2,y) = {n € S(z,y) 1 wa <1+ 2"} U (S(z,y) \ Talz,y))
D’apres la Proposition et la relation (5.1]), nous avons, pour un choix convenable de 7,
vay{Tr(e)} € emm Vg VIO < ()

D(x,y;2) =

La contribution a Z(x,y;z) des entiers n de Y7(z) est donc englobée par le terme d’erreur
de .

Rappelons la définition de z, en , de sorte que z;; — z, = 2(0 —0y,). Désignons par Z; la
contribution & Z(x,y; z) des entiers n de T¢(j). Comme il résulte de la majoration de Rankin,
de la formule et du Lemme que

P(Dn > 25) < Zn(Ba)e™ % < (14 2)e 0 (25 /0,

n

une application de I'inégalité de Cauchy—Schwarz permet d’écrire

(6.1) P? < (1+2)2=2 /2y,
avec
. 1 25\
(6.2) Uji=veyin>1:w, <2} V= <I>(> .
! y{ } \P($7 y) nesz(x7y) Un

D’apres la Proposition [1.4] nous avons
Uj < 672026\/5/23'/4'
En reportant dans (6.1)), il suit, pour un choix convenable de 7,
(6.3) %2 < (1+ Z>2e—(2cQ5z4/23]'/4_2026\/5)/21/4V < o610y,

Pour estimer V', nous majorons le terme général par ®(z) si o, < 7, et par 1 si o, > 20. Nous
obtenons ainsi, en appliquant la Proposition [3.4 avec k=2, h =0, 6 = 3,

(6.4) V<o) +upy{n>1:02 >4 + W < ®(2)2 + W,
avec
(6.5) I — > @(z‘})z
\I/(l.?y) Pes(x,yz Un
o<on<20

Nous évaluons cette derniére quantité grace a la Proposition :

(o]
/ e_tzy%y{n >1:0, > z5/t}dt
z/2

U oo _t2_cg7max(0,(z—t)/t)\/§dt L LD 9
<<Z+1/Z/Qe <<(1—|—Z)2<<u (Z)

W <

z4+1
(6.6)

_ 2
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En reportant dans puis (|6.3), nous concluons que la contribution de U;Y¢(j) est également
englobée dans le terme d’erreur de

Pour les entiers n de Y5, nous pouvons appliquer le Théoreme avec z; au lieu de z,.
Nous obtenons

4 —
2 (oS () o (5)

U(z,y) netatey) Wy, On U

Soit alors A := K (log )/, ott K est une constante absolue assez grande. La contribution &

la derniére somme des entiers n tels que o, > (1 + A)o peut étre estimée de la méme maniére

que la quantité W précédemment considérée, 'argument de I’exponentielle dans I’analogue de

Pintégrale de comprenant & présent un terme proportionnel & —max (A, (z — t)/t)Vi.

Nous obtenons ainsi que, pour un choix convenable de K, cette contribution n’exceéde pas le

terme d’erreur de . Ainsi
1 1+ 24 20 D(2)
69 Sewa=go 3 {1eo(5)e(T) +o(50).

nETs(I,y)
on<(14A)5

(6.7) D(x,y;2) =

Désignons par & la contribution du terme d’erreur O((1 + z%)/ wn) au membre de droite.
Lorsque o, < (14 A)a, lhypothese z < nu'/ implique (26 /0,)? > 22 + O(1), donc
(14 24 1 —|— 24

_47 Y g, < 8(2)
‘Ij(xy nesS(z,y)

&<

ou la somme en n a été estimée par le théoreme 2.9 de [BT05Dh], qui fournit immédiatement
une borne < ¥(x,y)ol/u.
Nous pouvons donc énoncer que

(6.9) D(x,y;2) = q}(;, m Z @(ZZ) + O<<I)(z)1 224)

’I’LET5 (-T,y)
on<(14A)5

Nous allons voir que I'on peut remplacer Y5(z,y) par S(z,y) dans les conditions de som-
mation. En effet, la somme relative & S(x,y) \ T5 n’excede pas VVY, ou V est défini en (6.2))
et
~3/10

Y —l/xy{n 1:w, < 1—1—24} Le
en vertu de la Proposition (1.4 . Au vu de et , nous obtenons bien, comme annoncé,

4
(6.10) Do, ;2) = Dolw,y; 2) + o(@(zo =),
avec
1 20
6.11 Do(x,y;2) == @()
(6.11) e =gy e
Un<(1+A)5’

L’estimation (|1.9) étant trivialement satisfaite lorsque u est borné, nous supposons sans
perte de généralité que A < 1/2. Nous avons alors

1 o0 - s
ol 1:2) = = / Vel > e
Notant
Py = el on > e ma®)), o (h>0),
vay({n:on > (1+h)e?}) -1, (-1<h<0),

nous déduisons des Propositions [3:3] et [3.4] que
(6.12) F(h) < e c2smin (121, /1) v/
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Aprés interversion de sommation et changement de variables défini par 22 = t2(1 + h), nous
obtenons

Do(x,y;2) = P(2) + ° /Al F(h)e_zz/(HQh)L
e 2271 J 4 (1+ h)3/2

avec Ay = 1+ A — 1 =< A. L’intervalle d’intégration peut étre remplacé par [—Aj, Aq] au
prix d'une erreur < F(—A1)®(z) < ®(z)/u, en vertu de (6.12]), pour un choix convenable de
la constante K. Lorsque |h| < Ap, nous avons 2%|h| < 1. 1l suit

Do,y 2) = @(z){l + o(i)} + Z;/; :11 F(h)dh + O (z(l + 2)e2 /_ O: hF(h)dh) .

L’intégrale apparaissant dans le terme d’erreur vaut
e 1 o2 -5\* 1
hF(h)dh = —- (n_) < =
/—1 2\11(3:7 y) nESz(;,y) o2 U
d’apres l'inégalité de Turdn-Kubilius friable [BT05al th. 1.1]. De plus, il résulte de (6.12)) que
A1 0o 1
/ F(h)dh = / F(h)dh+0(~)
—Aq -1 u
lorsque K est choisie suffissamment grande. Enfin, nous pouvons écrire

2 ~2 1

> 1 o5 — 0
F(h)dh = —— S <L =
/;1 \Ij(.ﬁU,y) n€§;7y) 0-2 U

grace au théoreme 2.9 de [BT05D).
En regroupant nos estimations, nous obtenons

1+ 2
Folw,y:2) = B(x){1+0(——=) }
ce qui, compte tenu de (6.10)), fournit bien I’estimation souhaitée (|1.9)).

Remerciement. Les auteurs tiennent ici a remercier chaleureusement I'arbitre pour la perti-
nence, la précision et la complétude de son rapport.
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