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1. Introduction et resultats

Soit n un nombre entier, <o(n) le nombre de ses facteurs premiers distincts et
x{n) le nombre de ses diviseurs. Nous designons par {pj(n): 1 ^y *s ft>(n)} la suite
croissante des facteurs premiers et par {dj(n): l^j^x(n)} celle des diviseurs.
Le comportement normal de ces deux suites a 6te abondamment e'tudie' dans la
literature—avec bien entendu des resultats plus precis pour la premiere. Les
fonctions de r6partition globales sont notamment assez bien connues: Erdos ?
montr6 en 1946 que Ton a, pour toute fonction §(«)—><» et presque tout n,

(1.1) l o g 2 p » =

et Ton peut en de"duire que

(1.2) l og 2 r f»

(ici et dans la suite, log*. de"signe la fc-ieme ite"ree de la fonction logarithme). Le
lecteur pourra consulter le chapitre 1 de [4] pour une demonstration de"taill6e de
(1.1) et (1.2)—et en fait une version plus precise et optimale de ces evaluations—
ainsi que pour d'autres renseignements connexes.

On dispose egalement de connaissances assez satisfaisantes pour les
repartitions dans les 'petits intervalles'. Par exemple, Erdos a montre" en 1969 que
Ton a uniformement, pour h(n)/\og3 n—»°° et presque tout n,

log2P7+*(n) - log2 pjin) ~k (k^ h(n), 1 ^y *£ co(n) - k).

On sait aussi qu'un resultat analogue pour les diviseurs est inenvisageable (voir
[12; 4, chapitre 1]) mais qu'en revanche les quantity

log dk(n)-log dj(n) 0^j<k^r(n))

sont assez bien reparties dans l'intervalle [0, logn] (voir [4, chapitre 5]).
Une approche plus directe des lois locales consiste a conside"rer les entiers n

pour lesquels pk(n) ou dk(n) sont fix^s. Dans cette optique, nous nous proposons
ici d'entreprendre Petude des densites naturelles

(1.3) Afc(p):=dens{n: pk(n)=p},

et

(1.4) A*(d):=dens{n: dk(n) = d).

L'existence de ces densit6s decoule immediatement du fait que les suites en
cause sont des reunions finies de classes de congruences. Dans le cas de (1.3), le
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crible d'Eratosthene fournit l'6criture explicite

(1.5) « />)=p- i n( l -<r 1 ) 2 m~\
q<p P(m)<p

O)(m)=k-l

ou la lettre q designe un nombre premier, et ou nous d6signons par P{m) le plus
grand facteur premier de rentier m.

Dans (1.5), seule revaluation de la somme en m, disons Sk-^p), pre"sente une
difficult .̂ Le probleme est analogue a celui de la determination asymptotique de
la quantity

**(*) = S 1-
a>(n)=k

Nous avons ainsi le choix entre les methodes eiementaires (cf. Pomerance [9]) et
les methodes analytiques reposant sur la methode du col (cf. Hensley [5],
Hildebrand et Tenenbaum [6,7]). Quoique les premieres soient, en l'etat actuel
des connaissances, plus efficaces pour les tres grandes valeurs de k, nous avons
choisi d'employer ici les secondes qui sont seules susceptibles de fournir des
formules asymptotiques dans un large domaine.

Le point de depart est l'identite

(16) 2 Sj{p)z' = F(z, p) := El (l + - £ T ) (̂  6 C),

d'ou Ton deduit la majoration de type 'Rankin'

(1.7) Sj(p)^mmF(r,p)r-i (y^O).
r>0

On a evidemment Sj(p) = 0 si y 5* n(p) et

Nous pouvons done nous restreindre au cas j =s n(p) — 2. Sous cette condition le
minimum (1.7) est atteint pour une valeur unique r = p = p(j,p), solution de
l'equation

(1.8)
q<p

Nous verrons au § 2 (Lemme 1) que Ton peut evaluer p avec une bonne
precision lorsque j ^p 1 " 6 . Posons, pour 1 «s k =s n(p),

L-log(ioiSri))' M-log2^ -log(1+log+

\og+(k/L)).

(Ici et dans la suite on utilise la notation \og+x = max(0,\ogx),x eU.) Nous
etablirons que Ton a pour chaque e > 0 et uniformement, pour 1 «s k ^pl~e,

(1.10)

Avec les notations (1.9), nous pouvons enoncer le resultat suivant, typique de
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l'emploi de la me'thode du col. Nous posons

THEOREME 1. Soit e>0. On a uniformement, pour

ou p est la solution de (1.8) avec j = k — 1.

Comme il se doit, revaluation inexplicite (1.12) fournit des formules explicites
lorsqu'on y insere une approximation convenable pour p. Nous pouvons ainsi
6noncer le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. Dans les conditions du theoreme 1, on a

Plus precisement, on a egalement dans le meme domaine

On sait que Tun des attraits spe"cifiques de la m6thode du col est de permettre
l'e"tude du comportement local et l'obtention de formules 'semi-asymptotiques'
(cf. [13]). Dans le cas de K(p), nous obtenons les deux resultats suivants.

COROLLAIRE 2. Dans les conditions du theoreme I, on a

COROLLAIRE 3. Soit e>0. On a uniformement pour I^k^p1~e, p1~UR^p

oil rf est implicitement defini par p' =p1 + T ?.

Puisque M « R, il de"coule du Corollaire 2 qu'il existe urie constante absolue c0

telle que, lorsque p et e sont foe's, Ak(p) soit croissante pour k^\og2p — c0, et
d6croissante pour log2p + co^k^p1~e. II est raisonnable de conjecturer, au vu
de ce re"sultat, que Ak(p) est en r6alit6 une fonction unimodale de k. Ainsi que l'a
remarqu6 Balazard dans une lettre au second auteur, on peut facilement 6tablir
ce point en utilisant directement (1.5). Nous pouvons encore d6duire du
The'oreme 1 et du Corollaire 2 le re"sultat suivant.

COROLLAIRE A. On a
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De plus, toute valeur de k realisant ce maximum satisfait a

(1.18) A: = log2p

Les variations de Xk(p) a k fixe" posent un probleme plus difficile. Erdos a
e'nonce' dans [3] que le maximum est atteint lorsque log/? ~ k, mais cette assertion
re"sulte d'un lapsus. En utilisant le Corollaire 3, nous pouvons en fait montrer le
rdsultat suivant.

COROLLAIRE 5. On a

(1.19) maxA*(/?)
p

f , / . , . . , -. 2lofe * +1 , 2(log2 kf - log2 k + O(l)
= exp( - *(log k - log2 k -1 + —^j— + ^ j - ^

De plus, toute valeur de p realisant ce maximum satisfait a

(1.20)v
k fi

log A: I log A:

Comme on peut s'y attendre, les r6sultats concernant Ak(d) sont nettement
moins pre'cis. La premiere question naturelle consiste a se demander pour quelles
valeurs relatives de k et d on a Ak(d) =£ 0. Le lecteur se convaincra aise"ment
qu'une condition ne"cessaire est x{d) mk^d. Nous pouvons montrer qu'elle est
suffisante.

THEOREME 2. Soit d^\. Les deux assertions suivantes sont equivalentes:
(a) Ak(d)>0;
(b) r(d)^k^d.

Nous e"tablissons le r^sultat au § 4 lorsque d £s 5000. La verification nume"rique
pour 1 ^ d *s 5000 a €t€ effectu^e par Maurice Margenstern a l'Universit6 de Paris
Xl-Orsay. Les auteurs ont le plaisir de le remercier ici pour cette contribution.

L'e'tude des maxima partiels de kk(p)> qW fait l'objet des corollaires 4 et 5,
trouve son pendant dans les deux re"sultats suivants, relatifs a Ak(d).

THEOREME 3. La lettre y designant la constante d'Euler, on a

v ; dlogd k ky ' dy/\og2d
 v '

De plus, toute valeur de k realisant ce maximum satisfait a

(1.22) r(d)^ l 2 + ^ 1 )

THEOREME 4. Posons pour k

(,23) -
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On a

• Z4; A K -- max / \ k[u) — A AC {K—*<*>).
d

De plus, toute valeur de d realisant ce maximum satisfait a

ou a = 0,293 815... est la solution de Vequation

(1.26) (or + l)log(ar + 1) -a log a = log 2.

II est possible que la quantite maxkAk(d) depende fortement de la structure
arithmetique de d et que l'encadrement (1.21) ne soit pas tres eioigne de
l'optimalite. Par exemple, si d =p, k = 2J + 1, on a

m<p
(o(m)=j

Lorsque y = [loglogp], la somme int^rieure peut etre facilement estim^e, par
integration par parties,.grace a un theoreme de Selberg [11]. Elle est

(loglogp)' logp
,1 V(2»logP) {P '

de sorte que

(1.27) max AM(p) » Up Vlog2 p.
k

De meme, il parait vraisemblable que la borne inf6rieure de (1.21) soit
essentiellement atteinte lorsque d possede beaucoup de diviseurs. II serait
inte"ressant de savoir si (1.22) peut etre ame"liore en

k = r(rf)1+o(1)

pour presque tout d. On aurait ainsi k = (logd)log2+o(1), ce qui conflrmerait (1.2)
comme (1.18) confirme (1.1).

Dans [3], Erdos a e"nonce" que le maximum (1.24) est necessairement r6alis6
lorsque d satisfait a

log d ~ log k - log2 k.

Cette affirmation n'est pas en contradiction avec (1.25) puisque a < log 2. Elle
doit cependant etre retiree pour l'instant, suite a une imprecision dans la
demonstration (non publie"e). II semble en fait aujourd'hui plus pertinent de
conjecturer que (1.24) est realise" lorsque

d = /C1+o(1)

mais la borne inferieure de (1.25) apparait tres difficile a ameliorer: nous verrons
par exemple au § 6 que Ton a

(1.28) max Ak(d) = K~1+o(1) (k -»«,).
dK\n+»(\)

Les auteurs tiennent a remercier ici Richard R. Hall pour son aide lors de la
preparation de ce travail.
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2. Demonstration du theoreme 1

Par commodity d'e"criture, nous posons syste*matiquement j — k — 1. Le prin-
cipe de la preuve consiste a ^valuer I'int6grale de Cauchy

(2.1)

par la me'thode du col. Nous choisissons a cet effet le contour \z\ = p ou p est
de*fini par l'equation

n o\ F'(P>P) v P •

Les details sont semblables a ceux de l'Stude de JI{X, k) dans [7], mais en fait plus
simples. En effet, le probleme conside"re* dans [7] ne*cessitait l'introduction de
deux variables complexes et done d'un point-selle correspondant a une integrate
double.

LEMME 1. Pour tout nombre premier p^5 et tout nombre entier j (l=£y=£
n(p) — 2) Vequation (2.2) possede une solution unique p = p(j, p) > 0. De plus,
avec les notations (1.9) on a pour tout e > 0 et uniformement pour 1 ^j^p1'*,

Demonstration. La premiere assertion de"coule du fait que le membre de
gauche de (2.2) croit de 0 a Jt(p) — 1 — 0 lorsque p parcourt [0, +«[. Pour
montrer (2.3), nous pouvons supposer que p^po(e). En effet, dans le cas
contraire/ et M sont « e 1, de sorte que (2.2) 6quivaut a p « e l (une majoration
trivialement r^alis^e). Lorsque po(e) est assez grand, on a

(2.4) p^fr
puisque dans la circonstance oppose'e on aurait

2 f h>^
q<pq-l + p g<p

Maintenant, on peut ecrire

q<pq-± + p q \p

En reportant dans (2.2), il vient

Nous obtiendrons le re"sultat escompt6 en insurant dans cette formule des
approximations successives de p.
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Dans un premier temps, remarquons que (2.4) et (2.5) impliquent

j/p»l/\ogp
d'ou

p«/ logp«p 1 - e / 2 .

En reportant cette derniere majoration dans (2.5), il suit

(2.6)

d'ou
log(/

V
1 + log+ p p

En insurant a nouveau cette Evaluation dans (2.5), on obtient

(2.7) / /p = L + 0 ( 1 + log+(;7p)).

Si L est grand, c'est-a-dire / ^pv ou rj = ^(e) >0, la relation (2.7) implique tour
a tour j ~ pL et

(2.8) j/p = L + O(\ogL)

d'ou la seconde des formules (2.3). Cette estimation est en fait encore valable
lorsque pr)<j^p1~e puisqu'elle e"quivaut alors a (2.6). En particulier on a done
dans tous les cas

1 + log+ p = 1 + log+(//L) = O(l).

En reportant dans (2.5), on obtient bien la premiere des formules (2.3).

Notre second re"sultat auxiliaire concerne la fonction <p(z) = log F(z, p) dSfinie
pour Re z > 0 ou \z\ < 1 par la formule

(2.9) <p{z) = 2 log(l + zl{q-\)).
q<p

LEMME 2. Avec les notations (1.9) et (2.9) on a, pour tout e>0et uniformement

(2.10)

(2.11)

Demonstration. Montrons (2.10). On a par (2.9),

d'apres le thSoreme des nombres premiers. En estimant p par (2.3), on obtient
bien (2.10).

Pour Stablir (2.11), on remarque que (p(pz) est bien d^finie dans le disque
\z - 1| =s (1 + p)/2p. Grace a (2.9), on peut 6crire alors

9<P x q -
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En deVeloppant le logarithme a l'ordre 2, il vient

q<p «f A -r fJ \ q<p

Par definition de p, le terme principal de cette formule est 6gal a j(z -1). La
somme en q du terme d'erreur est

q>p

d'apres (2.3). Cela acheve la demonstration du lemme 2.

LEMME 3. // existe une constante absolue c1 > 0 telle que Von ait, pour tout e > 0
et uniformement pour 1 «£/ ^p1~e,

(2.12)

Demonstration. Pour tout nombre premier q, on a

1 +
peie 2 _ , 2pcos(9 p

+q-\ (q-lf

En effectuant le produit de ces 6galit6s pour q <p, on obtient

q

-S 2 -4}
2 ^ p+i^q<Pq — \i

En ^valuant p par (2.3), on obtient bien (2.12).
Nous sommes maintenant en mesure d'achever la demonstration du th€oreme 1.
Nous allons eValuer Tint^grale (2.1) en faisant appel aux lemmes 2 et 3. A cette

fin nous distinguons deux cas selon que p est 'grand' ou 'petit'.
Lorsque p ^ 3, alors \z\ = 1 implique \z — 1| =£ (1 + p)/2p et la relation (2.11)

est applicable pour 6valuer l'integrande de (2.1) en tous points du cercle \z\ = p.
On peut done ecrire

\z - '-1 dz.

On a en effet ; 7 ? ~ 1 « p « l , de sorte que la formule pr6c^dente de"coule
imm6diatement de (2.11). En explicitant le terme principal, il vient

= HP, P)(ep)-j{£ + o(± | ^ 4 ™ \\ - cos 6) de)}.
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La derniere integrate est classiquement

D'ou
s,(p) = F(p,

Nous avons done etabli (1.12) dans le cas p *£ 5.
Lorsque p > 3, on a j » L d'apres le lemme 1 et nous allons eValuer l'int£grale

de Cauchy (2.1) en developpant F(pel°) en serie de Taylor au voisinage de 9 = 0.
D'apres le lemme 2, il existe une constante absolue c2 telle que Ton ait pour

(2.13) q>(pe'») = <p{p) +j(ei» - 1) + O{j \w\2 R~x).

Par la formule de Cauchy, on en deduit que pour tout nombre entier h^l, on a

En remarquant que ox -j par definition de p, on peut done e'erire, pour \6\

<p(Peie) = 2 3 4

ou la majoration du terme d'erreur d6coule egalement de (2.13). Par consequent,
on a, pour |0| ̂  c2j~K

(2.15) F{peie, p)e-ie> = F{p, p)e-^9\l - &o3d
3 + O(j64+j2d6)).

D6signons par J^ et J2 les contributions respectives des domaines \0\^c2j~^ et
c2y~i <f\d\ ^ K a l'integrale

Par (2.1), on a alors

(2.16)

et il de"coule de (2.15) que Ton a

J1=( e~^e\\ + O(jd4+j266)) dd
J|ei=sc2y-|/3

car la contribution du terme en 63 est nulle par sym^trie. En effectuant le
changement de variable t = 6y/o2> on ve*rifie sans peine que la formule
pr6c6dente implique

ou la seconde estimation de"coule de (2.14) avec h =2 et du fait que j»L
implique j » R.

Le lemme 3 permet de majorer facilement J2. On a
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En reportant ces estimations dans (2.16) et en remarquant que

lorsque j » L, on voit que (1.12) est encore ve'rifie'e quand p>\. Cela ach&ve la
demonstration du th^oreme 1.

3. Demonstration des corollaires

Le Corollaire 1 est une consequence simple du the"oreme 1 et des lemmes 1 et
2. En effet, les formules (2.3) et (2.10) impliquent respectivement

F(p, p) = exp <p(p) = exp{y +
et

Compte tenu de (1.12), cela fournit la premiere conclusion du corollaire 1, i.e.
(1.13). Pour e'tablir (1.14) remarquons d'abord que nous pouvons supposer
R 5s RQ(e) ou /?o(£) e s t arbitrairement grand. En effet dans le cas contraire il
de*coule de la majoration j^p1~e que p«el et (1.14) 6quivaut a (1.13) sous la
forme triviale Sj(p)«el. Cela e"tant, posons y : = j/M de sorte que p =y(l + 6)
avec 6 « / ? ~ \ et nous pouvons en particulier supposer que | <31 ^ }. Notant

H{r) = log cp(r)-j logr (r>0)

on constate que H'(p) = 0 par definition de p et Ton d^duit de (2.13) que

H"(r) = <p"(r)+jr-2«jp-2 \
Cela implique

(3.1) H(r)-H(p) = OU62) = O(jR

d'ou (1.14) en reportant dans (1.12) avec r = y.

Pour e'tablir le Corollaire 2, nous pouvons manifestement supposer k^2 et
done j 2s 1. Posons px = p(j + 1, p), on deduit, de (1.12),

( 3 . 2 ) hzM = F{^P)p~\e

Lx>rsque p est fix^, nous pouvons consid^rer p = p(j,p) comme fonction de ; et
e*tendre son domaine de definition a tout l'intervalle reel [j, j + 1]. Le membre de
gauche de (3.2) peut alors s'e"crire sous la forme

(3.3) expf f K'{m) dm-l+j log(l + 1/;) +

avec

K(m): = log F(p(m, p), p)-m log p(m, p).

On a alors

f ' ^ T P \ P \ V = } " log PK p), p), p) p{m,

= —log p{m, p) = log M — log m + O(R~1)
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d'apres le lemme 1. Cela implique

K\m) dm = logM + OiR'1) - (y + l)log(y + 1) + y logy + 1

= log(M/(y + 1)) -y log(l + 1/y) + 1 + 0(/Tx) .

On obtient bien (1.15) en reportant dans (3.3).

Nous proce"dons de maniere identique pour de"montrer le Corollaire 3. Par
syme"trie, nous restreignons l'e"tude au cas p<p'. Lorsque y2=l est fix6, nous
d^finissons p(x) = p{j, x) comme l'unique solution de l'equation

= 1> ~—r—=JF{p,x)dp""~' q%q-l

et nous posons

N(x) := log F(p(x), x) -j log p(x)

On v6rifie facilement que

dN(x) = \og(l + p(x)/(x-

de sorte que Ton peut e"crire, grace a (1.12),

(3-4) ~-rrzr

Lorsque p^q<p' ^p1+L/R, le lemme 1 implique

ou y =j/M avec M = M(y, p) inde'pendant de q. La somme en q dans (3.4) vaut
done

+ O(yR-\rj + e~v^p)+y2/p logp)

= (y - l)log(l + r\) + (>;e-VlO8P + rjy/r1 + Z?"1).

Cela implique bien (1.16) et acheve la demonstration du Corollaire 3.

Prouvons maintenant le Corollaire 4. Puisque R^L^M, il de"coule de (1.15)
que Ton a

(3.5) kk+x{p)lkk{p) = (M + O{\))lk (p^k2).

Comme M = log2 p + O(log2 k), on en d£duit que le maximum de Afc(p) pour
l^k^y/p est atteint lorsque A:~log2p. Mais pour ces valeurs de & on a
M = log2p + 0(1), ce qui implique en reportant dans (3.5) que le maximum est
atteint lorsque k = log2p + 0(1). Dans cette circonstance on a p ~ 1 d'apres le
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lemme 1, et en appliquant (3.1) avec r = 1, on obtient

F(P, P)P~j = F(l, p)(l + O(l/lofc p)).

En reportant dans (1.12) et en e*valuant w(j) par la formule de Stirling, il suit

ex c\
(3.6) max

(p) = 7 ^ ( n > o o ) .

Pour achever la demonstration du Corollaire 4, il reste a montrer que K{p) est
strictement inferieur au membre de gauche de (3.6) lorsque k > Vp, p—><*>. II est
largement suffisant pour cela d'utiliser la classique majoration combinatoire

(3.7) SJ(P)*TA2 2 < r y 4
qui est valable pour tous j 5= 1, p 5= 2. Cela implique

max kk(p) < exp{ - (1 + o(l))(V/?)log Vp} (p^00)
k>V

et fournit la conclusion attendue.

De*montrons le Corollaire 5. Notant toujours y = {k - 1)1 M =j/M, nous
pouvons e"crire, d'apr&s le corollaire 3, pour p 2= k2, p' =p1+n, \ri\ ̂  L/R,

(3.8) ^f^ = exp{ri(A + O(\T,(y - 1)| + yR~1)) +

avec

A=y-l-\ogp.

Si ^ ̂  /?, alors A logp et Ton a

\V(y-l)\+yR-l«L = o

de sorte que l'expression entre accolades dans (3.8) est ^\v\A lorsque r\ —L/R.
Le th6ordme des nombres premiers permettant d'affirmer l'existence d'un p' tel
que r] L/R, on obtient done Xk(p')>Xk(p) et Ton en de*duit que
maxpS!/t2 kk(p) est n^cessairement atteint pour des valeurs de p telles que

(3.9) y^R.

Sous cette hypothese, le membre de droite de (3.8) vaut, lorsque |rj| -Z?"1,

En effet on a alors la majoration

Nous pouvons done affirmer l'existence d'une constante absolue c4 telle que Ton
ait Afc(p') > Xk(p) pour le choix r\ ^ (sgn/l)/?"1 et sous la condition \A\ > c4yR~l.
Cela montre que le maximum de Xk(p) sur [k2, +<»[ est r^alis^ lorsque
\A\«yR~\ e'est-a-dire

(3.10) l
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II est facile de constater que cette relation implique

(3.11) \ogp~k/\ogk (k^>*>)

d'ou

(3.12) M-logA: (A:->«>).

En reportant dans (1.13), on obtient que (3.11) et (3.12) impliquent

Comme on a, par (3.7),

on en de*duit que le maximum global de Xk(p) est realise lorsque p > k2, et par
consequent lorsque p satisfait (3.10).

Maintenant il est clair que (3.10) implique j ~ L logp et done, par (1.9),

(3.13) M = log2p - log 3 p + O(l/log2p).

En reportant dans (3.10), il suit

(3.14) logp • {log2p - log3p} = *(1 + O(l/(log A:)2)).

Grace a (3.11), nous obtenons de plus

log2 p - log3 p = log k - 2 log2 k + O(l)

d'ou en reportant dans (3.14),

Une seconde iteration fournit alors (1.20).
Pour obtenir (1.19), nous evaluons M en utilisant (3.15) et (3.13) et nous

estimons A^(p) par (1.13) et (1.20). Nous omettons les details.

4. Demonstration du theoreme 2

Ainsi que nous l'avons annonce" dans l'introduction nous supposons ici
rf^5000.

Nous utiliserons l'estimation de Rosser et Schoenfeld [10]

(4.1) T^-il + TT— ) < ^ ) < 7 ^ ( 1 + ^T—v logA:\ 21ogjc/ logxV 21ogjc

Le lecteur verifiera ais6ment que cela implique

(4.2) 2 P~1>2s (^^5000)
/

et aussi

(4.3) jt(d)-jt(±d)-l>d/3\ogd
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Posons, pour n, d 2* 1,

(4.4) r ( n , d ) : = 2 l -

Alors Ak(d) est la densite" de la suite des entiers n tels que n = 0 (mod d) et
r(n, rf) = k. L'implication (a) => (b) du th6oreme de*coule done imme'diatement de
l'encadrement

x{d) ^ r(n, d)^d (n = 0 (mod d)).

Pour 6tablir la re"ciproque nous allons prouver que, pour chaque entier k tel
que

(4.5) x(d)^k^d, .

il existe au moins un n tel que d \ n et r(n, d) = k. Comme cette propri6t6 n'est
pas affecte*e lorsqu'on multiplie n par un entier dont tous les facteurs premiers
sont >d, cela suffit pleinement a montrer que Ak(d) > 0. Posons

g= n p..
\d<p<d

L'id6e essentielle de la demonstration consiste a remarquer que si (n, g) = 1 et
/1 g, alors

(4.6) T{nt, d) = r(n, rf) + (o(t).

Cela d6coule trivialement du fait que tout produit d'un facteur premier de t par
un entier >1 d6passe d. Posant

h=h(d):=co(g)>d/3\ogd

(ou rinegalite" provient de (4.3)), on d^duit done de (4.6) que tout entier k
appartenant a

J(d)= U [T(n,d),T(n,d) + h]
(n,g) = l

est tel que Ak(d)>0.
Dans une premiere etape, nous montrons que Ton peut disposer du cas k > *d.

Posons ocp := [logrf/logp] et considdrons Tender N de"fini par

N:= [ I Pap-

Si m est compt6 dans x{dN, d) alors on a

P(m)^y/d ou P{m) = P{d).

La seconde €ventualit6 n'est a consid6rer que si P{d) > Vrf et il suit que

d- 2 [dip]

Grace ^ (4.1) et (4.2), on voit que cette majoration n'excede pas yd lorsque
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d s* 5000. Comme d'autre part on a trivialement

il de"coule de ce qui precede qu'il existe un entier n de la forme

p<q

tel que
x(n, d)<k^ x(nq, d) =£ r(n, d) + [d/q].

Si q > \d, la seconde in6galit6 est une 6galit6; sinon (n, g) = 1 et k eJ{d). Dans
les deux cas, on a bien Ak(d) > 0.

Dans la suite nous supposons done k ̂  Adll. ConsidSrons d'abord le cas ou
k «= rf/log d. Pour / entier, / > Vrf, posons M, := Ylvd<P^iP- Alors

r(dMd, d) ^ n{d) - n(y/d) > d/log d,

ou la seconde in6galit6 de"coule de (4.1). Si q de"signe le plus petit nombre
premier de ]Vd, d] tel que %{dMq, d) >k, on a done, pour n = dMQ/q,

x{n, d)^k^ x(nq, d) *s x(n, d) + [d/q].

On en conclut comme pre'ee'demment que Ak(d) > 0.
Nous pouvons maintenant nous placer dans le cas ou

D6signons par {/?,: « = 1,2,...} la suite croissante des nombres premiers et
posons

N0 = l, Nj:= [ I Pi (7*1).
Pi\d

Pour d ̂  5000, on a

s* (6/jt2)d - [y/d] -

Cela implique l'existence d'un entier / s* 1 tel que

(4.7) x(dN,_lf d)^k< x{dNh d)^ x(dN,.u d) + [dip,].

Sip,>\d, la premiere ine'galite' est une e'galite'. Si 3 logd<p,^ \d , k appartient a
J(d). Dans les deux cas, on a encore Ak(d) > 0. Si log d <p, =£ 3 log d, on a

lMd,d)-x(dN,_ud)
\ogd

car tous les nombres premiers de \\/d, d], sauf 6ventuellement un, sont compt6s
dans x{dNt-iMd, d) et pas dans x(dNi-.lt d). En reportant dans (4.7) on obtient
l'existence d'un nombre premier q > y/d tel que Ton ait, pour n = dN,^iMq/q,
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x{n, d)^k< r(nq, d) =s r(n, d) + [d/q].
On en d6duit comme pre'ce'demment que Ak(d) > 0.

II reste a examiner le cas ou p, «s log d. Nous allons montrer que Ton a en fait
dans cette circonstance

x(dN()<d/log d,

ce qui contredit (4.7). Pour d^e11, nous employons la majoration de Nicolas et
Robin [8] pour la fonction de diviseurs. II vient

r(dN,) ^ 2'r(d) ^ 2*(logd)+1'54logd/log2d< rf/log d

ou nous avons utilise, pour la demi&re ine"galite, la majoration (4.1) pour d 5* e5Z,
et l'estimation exacte

= j (ep>^d<epi+>, 11 *£ p ; *£47)

pour en ^ d < e52. Lorsque 5000 «= d < e11, on a ;r(log d) = 4 mais (o(Ni) ^ 3 sauf
si d est premier a 2 • 3 • 5 • 7. Dans cette derniere circonstance, on a

r(d) ^ 2log d/log n < 2"4(d/log d) (d ^ 5000)

puisque le plus petit facteur premier de d est 2* 11. Dans le cas contraire, on a

r ( ^ ) ^ e3+1'54 log dn°s>d < d/\og d (d^ 5000).

Cela acheve la d6monstration du th6oreme 2.

5. Demonstration du theoreme 3

Le crible d'Eratosthene permet d'e"crire la formule suivante pour Ak(d), qui est
l'analogue de (1.5) pour Xk(p),

x(dm,d)=k

D'aprds le theoreme 2, nous savons que la somme en m est non vide si et
seulement si r(d) ^k^d.

La borne infe"rieure de (1.21) de"coule imm6diatement de (5.1): d6signant par
Sk(d) la somme en m, on voit que Sk(d) -1 {k = x{d)). Le r^sultat annonce"
provient alors de la formule de Mertens.

Montrons maintenant la borne sup^rieure de (1.21). Pour chaque entier m
apparaissant dans Sk(d) nous consid^rons la decomposition canonique m = ab
({a, d) = l, p | b ̂  p | d) et nous notons m{z) le plus grand diviseur de m
constitue" exclusivement de facteurs premiers n'exce"dant pas z. Nous choisirons

- dans toute la suite

Avec ces notations, de"signons par 7J ( l ^ / ^ 4 ) la sous-somme de Sk{d)
correspondant aux conditions supple* mentaires:

(TO x{b)^{\og2df;
(T2) r(/n)2-'u<'")^log2rf;
(T3) m(z)^Vrf;
(T4) (o(m/m(z))^3\og3d.
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Nous allons prouver que Ton a

(5.2) Tj «log dlVlog2 d ( l ^y ^4) .

Admettons ces estimations pour le moment. On peut alors ecrire

(5.3) Sk(d) = Sl(d) + O(log d/Vlog2 d)

ou S*(d) est la sous-somme de Sk(d) restreinte aux entiers m ne satisfaisant
aucune des conditions (7}) (1 *s/ ̂  4). Pour ces entiers m on a d'une part

k = r{dm, d) ^ r(d)T(m) ^ r(d)2w(m) log2 d

et d'autre part

k = r(dm, d) 2s r(da(z), d)

s Ia{z) l | d

II suit
. . 1

log 2
et done

St(d) ^ 6 log3 d • max

Le corollaire 4 au theoreme 1 fournit done

— \ogd-

d'ou Ton deduit l'estimation annonc^e pour Ak(d) en reportant dans (5.3) puis
dans (5.1).

II reste a 6tablir (5.2). On a

a b

n ( i - - ) ' • n i (v+
p=sd \ P / p \d v=0

Semblablement, on peut Ecrire

v=0
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Pour majorer T3, nous utilisons la m6thode de Rankin avec ar:=2/logz. II vient

m

- p - r n (i-p-1)-

10gZ p^z p

«\ogd(\og2d)-l<

Enfin nous avons
>yw(m/m(z))

T 2

-+ 2 —Iog8-log3d]
zP z<p*zdP J

Cela ach^ve la demonstration de l'encadrement (1.21). Pour prouver (1.22)
nous utiliserons le lemme suivant.

LEMME 4. On a uniformement pour % 5= 0, 2^^d,

(5.4) 2 ^ « ( l + logd)21.
P(m)*sd ™

Demonstration. Le membre de gauche de (5.4) ne de"passe pas Hp^dAp avec

v=o LUZ \e — i/J2=iogp

ou nous avons pose" h = [£] + 1. L'in6galit6 de Cauchy applique"e pour un cercle
de rayon \ logp fournit la majoration

p h\ I 2 \h ./ 2

D'oii

(5.5) n/p^expjj S^ogp + ^^log^!)-^ 2

=s exp{C2* 4- O(2Hh~1 log h)}

avec

2 \ Iog2

ou la seconde in6galit6 de"coule facilement du th^oreme des nombres premiers et
de la formule de Stirling. Lorsque p > 2h, on a
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d'ou

(5.6)

Le resultat souhaitg d€coule de (5.5) et (5.6).
Nous sommes maintenant en mesure de prouver la majoration de (1.22).

Supposons que X > e log 2 est fix6 et que k 2= r(d)(log d)x. On a alors, pour tout

grSce a (5.4). Pour le choix optimal 2g = X/\og 2 l'exposant de 1 + log d vaut

En reportant dans (5.1) on voit que dans cette circonstance

de sorte que k ne realise surement pas le maximum de Ak(d). Cela achdve la
demonstration du th^oreme 3.

6. Demonstration du theoreme 4

Dans un premier temps, Stablissons l'encadrement (1.24). Pour la minoration,
conside"rons a k flx6, rentier N = Hp^yp ou y =y(k) est le plus petit entier tel
que r(N) = 2n{y) ^k. On a alors par le th6oreme des nombres premiers

avec ^!:=logA:/log2. De plus la meme formule asymptotique est valable pour
logN.

Pour le choix d = dk(N) on a done

Ak(d) ^ <p(N)/N2 = exp{-fca(log kx + log2 k, + O(l))}

^ K~lk~ilog3k+oil))/log2.

Cela Stablit la borne inf^rieure de (1.24).
Pour majorer maxdAk(d) nous pouvons done nous restreindre aux entiers d

tels que
(6.1) ^^/^^0og3*+O(l))/log2

En effet la majoration triviale Ak(d) ^ 1/d et la minoration pre"ce"demment
prouvee impliquent que le maximum est necessairement atteint lorsque d satisfait
(6.1). Maintenant, observons que tout entier n tel que dk(n) = d est tel que
x{n{d)) 2* k avec n(d) = Ilpv H „ p^dp. Cela implique, pour tout ^ 0 ,

(6.2) Ak(d) ^ lim sup k~h~x 2 *

Or, lorsque d et | sont fix^s, la fonction n—* r(n(d))*est multiplicative. On a par



436 P. ERDOS ET G. TENENBAUM

la formule d'inversion de Mobius

ou g est la fonction multiplicative *= 0 definie par

On de*duit done, de (6.2),

Par le lemme 4, il suit

Lorsque k ^ (logd)log2, on peut op6rer le choix optimal

log 2

La condition 25 ̂  d est alors verifi6e puisque A: == d. II vient

A*(d) ^ K~l expj - ^ - (1 + log2 2 + log3 d) - log2 rf |.

En particulier, lorsque d satisfait (6.1), on obtient

^•k(d)^K k og3 og ,

e'est-a-dire la majoration souhaite*e.
II nous reste a montrer (1.25). La borne superieure est impliquee par (6.1).

Pour 6tablir la borne inMrieure, nous aurons recours au re"sultat classique de
de Bruijn [1,2] suivant.

LEMME 5 (de Bruijn). Posons, pour x^y^2,

Alors on a uniformement, lorsque y -* <»,

(6.3)

Consid6rons maintenant un nombre entier d satisfaisant a

(6.4) d*zK°*l-e)

ou a est d^fini par liquation (1.26), et e est un r^el positif arbitrairement petit.
Pour chaque entier n tel que (o(n, d) := Ep | n, P»d 1 = r on a

(6.5) T(n,d)

ou pr d^signe toujours le r-ieme nombre premier. Si la decomposition canonique
de n est n = ITy=i q"1, on peut en effet associer injectivement a chaque diviseur de
n, m = TYj=xqfi, le nombre m'= Wj=xpfi qui est compt6 dans W(d, pr).
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Supposons alors que r«£(l + 2f7)(logfc/log2), avec rj = rj(e)>0. Le th6oreme
des nombres premiers implique

et Ton de"duit de (6.5) et (6.3) que

x(n, d) =s W(A:a(1"e), (1 + i])\og K)

ou Ton a pose"
( 1 w \ i1 + V r«(1

= - — •
log 2 Jo Vt

Puisque liquation (1.26) de"finissant a peut encore s'e"crire

I
on voit que A < 1 des que r](e) est assez petit.

II d6coule de ce qui precede que liquation r(n, d) = k implique, sous
l'hypothese (6.4),

(6.6) r = oi(n,d)>(l + Ji

La density des entiers n satisfaisant a cette ine"galite ne d6passe pas

Cela montre que Ak(d) n'est pas maximal lorsque d satisfait (6.4) et complete
ainsi la preuve du the'oreme 4.

REMARQUE. Sauf a connaitre un deVeloppement asymptotique relativement
precis de maxdAfe(d), la valeur de l'exposant a dans (1.25) ne pourra etre
am^lior^e au dela de \. En effet, pour le choix N = Hp^yp si y est le plus petit
entier tel que T(N) = 2"(y) 2s 2k et si d = dk(N), on a trivialement

et
Ak(d) ^ cp(N)/N2 = A:-1+O^>.
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