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The condition rk<xlx,,<x k(n) - 2)/4o’“‘nI = o(diog%), where Q(n) stands for 
the number of prime factors, counted according to multiplicity, of the positive 
integer n, is shown to be necessary and suffkient for the integer sequence with 
characteristic function x to have divisor density z, i.e.. Cdlnx(d) = 
(z + o(l)) Cd,,, 1 when n + co if one neglects a sequence of asymptotic density 
zero. Among the applications, the following result, first conjectured by R. R. Hall, 
is proved: given any positive a. we have, for almost all n’s, and uniformly with 
respect to z in 10, 11, 

card(d:dln, (logd)” <r(mod l)}=(z+o(l)) \‘ 1. 
d I II 

1. INTRODUCTION 

Soit n un nombre entier et 7(n) le nombre de ses diviseurs; pour toute suite 
d’entiers strictement croissante Of, on dksigne par r(lt, G’) le nombre des 
diviseurs de n qui appartiennent i LZ’. Dans [7], Hall introduit la dkfinition 
suivante: 

DEFINITION 1 (HALL). On dit qu’une suite d’entiers G! pohde une 
densite’ divisorielle z, et l’on note DCZ = z, s’il existe une suite d’entiers I% de 
densite’ asymptotique I telle que Pon ait 

r(n, Q!) - zT(n) 

lorsque n tend vers l’infmi en restant dans P. 

Contrairement 6 ce que laisserait supposer la relation asymptotique 

\‘ r(n, G’)-x K‘ l/d, 
ll<X 

* Laboratoire associe au CNRS no 226. 

331 
0022-3 14X/82/06033 l-16$02.00/0 

Copyright 0 1982 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 



332 GkRALDTENENBAUM 

qui a lieu des que la serie xdtr( l/d diverge, les notions de densitis 
divisorielle et logarithmique sont assez independantes: Hall construit, pour 
tout couple (z, MI) de [0, 11’ une suite GT satisfaisant i DM = z et 60’ = w (ici 
et dans la suite, 6 designe la densid logarithmique). 11 prouve cependant le 
resultat suivant, conjecture par Erdos, qui etablit l’existence d’un lien entre 
les deux densites pour une suite constituee par des blocs suffisamment longs 
d’entiers consecutifs. 

TH~OR~ME A (HALL[~]). Soit {bi} une suite de nombres re’els 
satisfaisant h bj+, > cbj pour tout j, avec c > 1, et soit 0’ la suite d’entiers 
dejkie par 

(;9={d:3j:b,,~d(b,,+,}. 

Alors, si 6fl= z, on a aussi DC?’ = z. 

La notion de densitt divisorielle est egalement like a celle d’equirepartition 
modulo 1 sur les diviseurs. 

DEFINITION 2 (HALL [6]). Pour toute fonction arithme’tique rkelle f, on 
pose 

d(n;f) := sup 
o<u<t~gl 

-&-card{d:djn.f(d)E [u,v[(mod l)]-(v-u)i. 

On dit que f est Pquirbpartie (mod 1) sur les diviseurs s’il existe une suite 
sentiers 4 de densite’ asymptotique I telle que ran ait: 

lim d(n;f) = 0. (1) n-m 
neZ 

Considirons, pour z dans 10, 11, la suite 

O’(z;f) := (d :f(d) < z (mod l)}. 

11 est clair que (1) implique 

D(T(z;f) = z; (2) 

reciproquement. si (2) a lieu pour tout z de [0, 1 J alors f est equiripartie 
(mod 1) sur les diviseurs (Hall IS]). 

La mirthode naturelle pour itablir des resultats du type (1) consiste a 
majorer les sommes de Weyl 

a,.(n,f) := \‘ 4vf (41, 
d7 
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oti v E Z\(O) et oti e(x) := eZizX, et i appliquer l’inkgalitk d’ErdGs--Turin. 
Lorsque f est additive, les sommes de Weyl sont multiplicatives et cela 
reprksente un atout prircieux dans la conduite des calculs. La fonctionS(d) = 
log d a tttt ktudike dans 12,4,5 ]; elle est iquirkpartie et l’on a pour tout 
1 < (log z/log 2) - 1 = 0.651... et presque tout entier n 

d(n; log) < s(n) -~.I. 

Le cas des fonctions f non additives est plus dklicat. On peut utiliser le 
Thkorime A pour montrer par exemple que (log d)” et (log log pi)’ sont 
ttquiriparties respectivement pour 0 < a < I et p > 1 (cf. (71). La restriction 
concernant /3 est ntcessaire mais Hall a conjecturi: qu’il sufflt de supposer 
CI > 0 (cf. [6]). Dans [8], il a montri: que l’on peut prendre 
0 < a < 1 + log 2. 

Nous avons cherchk une condition nkcessaire et suffkante simple pour 
Df7’ = z s’exprimant sous forme de propriltks de moyennes. Bien entendu, le 
critkre obtenu permet itgalement de prouver des rksultats d’kquirkpartion. 

TH~OR~ME 1. Soit (r une suite cfentiers de fonction caractthktique x. 
Alors DOT = z si, et seulement si, on a pour x infini 

\‘ \‘ x(4 - z 
hTx - 

4nw n = o(e) 
n < I 

n=O (mod k) 

(3) 

06 O(n) dksigne le nombre des facteurs premiers dun entier n, comptks avec 
leur ordre de multiplicite’. 

Remarques. (i) Ce rksultat permet de vkifier directement certaines 
propriCks connues, comme le fait que les progressions arithmitiques 
distinctes de n\l ou la suite des entiers saris facteur carri ne posskdent pas de 
densitk divisorielle ou encore que, si y(n) -+ 00, la suite des entiers n 
satisfaisant ci 

IL?(n) - 4 loglog nl< y(n) \/loglogn (4) 

est de densiti: divisorielle unitl (cf. [3, 7 1). Pour ce dernier point il suffit de 
constater que Dfl = 1 si et seulement si 

et la conclusion ditcoule du fait classique que la somme de droite est dominte 
par les entiers n satisfaisant i (4). 
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(ii) On peut aussi donner une nouvelle demonstration du Thioreme 2 
de 181. 

Soit f une fonction multiplicative satisfaisant a 

(a) f(p) = 1 + O(p-“), oti u est un reel positif fixe, uniformement pour 
tout nombre premier p, 

(b) 0 <f(p“) < or&‘, oti t9r et ti2 sont deux reels positifs, Bz < 2, unifor- 
mement pour tout nombre premier p et tout entier non negatif v. 

Alors la condition (3) implique 

\‘ f@)x@) = (z + o(l)) \’ f(n) , - 
n c x w> ,r nr(n) 

En effet, si l’on definit une fonction multiplicative g par l’identite 

on constate facilement que g sati’sfait (a) et que, pour tout nombre premier p 
et tout entier non negatif r’, on a 

De plus, 

S(x) := 1 
kWz)f(n)= \‘ x(n)-z \‘ g(k) 

tl<.Y nr(n) - 4R(n’n kfn n<x 

= \’ g(k) \‘ x(n)-; 
kr 

4111”Jn = - “ g(k)A,(x). disons. 
n c ; k ~ I 

n-IJlmodkl 

Maintenant, si r est un reel > 1 tel que (402)’ < 8 et si s = r/(r -- I), 
l’inegalite de Holder implique 

la relation (3) montre que le second facteur est o(log x)“*‘) et l’estimation 
triviale IAk(x)l 4 ((log ~)l’~/4~(~)k), valable uniformement pour k < x, 
permet de majorer le second par 
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(logx)1’4’ c s 1 
I 

L/r 

k<x 

< (log x)l’4r [I -s 
I 

m I g(p”)l’ “r < (log X)l/Zr 
p<x “TO (4P)” I 

3 

d’oti la conclusion souhaike. 
L’emploi du Thiorkme 1 permet de glrkraliser le Thkorkme A de la 

manike suivante: 

THBOR~ME 2. Soit (b./} une suite croissante de nombres Gels satisfaisant 
pour x infini ci 

card(j: bj < x) < (log x)a, (5) 

oli u est une cowtante positive, et soit (7 la suite d’entiers d$nie par 

Alors, si CW = z, on a aussi DG’ = z. 

COROLLAIRE 1. Soit f une fonction de’rivable rkelle, dkfnie sur R t. Si 
f’(x) + 0 et si la suite {f(n): n = 1, 2,...,} est Pquirhpartie (mod 1). alors la 
fonction f ((log d)“) est, pour tout Gel positif CL tiquirkpartie (mod 1) sur les 
diviseurs. 

COROLLAIRE 2. Soit g une fonction dkrivable rkelle. dt?finie sur E ‘. Si 
ixg’(x) logxl + + co et s’il existe un Gel u > - 1 tel que la fonction 
xg’(x)(log x)-* soit monotone et tende vers 0 ri rinfini, alors g est 
kquirkpartie (mod 1) sur les diviseurs. 

L’un ou l’autre de ces corollaires implique l’iquirtpartition de (log d)” pour 
tout a > 0. 

Le thtorime suivant donne un critkre d’iquirkpartition (mod 1) sur les 
diviseurs qui est l’analogue du critke de Weyl dans le cadre de l’ttquiripar- 
tition classique. 

TH~OR~ME 3. Une condition nkessaire et suffisante pour que f soil 
e’quirkpartie (mod 1) sur les diviseurs est que I’on ait, pour tout entier non 
nul 11 et x injhi, 

\‘ \‘ e(vf(n)l 
o(n) 

k<x nix 4 n 
= o(G). 

n=O (mod k) 

(61 
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Je tiens a remercier ici Richard R. Hall qui m’a eclaire, au tours de 
nombreuses et amicales discussions, sur les notions nouvelles qui sont a la 
base de ce travail. 

2. D~MONSTRATON DU TH~OR~ME 1 

l?tablissons d’abord la necessite de la condition (3). Si LX’ = z, on a 

1‘ 
4 

qn, 0) 2 
--z 

i 
= o(x) 

n < x r(n) 

d’oti I’on diduit 

et done, grace a une integration par parties, 

m7 (r(n, fl> - zr(n))’ 
f(a) := 1 4R(n)nlta = o(C’) 

n-= I 

lorsque u + O+. Posons: 

on a pour u > 0 

fbJ)= : 4*,“;n,+” x (X(d) - ZMd’) - z) 
n=, d.d’ln 

=g(u) c Ol(4 - ZMd’) -2) 

d,;jT, 1 
qR’ld.d’l’[d, &]I to 

(oti [d, d’] disigne le plus petit commun multiple a d et d’) 

Mmt) - z)(X(m't) - z) 

I=1 rn.m'= 1 
40(mmJf)(,,tt)l to 

(rn.m')= I 

=g(a) c 
h(drt’) - z)h(d’tt’ ) - z) p(t’) 

I,l’.d.d’-1 

=g(u) F 

1.7 I 

4R(dd’ft’2)(ddrttr2)1 to 

(71 

% 
=g(u) \‘ 

k=l 
(8) 



DENSITe DIVISORIELLE 

oti l’on a posk 

331 

et 

Comme on a 

g(u)=(c+o(1))u-“4 

avec ’ = KLp premier (1 - l/4/~-’ (1 - l/~)“~, on dkduit de (7) et (8) 

-5 “, 4;,$k~),,f;(o)2 = ,(,-3’4). 
k:l 

D’aprks l’inigalitk de Cauchy-Schwarz, on a de plus 

1 

k:, A(k, a) 4R(k)k’+o 
f2 A(k, a)fk(u)’ 

k:l 
4R(k)kl+o 

en remarquant que le premier facteur de cette majoration est < u- “’ lorsque 
u + O+, on voit que (9) implique 

Posons 

Ilk(U) := x x(n) - z 
tl<fZu 4mn ; 

n-O(mod k) 

la condition (10) s’tcrit encore 

Cela implique, pour tout entier j > 0 

(10) 
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et done, pour tout polynome P 

F, 11; P(e-““1 e- ““dA,(u) ( = o(u--1’2). 
I 

En tenant compte de la majoration entre mesures de Stieltjes 

(12) 

(13) 

nous allons deduire de (12) que toute fonction h continue sur [0, 11 satisfait 
A 

<T m 

!i kyl “0 
h(e-““) eeuUdAk(u) = o(a I’*). (14) 

En effet, pour tout reel positif E, il existe un polynome P satisfaisant a 
max (I<[,<’ lP(u) - 4lJ)l GE; 1 e membre de gauche de (14) est done majore 
par 

oti c est une constante absolue. Cela implique bien (14). Maintenant en 
approchant la fonction ho, definie sur [0, 11 par 

h,(v) = 0 si 0 6 t’ < e - ’ , 

=1/u si e ‘<v<l, 

par une suite de fonctions continues et en utilisant encore (13) on obtient que 
(14) est realisee pour h = ho, soit 

\“- IAk( l/u)1 = o(u “I). 
h:! 

ce qui est exactement (3). 
Reciproquement, supposons (3) satisfaite. On a 

g 1 [“‘e -““d‘4,(u) = u 
h-1 .o 

1 $, 1-i: em”“Ak(u)du 1 

< u (‘fi e-“” q’ IAk(u)l du = u (Or, eeuuo(fi) du 
-0 k-l ‘0 

= o(c7 I’*). 
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La condition (10) est done satisfaite. Comme on a pour tout k > 1 
/fk(o)l <g(o) on obtient (9) et finalement, grace i (8), 

G a(m) 
rzl 4Ron)ml+o = o(u-3’4), (15) 

oti I’on a pose, pour tout entier m, 

a(m) := \’ 
[d.dfj= m  

M4 - z)W’) - z)* 

Comme 1 a(m)1 < 3 *w pour chaque m, on deduit de (15) grace au theoreme 
tauberien de Karamata (cf., par exemple, [ 11, p. 1921) 

compte tenu de la relation asymptotique due a Selberg [ 101 

XJ R’Pf) = C(y) x(log 2x)‘- ’ + O(x(log 2x)‘-?) (16) 
n c 1 

qui est valable pour tout nombre complexe y de module <2, on obtient, apt-es 
sommation d’Abe1 dans ( 16) avec y = $, 

\‘ a(m) 
~ = o((log x)3’4). - 4nml’m *<.X 

Maintenant, observons que 

(17) 

\‘ (7@. fl) - z7W)’ = y a(m) y 
- 
n < x 4RW 

4-m!’ 
m < x n < x 

n ~0 (mod m) 

=c $ ,y \’ 
( 1 

.&a 1 (log$j ~?‘.’ 

+ 0 ((log~)-7’4) ( 

oti, pour la seconde egaliti, nous avons utilist (16) avec y = a. On peut 
traiter le terme d’erreur en majorant simplement / a(m)1 par 3n(m) et en 
utilisant (16) avec y = i ; on obtient une quantite O(x(log x)~ “4). Posons: 
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on a done 

\‘ (7(n, @) - zt(n))’ 

- 4Rol) d(x) + O(x(log x) I’“). (18) 
n i x 

Nous allons montrer que J(x) = o( 1) en utilisant non settlement l’hypothese 
(17) soit A(U) = o((log u)~“), mais aussi la majoration 

(19) 

Soit E un nombre reel positif; decomposons J(x) en une somme 

J(x) = J,(x) + J&Y) 

ou J,(x) et J,(x) correspondent respectivement aux intervalles d’integration 
[l,X’-c [ et [x1-‘, x[. 

D’une part, grace i (19), 

D’autre part, soit (ck} la suite de reels definie par l’identite 

cr 
(1 l)q4 = z. CkWk 

et soit K = K(E) un entier tel que l’on ait 

\‘ Ickl(l -&)k<&; 
k>L 
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on a 

J,(x) = G 

.x1 at 

k=O 

c,(log 2x)-k-j’j 1 (log f4)k d/i(U) 
. I 

+ 0 @log 2x))“‘/: Idil(U 

= c c,(log 2x)-k-3’4 
.,- ’ c 

k=O 
(log 4” A(u) 1 1 

- kJ’+’ (log U)k-r A(U) $ 
t 
+ O(E) 

<o(l). + ICk/ + O(e). 
k:O 

Nous avons done tinalement obtenu 

lJ(x)J <o(l) -CT lCkj + O(&“4); 
h?O 

en faisant tendre x vers l’infini puis F vers 0, cela implique J(x) =: o(l) et 
done grace a (I 8) 

\‘ (7(4~9 - z7(n)Y =o(y) 
4Ql”) , . - 

n c x 
(20) 

Comme la densite superieure de la suite des entiers n satisfaisant a 
7(n) < &2f)‘n’ tend vers 0 avec F. on obtient que (20) implique r(n. 0) - zr(n) 
pour presque tout n, ce qui acheve la demonstration. 

3. DEMONSTRATION DU TH~OR~ME 2 ET DES COROLLAIRES 

Considerons, pour u > 1, 

M(u) := y (1/4yy 
n<u 

nous utiliserons au tours de la demonstration le resultat suivant, qui est un 
cas particulier d’un theoreme de Delange [ l] : 
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Pour tout entier non nt?gatif q il existe un polyn6me P, de degre’ q tel que 
ton ait, uniform&ment pour u > 2, 

M(u) = u(log u) 
3’4 1p” (t;j+oi(log:)~-r)l, C-21) 

Nous noterons (D*(U) := u(log u)- 3’4 Ps( l/log u) et R,(u) := M(u) - q,(u). 
Soit x la fonction caracteristique, definie sur IF? ‘, de uj [b2,, bzj+ ,I ; quitte a 
supposer les bj non entiers, on peut tcrire, pour 1 < k < x, 

S,(x) := x xW0 - z 
4RW = I 

.x/k Wu) - z) dM(u) 
m<xlk -1 u 

Sous les hypotheses 

! 
.x cx(u) - z> du = o(log x) 

-1 U 
(22) 

et 

lx I &@)I = O((log xY’ 1 
-1 (23) 

nous allons montrer que l’on a, uniformtment pour k < x, 

S,(x)=0 (logx. (log$)~lii): (24) 

comme cette relation implique Ckcx / S,(x)l/4”‘k’k = o(m), cela suffira 
i itablir le Theoreme 2. 

Soit v(x) une fonction tendant vers 0 lorsque x -+ co de facon que 
I J-T (x(u) - z)lu du I < v( x 0 x, et que la fonction x N q(x) log x soit ) 1 g 
croissante et partout minoree par m; posons x, := x exp (--v(x) log x). 
Pour k > x,, on a 

I S,(x)l < 2: 
Vl<.X/X, &-& Q (v(x) log x)“4 = o((log XP”) 

done (24) est satisfaite; pour k < x1, on a 

S,(x) = !.x’k “‘““,’ - ‘) dM(u) + o((log x)““). 
x/x, 

Choisissons un entier q > 2a; il vient, par (21), 

s,(x) = T,(x) + u,(x) + o((log x)1’4) 
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et 

D’une part 

U,(x) := j-x;p Olcku; - z, dR,(u). . x/x, 

U,(x) = 
[ 

wu)-r)R (u) 
4 1 J x’k + -x’k w+z)R (u)du 

u u2 9 x/x, I/X, 
+I 

J’~ R (u) 
4 d#u); 

“X/X, u 

grlce i (21) et (23) on en dkduit 

U,(x) = O((log x)p2 + (log X)Q-q’2) = o(1). 

D’autre part, on peut krire 

T,(x) = Jf- x’k e’(u) 4~) dv (25) 
. log x/x, 

avec B(u) := JE;,, k(ku) - Z)/U du et v(u) := p;(e”) = u-““Q(l/v) oti Q est 
un polyn6me. On a, pour log(x/x,) < 21 < log(x/k), 

en inkgrant (25) par parties, on obtient done 

T,(x) = [B(u) I&)];:;;;;, - fogri( O(v) v’(u) dv 
-log X/X, 

=o @x)logx (log~j-3’4+V(x)iogxjlog~)-3’4j 

=o (logx. (log$)-li4), 

ce qui achkve la dkmonstration du Thtorime 2. 
Le Corollaire 1 se dkduit du Th(?orkme 2 de la m2me man&e que se 
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deduit le Corollary du Theorem 1 dans (7 I. If suffit de modifier la definition 
des suites (rt et ff- en 

Gf* = (d:f(I(log d)“]) <z f {(mod 1)) 

et de constater qu’elles sont constituees de blocs d’entiers consecutifs dont les 
bornes sont de la forme exp (m”” 1, m = 0, 1,2,..., et, par consequent, que le 
Theoreme 2 peut leur etre applique. Les autres details sont laisses au lecteur. 

Le Corollaire 2 est immediat, quitte B remarquer que la fonction f(x) = 
dexp x 1’(a ’ I)) satisfait les hypotheses du Corollaire 1: f’(x) tend vers 0 et 
{f(n): n = 1, 2,...,) est equirepartie (mod 1) car f satisfait un critere de Fejer 
(cf., par exemple, 19, p. 431). 

4. DEMONSTRATION DU THI~OR~ME 3 

Posons, pour 1 < k < x et z dans [O, 1 ], 

n -O(mod kl 

f(n)<zCmod I) 

D’apris le Theoreme 1, f est equirepartie (mod 1) sur les diviseurs si. et 
seulement si. on a pour tout z 

“ 
hZ 

1 @,,k(z) - z@,.k(l)l = o(l 1. (26) 

Nous allons montrer l’equivalence de (26) et de la condition (6) &rite sous 
la forme 

\‘ 1” e(vz) &Dxek(z)I = o( 1) 
h<I- -0 

Comme on a pour tout lr 

(v = * 1, l 2,....). (27) 

r 

1 

’ e(vz) cMJ~,~(z) = -2inv e(vz)(@x,k(z) - z@.~,~( I)} dz 
-0 .i 0 

et que le membre de gauche de (26) est majore par une constante absolue. 
uniformement pour x > 2 et z dans [0, 11, on voit, grace au theorbme de 
convergence dominee de Lebesgue, que (26) implique (27). 

Reciproquement, on montre par un argument identique a celui qui a ete 
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employ6 dans la dbmonstration du Thirorime 1, et, en utilisant la majoration 
entre mesures de Stieltjes 

que (27) implique, pour toute fonction continue h dkfinie sur [ 0, 1 1. 

” 1” 0) d@.&z) - @r,k( 1) !_1 h(z) dz 
k?YY -0 

= o( 1). 
-0 

Maintenant, soit < un rtel de JO, l[ n’appartenant pas i la suite des parties 
fractionnaires de f(n), n = 1, 2 ,.... et soit ho la fonction caractkristique de 
l’intervalle 10, [[. &ant donnk un rtel F dans IO, min(<. 1 - [)[, il existe deux 
fonctions continues sur [0, 11, h, et h,, telles que h, - ho s’annule hors de 

Ii-G <+&I, lh,(~)--&)l<k(Z)P our tout z. et .I‘,‘, h?(z) dz 6 3~. D’apris 
(28) on a alors 

” 
h’-, 

I @,.r(i) - i@x.k( 1 )I 

<2 (i:h,(zw) p-,- ~.,-,h(l)+0(1)=~(&)+0(1). / 
En faisant tendre .Y vers l’infini puis c vers 0, on obtient que (26) est 
satisfaite pour presque tout z de 10, 1 1; les fonctions z F+ @;,A(::) &ant 
croissantes. on peut supprimer cette dernike restriction, et cela achive la 
dimonstration. 
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