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The condition 3", |3, . (¢(n) — 2)/4%'n| = o(y/log x), where Q(n) stands for
the number of prime factors, counted according to multiplicity, of the positive
integer n, is shown to be necessary and sufficient for the integer sequence with
characteristic function y to have divisor density =z, ie. Y., x(d)=
(z+0(1)) 3> ;.1 when n— oo if one neglects a sequence of asymptotic density
zero. Among the applications, the following result, first conjectured by R. R. Hall,
is proved: given any positive a, we have, for almost all n's, and uniformly with
respect to z in |0, 1],

card{d:d|n, (log d)* < z (mod 1)} = (z + o(1)) N L.

dln

1. INTRODUCTION

Soit n un nombre entier et 7(n) le nombre de ses diviseurs; pour toute suite
d’entiers strictement croissante (7, on désigne par t(n, (¥) le nombre des
diviseurs de n qui appartiennent a (7. Dans [7], Hall introduit la définition
suivante:

DErFINITION | (HALL). On dit qu'une suite dentiers (! posséde une
densité divisorielle z, et Pon note DO! = z, §’il existe une suite dentiers % de
densité asymptotique 1 telle que I'on ait

t(n, 7) ~ z1(n)
lorsque n tend vers linfini en restant dans 2.

Contrairement a ce que laisserait supposer la relation asymptotique

Notn,)~x N 1/d,
n<x g<b¥[
€
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qui a lieu dés que la série > ,.41/d diverge, les notions de densites
divisorielle et logarithmique sont assez indépendantes: Hall construit, pour
tout couple (z, w) de [0, 1]* une suite (7 satisfaisant a D7 = z et 67 = w (ici
et dans la suite, § désigne la densité logarithmique). Il prouve cependant le
résultat suivant, conjecturé par Erdos, qui établit 'existence d'un lien entre
les deux densités pour une suite constituée par des blocs suffisamment longs
d’entiers consécutifs.

THEOREME A (HALL|7|). Soit {b;} une suite de nombres réels
satisfaisant @ b;,, > cb; pour tout j, avec ¢ > 1, et soit (1 la suite d’entiers
définie par

(7 =1{d:3j:by; <d < by, .
Alors, si (7 =z, on a aussi D7 = z.

La notion de densité divisorielle est également liée a celle d’équirépartition
modulo 1 sur les diviseurs.

DErINITION 2 (HALL [6]).  Pour toute fonction arithmétique réelle f, on
pose

A(nsf):== sup

ou<rg! r(n)

card{d:d|n, f(d) € [u,v|(mod 1)} — (v - u)]| .

On dit que [ est équirépartie (mod 1) sur les diviseurs s’il existe une suite
d’entiers % de densité asymptotique 1 telle que T'on ait:

'!Lngo A(n; f)=0. (1)
ne Z
Considérons, pour z dans |0, 1], la suite
(Uz;f) = 1{d :f(d) <z (mod 1)}.
Il est clair que (1) implique
Dz, f) =1z (2)

réciproquement, si (2) a lieu pour tout z de [0, 1] alors f est équirépartie
(mod 1) sur les diviseurs (Hall [8]).

La méthode naturelle pour établir des résultats du type (l) consiste a
majorer les sommes de Weyl

o (nf) =Y e(f(d)),

din
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ou v€E Z\{0} et ol e(x) := e*™, et a appliquer I'inégalité d’Erdds~Turan.
Lorsque f est additive, les sommes de Weyl sont multiplicatives et cela
représente un atout précieux dans la conduite des calculs. La fonction f(d) =
logd a été étudiée dans |2,4,5]; elle est équirépartie et 'on a pour tout
A < (log m/log 2) — 1 = 0.651... et presque tout entier n

A(n; log) < t(n) ™.

Le cas des fonctions f non additives est plus délicat. On peut utiliser le
Théoréme A pour montrer par exemple que (log d)* et (loglog d)® sont
équiréparties respectivement pour 0 < a < et § > 1 {cf. |7]). La restriction
concernant f§ est nécessaire mais Hall a conjecturé qu’il suffit de supposer
a>0 (cf. [6]). Dans |[8], il a montré que I'on peut prendre
0<a< | +log2.

Nous avons cherché une condition nécessaire et suffisante simple pour
D(7 =z s’exprimant sous forme de propriétés de moyennes. Bien entendu, le
critére obtenu permet également de prouver des résultats d’équirépartion.

THEOREME 1. Soit (7 une suite dentiers de fonction caractéristique y.
Alors D7 = z si, et seulement si, on a pour x infini

) . x(n) —
\—- \._. 49(!1) _O(V 08 X) (3)
k<x n<x
n=0 (mod k)

ou 2(n) désigne le nombre des facteurs premiers d’un entier n, comptés avec
leur ordre de multiplicité.

Remarques. (i) Ce résultat permet de vérifier directement certaines
propriétés connues, comme le fait que les progressions arithmétiques
distinctes de N ou la suite des entiers sans facteur carré ne possédent pas de
densite divisorielle ou encore que, si w(n)— oo, la suite des entiers n
satisfaisant a

|2(n) — 3 loglog n| < w(n) \/loglog n (4)

est de densité divisorielle unité (cf. |3, 7|). Pour ce dernier point il suffit de
constater que D(7 =1 si et seulement si

- AT o 1)
— gy, ~ — 49,

et la conclusion découle du fait classique que la somme de droite est dominée
par les entiers n satisfaisant a (4).
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(ii) On peut aussi donner une nouvelle démonstration du Théoreme 2
de (8.
Soit f une fonction multiplicative satisfaisant a
(a) f(p)=1+0(p~7), ou o est un réel positif fixé, uniformément pour
tout nombre premier p,
(b) 0L S(p") < 8,65, ou 6, et 8, sont deux reels positifs, 6, < 2, unifor-
mément pour tout nombre premier p et tout entier non négatif v.

Alors la condition (3) implique

 fm) ) )
N LNTAV (s SN
S Ty S Ete) LSy

n<x

En effet, si 'on définit une fonction multiplicative g par 'identité

. f(n)4()(n)
N =t
- g(d) )

on constate facilement que g satisfait (a) et que, pour tout nombre premier p
et tout entier non négatif v, on a

g(p") < 01(46,)".

De plus,
~ (X(n) —Z)f(n) - X(n) — 7z
ey \ A AL A A, \ AU — 2 ‘
S(x): iy () = 49, mg(k)

— \’
kex

h X(n)_z Al .
glk) N g, = N g(k) A (x). disons.
: o

n<x
n=0 (mod k)

Maintenant, si r est un réel >1 tel que (46,)" <8 et si s=r/(r— 1)
Pinégalité de Holder implique
i/r 17%
(

1SEI< LN gt 1 4,w) }: A

k<x k<x

la relation (3) montre que le second facteur est o{log x)'/?*) et I'estimation
triviale |A4,(x)| < ((log x)'/*/49®k), valable uniformément pour k < x,
permet de majorer le second par
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k)lr 1r
i yar ) QO | g(
(log x) =, 49wy

o0 vy|r y1/r
113 B < g,

< (log x)V* -
p<x v=0 (4P)

d’ou la conclusion souhaitée.
L’emploi du Théoréme | permet de généraliser le Théoreme A de la
maniere suivante:

THEOREME 2. Soit {b;} une suite croissante de nombres réels satisfaisant
pour x infini a

card{j: b; < x} < (log x)°, (5)
ou a est une constante positive, et soit (7 la suite d’entiers définie par
(T=1d:3j:by; <d < by}
Alors, si (7 =z, on a aussi D7 = z.

COROLLAIRE 1. Soit f une fonction dérivable réelle, définie sur R*. Si
S'(x)—0 et si la suite {f(n):n=1,2,..,} est équirépartie (mod 1), alors la
Jonction f((log d)*) est, pour tout réel positif a, équirépartie (mod 1) sur les
diviseurs.

COROLLAIRE 2. Soit g une fonction dérivable réelle, définie sur = *. Si
Ixg'(x)logx|—> 4+ oo et sl existe un réel a>—1 tel que la fonction
xg'(x)log x)~* soit monotone et tende vers 0 a [linfini, alors g est
équirépartie (mod 1) sur les diviseurs.

L’un ou l'autre de ces corollaires implique I’équirépartition de (log d)* pour
tout a > 0.

Le théoréme suivant donne un critére d’équirépartition {mod 1) sur les
diviseurs qui est I’analogue du critére de Weyl dans le cadre de l’équirépar-
tition classique.

THEOREME 3. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soil
équirépartie (mod 1) sur les diviseurs est que lon ait, pour tout entier non
nul v et x infini,

Yoy S ooe). ®)
k<x n<x

n=0 (mod k)
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Je tiens a remercier ici Richard R. Hall qui m’a éclairé, au cours de
nombreuses et amicales discussions, sur les notions nouvelles qui sont a la

base de ce travail.

2. DEMONSTRATON DU THEOREME 1

Etablissons d’abord la nécessité de la condition 3).SiD7 =z 0na

N

—
n<x

d’ou 'on déduit
S (w(n, (1) — z(n))?
oE 200 = o(x)
n<x

et donc, grace a une intégration par parties,

L (t(n, () — zz(n))’ _
flo)i= X S E o 4
n= ]
lorsque ¢ — 0+. Posons:
kx} 1
g(o) = m,

on a pour ¢ >0

S N ) - @) - 2)

fO)= N e
: 4an n +0 d.?ln

(xd) - 2)(x(d") — z)
4Q(Id.d’]) [d’ d/]l+a

dd’ =1

(ou |d, d’| désigne le plus petit commun multiple a d et d’)

o Glmt) — 2)(x(m'e) — z)

o
:g(a) :_1 L . 4Q(mm’t)(mm1t)l+a

t= mom'=

(mmy=1
— 4(0) o Glde') = 2)ud'u')y —z)u(t')
g o Td’fl 4Q(dd’ti‘2)(dd/tt12)l+a
_ % u') < xdi')—z |2
=g(o) | G | L Gawgis
5 Mk, o)

=gla) .\_ mfk( o). (8)
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ou 'on a posé
v HE) ( !
Ak,0):= N ——> L _ ] ———),
( ) 4Q(t )t11+o H 4p1+u>
et

w xlkd) —
Silo) = — W

Comme on a
glo)=(c+o(1))o™""
avec ¢ = [ [, premier (1 ~ 1/4p) ™" (1 —1/p)""*, on déduit de (7) et (8)

5k, 4
.\___ 49((k)k?30fk(0) =o(a ). 9)

D’apres I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a de plus

o)

= 4Q(k)k1+o
(S smmmms) (S Aohry
h l:;l ll(k, 0)4Q(k)kl+g I:l 4Q(k)kl+g

en remarquant que le premier facteur de cette majoration est < ¢~ '/* lorsque
o — 0+, on voit que (9) implique

{14 fx(0)

—nd s = 0@ ). (10)
.:l 4!2(k)k1+
Posons
- x(n)—z
Aw)y= N A2,
' wen 47%n
n=0(mod k)
la condition (10) s’écrit encore
N ‘ e "dA, (u)| = o(c~ ). (11)
k=1 -0

Cela implique, pour tout entier j >0

|4OC e % "dA (u)

<0

oo
\°
k=1

=o(c™"?)
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et donc, pour tout polynéme P

O oo
}_: , P(e*"")e"’“dAk(u)‘ =o(c™ ") (12)
ka1 [0 ]
En tenant compte de la majoration entre mesures de Stieltjes
5, S ()
Nyl <d ) o | (13)
k=1 n<ed 4 n

nous allons déduire de (12) que toute fonction # continue sur [0, 1] satisfait
a

o
‘—1
-

=1

[ he™) e~ "dd  (u)

x

=o(g %)

(14)
En effet, pour tout réel positif ¢, il existe un polynéme P satisfaisant a
maxy ..., |P(v)— h(v) <e; le membre de gauche de (14) est donc majore
par
olc ) +e| e\ |dd,(u)

“0 k=1

> 7(n )
o™ +e N ﬁ%g o(c V) + cea” ',
n=1

ou ¢ est une constante absolue. Cela implique bien (14). Maintenant en
approchant la fonction A, définie sur [0, 1| par

ho(v)=0 si

=1/v si e '<el,

par une suite de fonctions continues et en utilisant encore (13) on obtient que
(14) est réalisée pour i = A, soit

Ov<e

5

| s

|4,(1/0)| = 0@ """*).

x=

!
ce qui est exactement (3).
Réciproquement, supposons (3) satisfaite. On a
o
v
Pany

g K
=g \‘
k=1

Nes

| e A, (u)du

<0

1 e” 7 dA,(u)

1|0

<0A'0 e ™ k:l |4 (u)l du =0 4(0« e~ "%o(\/u) du

=o(c™'"?).
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La condition (10) est donc satisfaite. Comme on a pour tout k> 1
| f(6)l < g(o) on obtient (9) et finalement, grace a (8),

o am)
. o =00, (15)

ou 'on a posé, pour tout entier m,

a(m):= N ((d)—2)(x(d') - z).

[dod']=m

Comme |a(m)| < 3°™ pour chaque m, on déduit de (15) grace au théoréme

tauberien de Karamata (cf., par exemple, [11, p. 192])

4

m

L]

- alm)+3°%m L (3)‘“’"' 1
woe ATm =

compte tenu de la relation asymptotique due a Selberg [10]

N 2" = C(p) x(log 2x)° ' + O(x(log 2x)"?) (16)

n<x

qui est valable pour tout nombre complexe p de module <2, on obtient, apres
sommation d’Abel dans (16) avec y =3,

vo_alm)
x 457m

= o((log x)""*). (17)

Maintenant, observons que

AN 2
v D) N Y 4

n<x m<x n<x
n =0 (mod m)

1 . a(m) 2xy
= — N VN it
C(4), —‘4”""’m;<logm)

m<x

ro(m) )

ou, pour la seconde égalité, nous avons utilise (16) avec y = 3. On peut
traiter le terme d’erreur en majorant simplement |a(m) par 39'™ et en
utilisant (16) avec y = 3: on obtient une quantité O(x(log x)~'/*). Posons:

\ a(m)

A(u) == S m et J(x) —‘ (log i )"3/4 dA(u),
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on a donc
B 2
< (@l ﬂ4)m";zr(n)) _c (;_)x](x) +O(x(log x)~"*). (18)

Nous allons montrer que J(x)=o0(1) en utilisant non seulement I’hypothése
(17), soit A(u) = o((log u)*"*), mais aussi la majoration

v 3 (m) 1
ey (7) m’

Soit ¢ un nombre réel positif; décomposons J(x) en une somme

|dAu)i < d (19)

J(x) =J,(x) + J,(x)

ou J,{x) et J,{x) correspondent respectivement aux intervalles d’'intégration
|1, x"~¢[ et [x'7¢, x][.

D’une part, grace a (19),

] 2 —3/4 3 Q(m)l
nele N o) (5] o

xl-e<m<x 4 m

1 . 3\ em ,
<— D (—) N (log 2n)

-
X xl-e<m<x 4 n<x/m

1 . B . 3 Q2(m)
<— N (log2n)7* N (——-)

X p<xe m<x/n 4

- 2x\ 1
< N (log2n) <log7x) —

n<xe -

A X

< —

€ —1/4
(log u)~** (log —z—> du

4 u

<€
= | v =) Y dy < g4
0

D’autre part, soit {c,} la suite de réels définie par P’identité

1 &
— =N . wk
(I—W)m =0 g

et soit K = K(&) un entier tel que 'on ait

\_: le,](1 _E)k S H

k>K
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on a
I log w* dA(w)

K
Ji(x)= ) cllog2x)~*

=0

P

0 (6(log 2x) "4 ‘Y |dA(u)| )

x! e

= i c(log 2x) K34 g[(log u)kA(u)]

k=0

~kJ.1X] ((log W Au) — du §+0(6)

1

K
<o)+ N e +0().
k=0

Nous avons donc finalement obtenu

()l < 0(1)\ el + 0™

en faisant tendre x vers Uinfini puis ¢ vers 0, cela implique J(x)=o0(1) et

donc griace a (18)

(z(n, (1) — zr(n))” — o(x) (20)

4!21")

\1
n< x

Comme la densité superieure de la suite des entiers n satisfaisant a
(n) < €29 tend vers O avec ¢, on obtient que (20) implique (n. (7) ~ zz(n)

~
pour presque tout n, ce qui achéve la démonstration

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2 ET DES COROLLAIRES

Considérons, pour u > 1,

M@u):= N (1/4)2";

n<u

nous utiliserons au cours de la démonstration le résultat suivant, qui est un

cas particulier d'un théoréme de Delange |1]:
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Pour tout entier non négatif q il existe un polynéme P, de degré q tel que
lon ait, uniformément pour u 2 2,

M(u) = u(log u) " gpq (é;) +0 (W) f . 21

Nous noterons ¢,(u) :=u(log u)™*"* P,(1/log u) et R (u) :=M(u)— ¢, (u).
Soit x la fonction caractéristique, définie sur R*, de U); [b,;. by, |1 quitte &
supposer les b; non entiers, on peut écrire, pour 1 <k <x,

= y(km) — Xk (y(ky) —
Sw= X X(4'Z()m, : = o u) %) imw.
Sous les hypothéses
}lx (—X(—“l—_z—) du = olog x) 22)
et
[ ) = ((tog x)°) (23)

nous allons montrer que 'on a, uniformément pour &k < x,

S, (x)=o0 <log X - (log ikx—) 3/4) : (24)

comme cette relation implique 3, _ | S,(x)l/4“ %k = o(,/log x), cela suffira
a établir le Théoréme 2.

Soit n(x) une fonction tendant vers O lorsque x— oo de fagon que
% Gr(u) — 2)/u du| < n(x)log x, et que la fonction xi— n(x)logx soit
croissante et partout minorée par +/log x; posons x, := x exp {—#(x) log x}.
Pour k> x,,on a

1S S g < (n(x) log x)'"* = of(log x)*"*)

pa— 4Q(m)
m<x/x,

donc (24) est satisfaite; pour k < x,, on a

J”/ (x(ku) z)

x/x,

Si(x) = L2 dM(u) + o((log x)"'*).

Choisissons un entier g > 2a; il vient, par (21),

Si(x) = T\ (x) + Up(x) + o((log x)1/4)
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avec
Ty (x) = J.X/k (_X_(M @y (u) du
X/x, u
et
Up(x) = "X/k k) = 2) 4p ).
v x/xy u
D’une part
Uy(x) = [W Rq(u)JX/k + J‘X/k k) = 2) g ) d
x/xy x/xy u
7 R
Y X/x;

grice a (21) et (23) on en déduit
Uy(x) = O((log x)™*"* + (log x)* %) = o(1).

D’autre part, on peut écrire

T = 0 v dv (25)

“log x/x,

avec 0(v) := fi;x. Gelku) — 2)/u du et w(v) :=9Le)=v""'Q(1/v) ou Q est
un polynéme. On a, pour log(x/x;) < v < log(x/k),

-ket

10(v) =

< 25(x) log x;

LUERIY
w

Y kx/x|

en intégrant (25) par parties, on obtient donc

T, = 60) v, — [ 00 (@) do

“log x/x,

o\ 4 2
=0 (n(x) log x (log —k—) + n(x)log x (log ;—) )
1

X\ M
=0 (logx- (logF) ),

ce qui achéve la démonstration du Théoréme 2.
Le Corollaire 1 se déduit du Théoréme 2 de la méme maniére que se
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déduit le Corollary du Theorem | dans |7]|. If suffit de modifier la définition
des suites 7" et (7™ en

* =1d:f(|(log d)*]) < z + {(mod 1)}

et de constater qu’elles sont constituées de blocs d’entiers consécutifs dont les
bornes sont de la forme exp {m'/*}, m =0, 1, 2,..., et, par conséquent, que le
Théoréme 2 peut leur étre appliqué. Les autres détails sont laissés au lecteur.

Le Corollaire 2 est immédiat, quitte a4 remarquer que la fonction f(x) =
glexp x'/@* VY satisfait les hypothéses du Corollaire 1: f'(x) tend vers O et
{f(n):n=1,2,..} est équirépartie (mod 1) car f satisfait un critére de Fejer
(cf., par exemple, |9, p. 43]).

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Posons, pour 1 <k < x et z dans [0, 1],

1

P, ((2) = N LI

n<x
n=0(mod k)
fimy< z{mod 1)

D’aprés le Théoréme 1, f est equirépartie (mod 1) sur les diviseurs si. et
seulement si, on a pour tout z

N, (2) — 20, (1) =o(1). (26)

k<x

Nous allons montrer ’équivalence de (26) et de la condition (6) écrite sous
la forme

\

k<x

‘01 e(vz)do, ,(z) = o(l) (v==1, +2.....). (27)

Comme on a pour tout v

y{l e(vz) d, ,(z) = —2im jl e(v2) @, ,(2) — 20, (1)} dz

et que le membre de gauche de (26) est majoré par une constante absolue,

uniformément pour x >2 et z dans |0, 1], on voit, grace au théoréme de

convergence dominée de Lebesgue, que (26) implique (27).
Réciproquement, on montre par un argument identique a celui qui a été
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employé dans la démonstration du Théoréme 1, et, en utilisant la majoration
entre mesures de Stieltjes

\" (1)

—_ Q|

ot 49ty |
Sty < ztmod 1)

\"
I«Tx

do (z)— @ (1) dz|<(logx) "*d 3

que (27) implique, pour toute fonction continue # définie sur |0, 1],

N k@) dD, () — @) | Bz dz | =o(1). (28)

k<x |70

Maintenant, soit { un réel de |0, 1| n’appartenant pas a la suite des parties
fractionnaires de f(n), n=1.2..... et soit h, la fonction caractéristique de
l'intervalle [0, {[. Etant donné un réel ¢ dans |0, min(¢, 1 — ¢)[. il existe deux
fonctions continues sur [0, 1], &, et h,. telles que h, — h, s’annule hors de
[{— e C+el [h(z)— hy(2) < hy(z) pour tout z. et [} hy(2) dz < 3. D’aprés
(28) on a alors

NP0 - L2,
<Y (l‘lhz(z)dcpx.k(z)jt<1>x.k(1)_[‘1 hz(z)dz) +o(1)

<2 (l'l’“(z)df) N oo (1) +o(l)=0() + o(1).

hox

En faisant tendre x vers linfini puis ¢ vers 0, on obtient que (26) est
satisfaite pour presque tout z de [0, 1]; les fonctions z - @, ,(z) étant
croissantes, on peut supprimer cette derniére restriction, et cela acheve la
démonstration.
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