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SUR LES LOIS LOCALES DE LA RÉPARTITION
DU k-IÈME DIVISEUR D’UN ENTIER∗

RÉGIS DE LA BRETÈCHE et GÉRALD TENENBAUM

1. Introduction et énoncé des résultats

Désignons par ω(n) (resp. Ω(n)) le nombre des facteurs premiers distincts
(resp. comptés avec multiplicité) d’un entier générique n et par τ(n) celui de

ses diviseurs. Notons {pj(n)}ω(n)
j=1 la suite croissante des facteurs premiers de n

et {dj(n)}τ(n)
j=1 celle de ses diviseurs. Introduites dans [5] et étudiées dans [6], [3],

les quantités

λk(p) := d{n > 1 : pk(n) = p} (k > 1, p > 2),

Λk(d) := d{n > 1 : dk(n) = d} (k > 1, d > 1),

où dA dénote la densité naturelle d’une suite d’entiers A, témoignent toutes deux
d’une remarquable distorsion entre les valeurs normales et modales des fonctions
arithmétiques dont elles sont les lois locales.

Il découle en effet d’estimations aujourd’hui classiques sur la répartition des
facteurs premiers d’un entier n (cf. [4] ; [7], chap. 1 ; [18], chap. III.3) que, notant,
ici et dans la suite, logk la k-ième itérée de la fonction logarithme, on a, pour
tout ε > 0,

(1·1)

∑
| log2 p−k|>rk

λk(p) = o(1) (k →∞),

∑
| log2 d−(log k)/ log 2|>Rk

Λk(d) = o(1) (k →∞),

avec
rk :=

√
(2 + ε)k log2 k, Rk :=

√
{(2 + ε)/ log 2} log k log3 k.

On peut interpréter heuristiquement (1·1) en énonçant que les approximations

(1·2) pk(n) ≈ exp exp k, dk(n) ≈ exp
(
k1/ log 2

)
sont pertinentes pour tous les entiers n sauf au plus ceux d’une suite de densité
tendant vers 0 lorsque k → ∞. Ainsi, quitte à étendre légèrement le concept
introduit par Hardy et Ramanujan, on peut considérer que la question des valeurs
normales des fonctions arithmétiques n 7→ pk(n) et d 7→ dk(n) est essentiellement
élucidée.

AMS (2000) subject classification : 11N25, 11N37.
∗ Nous incluons ici des corrections par rapport à la version publiée.
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Le problème des valeurs modales concerne les extremums

(1·3) λ∗k := max
p

λk(p), Λ∗k := max
d

Λk(d)

et, plus précisément, les arguments en lesquels ils sont atteints. On pourrait être
tenté de déduire de (1·2) que ces arguments doivent être proches des membres de
gauche respectifs de (1·2). Il n’en est rien en fait. Erdős énonce dans [5] que

(1·4)
λk(p) = λ∗k ⇒ p = ek+o(k) (k →∞)

Λk(d) = Λ∗k ⇒ d = k{1+o(1)} log2 k (k →∞)

en indiquant, dans son style caractéristique, que l’explication de ce phénomène —
qu’il désigne d’ailleurs comme un 〈〈 apparent paradoxe 〉〉 — réside, disons pour le
cas de la suite p 7→ λk(p), dans l’observation qu’〈〈 il y a beaucoup plus de nombres
premiers autour de exp exp k qu’autour de ek 〉〉.

Les deux implications (1·4) sont fausses : la première a été infirmée dans [6] et
c’est l’un des objets du présent travail que de rectifier la seconde. Il n’en demeure
pas moins que l’intuition d’Erdős était essentiellement pertinente. Son explication,
judicieuse et qualitativement exacte, signifie que, dans la somme infinie∑

p

λk(p) = 1,

la décroissance en p du terme général est suffisamment lente pour que la contri-
bution des (nombreux) termes au 〈〈 voisinage 〉〉 de exp exp k(1) soit dominante alors
que les grandes valeurs de λk(p) sont trop peu nombreuses, et en fait trop peu
grandes, pour contribuer significativement à l’ensemble.

Bien que d’énoncés jumeaux, ces deux problèmes 〈〈non conventionnels 〉〉(2) sont
de difficultés inégales. Désignons par P+(n) le plus grand facteur premier d’un
entier générique n avec la convention P+(1) = 1. Le crible d’Ératosthène fournit
l’écriture explicite

(1·5) λk(p) =
1

p

∏
q<p

(
1− 1

q

)
sk−1(p)

où la lettre q désigne un nombre premier et où

sj(p) :=
∑

P+(m)<p
ω(m)=j

1

m
(j > 0)

est le coefficient de zj dans le polynôme

Fp(z) :=
∏
q<p

(
1 +

z

q − 1

)
.

1. C’est-à-dire dans un intervalle du type

exp exp{(1− ε)k} 6 p 6 exp exp{(1 + ε)k}.

2. Voir en particulier [5].
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La représentation

Fp(z) =

∞∑
j=0

sj(p)z
j

permet de recourir à la méthode du col pour estimer λk(p), ce qui constitue, d’un
point de vue analytique, une situation très privilégiée. On peut ainsi établir que
l’on a

(1·6) λk(p) =
exp

{
(1 +O(εp))k log2(log p/ log k) +O(k)

}
k!p log p

(p > pk)

où pk désigne le k-ème nombre premier et où l’on a posé εp := log3 p/ log2 p.
L’estimation (1·6) résulte du corollaire 1 de [6] lorsque, disons, p > k2, et la même
méthode fonctionne encore dans le cas complémentaire. Un tel résultat montre
qu’au moins en première approximation λk(p) ne dépend que de la taille de p.
Posant `1 := log k, `2 := log2 k, il est établi dans [6] que

λ∗k = exp
{
− k
(
`1 − `2 − 1 +

2`2 + 1

`1
+

2`22 − `2 +O(1)

`21

)}
.

Une telle estimation n’est pas en elle-même suffisante pour permettre une évaluation
fine des valeurs modales de la loi {λk(p)}p>2. Cependant, les formules semi-
asymptotiques caractéristiques de la méthode du col fournissent une description
précise du comportement local de λk(p). Cela a permis à Erdős et au second
auteur de montrer ([6], corollaire 5) que toute valeur de p réalisant le maximum
λ∗k satisfait à

(1·7) log p =
k

`1

{
1 +

2`2
`1

+
2`22 − 3`2 +O(1)

`21

}
.

D’autres applications des estimations de λk(p) par la méthode du col sont décrites
dans [3].

L’étude des valeurs modales de {Λk(d)}∞d=1 est beaucoup plus compliquée.
Désignons par τ(n, z) le nombre des diviseurs d’un entier n qui n’excèdent pas z.
Le pendant de la représentation (1·5) est la formule (cf. [6])

(1·8) Λk(d) =
1

d

∏
p6d

(
1− 1

p

) ∑
P+(m)6d
τ(md,d)=k

1

m
.

Ici, la somme en m dépend à l’évidence de la structure arithmétique de d et les
questions d’apparence les plus anodines peuvent se révéler délicates, à l’instar de
la preuve donnée dans [6] de l’équivalence

(1·9) Λk(d) > 0⇔ τ(d) 6 k 6 d.

Posons

K := exp
{ log k log2 k

log 2

}
, Kj := exp

{ log k logj+2 k

log 2

}
(j = 1, 2).
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Il est bien connu que l’on a

(1·10) min
τ(d)>k

d = K1+o(1).

Soit Ny :=
∏
p6y p avec y minimal sous la contrainte τ(Ny) = 2π(y) > k. En

choisissant d = dk(Ny) et en réduisant la somme en m de (1·8) au seul nombre
m = Ny/d, on obtient l’inégalité de gauche de l’encadrement

(1·11) K−1K
−1+O(1/ log3 k)
1 6 Λ∗k 6 K−1K

1+O(1/ log3 k)
1

prouvé dans [6]. Le fait que la borne inférieure ne soit pas trop éloignée de la borne
supérieure a conduit les auteurs de [6] à supposer que la version correcte de la
seconde implication (1·4) était

(1·12) Λk(d) = Λ∗k ⇒ d = K1+o(1).

Il y a essentiellement deux modèles raisonnables pour la structure des entiers d
réalisant le maximum Λ∗k. Ou bien τ(d) ≈ k, donc d ≈ K, et la somme en m de (1·8)
est de la taille de l’unité, ou bien m et d contribuent équitablement aux diviseurs
comptés dans τ(md, d), et τ(d) ≈ τ(m, d) ≈

√
k — de sorte que d et les entiers

m sommés dans (1·8) sont au moins de taille
√
K.(3) Cette seconde éventualité

est évidemment beaucoup plus complexe que la première car il est difficile de
concevoir la structure des entiers m (qui sont alors nécessairement nombreux) dont
les diviseurs se combinent avec ceux de d pour réaliser la condition τ(md, d) = k. La
conjecture (1·12) correspondait à l’espoir que la situation la plus simple prévalait.
Elle est également erronée : la présente étude met en évidence que le paradoxe
d’Erdős pour les valeurs modales de la loi {Λk(d)}∞d=1 recèle des phénomènes très
subtils. Nous établissons les résultats suivants.

Théorème 1.1. On a, pour une constante convenable k0,

(1·13)
kO(1)

K
√
K1K2

6 Λ∗k 6

√
K2 k

O(1)

K
√
K1

(k > k0).

Théorème 1.2. Il existe des constantes positives b1, b2 et k0 telles que, pour tout
entier d vérifiant Λk(d) = Λ∗k, on ait

(1·14) K
1
2−εk 6 d 6 K

1
2 +ηk (k > k0).

avec εk := b1
√

log3 k/ log2 k, ηk :=
{

3
2 log4 k + b2

}
/ log3 k.

De plus, pour tout ε > 0 il existe une constante k0(ε) telle que, pour tout k > k0(ε)
et tout entier d tel que Λk(d) = Λ∗k, on ait

(1·15) τ(d) > 2{1−µd}(log d)/ log2 d,

avec µd := (3 + ε) log4 d/ log3 d.

La preuve de ces estimations nécessite plusieurs étapes et repose sur trois
arguments essentiels que nous nous proposons maintenant de décrire brièvement.

Le premier est une majoration élémentaire de la loi de répartition du nombre de
diviseurs des diviseurs d’un entier.

3. On pourrait a priori imaginer un troisième modèle dans lequel d aurait peu de facteurs
premiers et les entiers m de (1·8) vérifieraient τ(m) ≈ k. Un argument élémentaire
reposant sur le Théorème 1.3 permet d’écarter facilement une telle éventualité.
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Théorème 1.3. Soit E : [0, 1
2 [→ [0, 1[ la fonction définie par

E(β) :=
1− β
log 2

log
( 1

1− β

)
+

β

log 2
log
( 1

β

)
.

Alors, pour tout β ∈ [0, 1
2 [ et tout entier n > 1, on a

(1·16)
∑
d|n

τ(d)6τ(n)β

1 6 τ(n)E(β).

Ce résultat, qui, dans le cas particulier d’un entier sans facteur carré ayant m
facteurs premiers, fournit la majoration∑

06j6βm

(
m

j

)
6 2E(β)m,

généralise donc au cas d’une somme de variables discrètes équiréparties les estima-
tions de type 〈〈bornes exponentielles 〉〉 (cf., par exemple, [16], théorème VII.4.2, ou
[2], exercice 12, p. 91) pour une variable aléatoire binomiale.

Posons
d−k := min

Λk(d)=Λ∗
k

d, d+
k := max

Λk(d)=Λ∗
k

d.

Le Théorème 1.3 nous permettra d’obtenir des assertions du type

(a) d−k > K
1
2 +o(1) ;

(b) Λ∗k 6 K−1K
− 1

2 +o(1)
1 ;

(c) ∀v > 1
2 ∃η > 0 : supd>Kv Λk(d) 6 K−1K

− 1
2−η

1 .

Dans les trois cas, on raisonne en restreignant les entiers m apparaissant dans
la somme de (1·8). Considérons par exemple la minoration (a). Si d < K

1
2−ε avec

ε > 0, alors il découle de (1·10) que tous les diviseurs t comptés dans τ(md, d)

satisfont, pour un ε1 > 0 convenable, à τ(t) 6 k
1
2−ε1 6 τ(md)

1
2−ε1 , puisque

k = τ(md, d) 6 τ(md). L’inégalité (1·16) fournit donc τ(md) > k1+c avec c > 0.(4)

Une telle minoration renforce considérablement la borne triviale τ(md) > k et

permet de montrer que Λk(d) < Λ∗k pour d < K
1
2−ε.

Il résulte de ce qui précède qu’une majoration du type

(d) d+
k 6 K

1
2 +o(1)

est impliquée par une minoration de la forme

(e) Λ∗k > K−1K
− 1

2 +o(1)
1 .

La preuve d’une telle borne inférieure occupe la plus grande partie de ce travail.
Notre approche consiste à choisir d égal à un produit de nombres premiers
consécutifs, soit

d = Ny :=
∏
p6y

p,

où y est aussi grand que possible sous la contrainte Ny 6 K
1
2 +ε. Ensuite, nous

construisons un ensemble d’entiers m tels que τ(mNy, Ny) = k. Soit ` l’unique

4. En fait c =
{
1− E

(
1
2
− ε1

)}
/E
(
1
2
− ε1

)
.
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entier tel que k/2τ(Ny) < 2` 6 k/τ(Ny). Les entiers m choisis sont tous les produits
de la forme m1r avec

µ(m1)2 = 1, ω(m1) = `, p | m1 ⇒ ` < p 6 `1+ε,

où ε est un paramètre assez petit, et où r décrit, pour chaque valeur de m1,
un ensemble E(m1) constitué d’entiers dont tous les facteurs premiers sont dans
l’intervalle

]
`1+ε, Ny] et tels que τ(Nym1r,Ny) = k.

Les deux étapes de la preuve qui restent à décrire concernent les évaluations
respectives de

∑
1/m1 et

∑
r∈E(m1) 1/r.

La première relève d’une application standard de la méthode du col. Dans l’énoncé
suivant, nous utilisons pour 1 6 y < z la fonction

F (w) = Fy,z(w) =
∏

y<p6z

(
1 +

w

p

)
.

Si h < π(z)− π(y), il existe une unique solution % = %(y, z;h) à l’équation

(1·17)
%F ′(%)

F (%)
=

∑
y<p6z

%

p+ %
= h.

Nous posons également

(1·18) R := (log y)(log u)/ log2 y,

où u est défini par z = yu. On note que R � 1 dès que z > y(log y)c où c est une
constante positive arbitraire.

Théorème 1.4. Il existe deux constantes positives κ1 > 1 et y0 telles que l’on ait,
uniformément pour z > y(log y)κ1 , y > y0, y > h > 2,

(1·19) sh(y, z) :=
∑

ω(m)=h
p|m⇒y<p6z

µ(m)2

m
=
F (%)hh

eh%hh!

{
1 +O

( 1

R

)}

où % et R sont définis respectivement par (1·17) et (1·18). En particulier, on a sous
les mêmes conditions

(1·20) sh(y, z) =
(log u)h

h!
eO(h/R)

où u est défini par z = yu.
De plus, il existe une constante κ2 telle que, sous l’hypothèse supplémentaire

z 6 y2, les estimations (1·19) et (1·20) restent valables lorsque la sommation est
restreinte aux entiers m satisfaisant à

(1·21) (yz)h(1−ϑ)/2 < m 6 (yz)h(1+ϑ)/2

avec ϑ > κ2(log2 y)/{(log u)2/3 log y}.
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La construction des ensembles E(m1) repose sur un procédé itératif. Décomposons
r = p1 · · · pJ (avec donc J := Ω(r)) et posons

rj := p1 · · · pj , kj = k − τ(Nym1rj , Ny) (1 6 j 6 J).

Nous cherchons alors un ensemble I de nombres premiers p = pj+1 tels que kj+1/kj
soit petit mais ∑

p∈I

1

p

ne soit pas trop petit. Soient h := log k et xj , x
∗
j des nombres entiers tels que

(1·22) τ(Nym1rj , xj) =
[
kj(1− 1/h)], τ(Nym1rj , x

∗
j ) =

[
kj(1− 1/2h)].

L’identité

τ(Nym1rj+1, Ny) = τ(Nym1rj , Ny) + τ(Nym1rj , Ny/pj+1),

valable dès que pj+1 - Nym1rj , implique la majoration kj+1 6 kj/h si en outre
pj+1 ∈ I :=

]
Ny/x

∗
j , Ny/xj

]
. Maintenant, sous d’anodines conditions de taille

relatives à xj et x∗j et lorsque, par exemple, kj � h2, il découle du théorème des
nombres premiers que ∑

Ny/x∗j<p6Ny/xj

1

p
�

x∗j − xj
xj logNy

.

Il reste donc à déduire une minoration de (x∗j − xj)/xj à partir de (1·22). En
supposant que la fonction x 7→ τ(Nym1rj , x) est sous-linéaire en un sens faible,
nous avons

kj
h
� τ(Nym1rj , x

∗
j )− τ(Nym1rj , xj)�

x∗j − xj
xj

τ(Nym1rj , xj)�
x∗j − xj
xj

kj

d’où
x∗j − xj
xj

� 1

h
,

une minoration suffisante pour notre application.
La troisième étape de notre raisonnement consiste donc à établir la sous-linéarité

faible des fonctions x 7→ τ(Nym1rj , x) (1 6 j 6 J), qu’on peut essentiellement
ramener à celle de la fonction x 7→ τ(Ny, x). Une autre formulation du même
problème s’énonce en termes du comportement local de la fonction de comptage des
entiers sans facteur carré et sans grand facteur premier. La méthode du col fournit
spécifiquement des estimations du type requis(5) en permettant une évaluation du
taux relatif d’accroissement des fonctions de comptage même dans les domaines
où ces fonctions ne sont pas susceptibles d’être explicitement approchées. Nous
rassemblons les résultats obtenus et les preuves correspondantes dans le paragraphe
suivant. C’est le Corollaire 2.6 qui contient l’information nécessaire à la complétion
de notre argument. Cependant nous obtenons également plusieurs autres énoncés
d’intérêt intrinsèque.

5. Ce sont précisément les estimations désignées par Erdős sous le nom de formules semi-
asymptotiques.
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2. Entiers sans facteur carré et sans grand facteur premier

2·1. Énoncés des résultats

Posons
Ψ1(x, y) :=

∑
n6x

P+(n)6y

µ(n)2.

On note encore ζ1(s, y) :=
∏
p6y(1 + 1/ps), ϕ(s, y) :=

∑
p6y log(1 + 1/ps)

(σ := <e s > 0), et ϕ(j)(s, y) := djϕ(s, y)/dsj . Nous réservons également la lettre
ϑ pour désigner la fonction de Tchébychev. Pour x > 2, y > 2, ϑ(y) > 2 log x, on
désigne par α = α(x, y) l’unique solution positive de l’équation

(2·1) −ϕ′(α, y) =
∑
p6y

log p

1 + pα
= log x.

Nous posons σj :=
∣∣ϕ(j)(α, y)

∣∣ (j > 1).
Nous désignons par

Φ(z) :=
1√
2π

∫ ∞
z

e−t
2/2 dt

la fonction de répartition décroissante de la loi de Gauss et nous posons

(2·2) G(z) := ez
2/2Φ(z) (z ∈ R).

On a G(z) = 1
2 +O(z) quand z → 0. Lorsque z →∞, des intégrations par parties

successives fournissent un développement asymptotique : à l’ordre deux, on obtient

(2·3) G(z) =
1√
2πz

{
1− 1

z2
+O

( 1

z4

)}
(z > 1).

Nous convenons que dans tout ce paragraphe la lettre κ, avec ou sans indice,
désigne une constante positive absolue.

Nous posons systématiquement, dans tout le paragraphe 2,

(2·4) u :=
log x

log y
(x > y > 2).

Théorème 2.1. On a

(2·5) Ψ1(x, y) = xαζ1(α, y)G
(
α
√
σ2

){
1 +O

( 1

u

)}
uniformément pour x > y > 2 tels que ϑ(y) > 2 log x.

L’estimation (2·5) peut bien entendu être considérée comme une assertion relative
à la répartition des diviseurs de Ny := eϑ(y). C’est d’ailleurs cette interprétation qui
nous permet de restreindre a priori l’étude de Ψ1(x, y) au cas ϑ(y) > 2 log x, c’est-
à-dire x <

√
Ny : le cas complémentaire s’y ramène en faisant appel à la symétrie

de diviseurs de Ny. Nous ferons plus loin un usage essentiel de cette remarque.
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L’apparition de la fonction G dans une formule asymptotique issue de la
méthode du col est inhabituelle dans un cadre arithmétique. Dans le cas de la
fonction Ψ(x, y),(6) par exemple, l’analogue de la quantité α

√
σ2 est toujours

� min(y, log x)/ log y et l’erreur commise en remplaçant G(z) par le terme prin-
cipal de (2·3) dans la formule finale est englobée par le terme d’erreur. Ici, au
contraire, le facteur impliquant G est nécessaire dès que l’on a, pour une constante
absolue convenable c dans ]0, 1

2 [,

N (1/2)−c
y 6 x < N1/2

y .

En insérant dans (2·5) les estimations (2·17), (2·18) pour α et (2·20) pour σ2,
énoncées et établies au paragraphe suivant, on peut obtenir des évaluations ex-
plicites de Ψ1(x, y). Des formules asymptotiques de ce type sont établies dans [12](7)

pour (log x)1+ε < y 6 x1/(log2 x)2 avec ε > 0 arbitraire et fixé, et, par une méthode
différente, dans [11] pour (log x)2+ε 6 y 6 x. Les mêmes travaux contiennent
également des estimations uniformes du rapport Ψ1(x, y)/Ψ(x, y), dont une forme
affaiblie est

(2·6)
Ψ1(x, y)

Ψ(x, y)
=

1

ζ(β1)
+ o(1) (x > y > 2, x→∞),

avec β1 := max{1, 2 log(1+y/ log x)/ log y}. (Voir [19], exercice corrigé III.5.7, pour
une preuve directe de ce résultat simplifié.) Nous donnons aux Corollaires 2.2 et 2.3
infra des conséquences explicites de (2·5) valables pour les 〈〈petites 〉〉 valeurs de y,
notamment celles pour lesquelles on ne disposait jusqu’à présent que de majorations
de Ψ1(x, y). Cela permet, en particulier, de décrire quantitativement un changement
de phase du comportement asymptotique de Ψ1(x, y) autour de y = 2 log x. Ces
résultats pourraient d’ailleurs être encore précisés ou étendus au prix de certaines
complications des énoncés.

Le premier de nos deux corollaires est un théorème de grandes déviations qui
mesure le caractère gaussien de la répartition des diviseurs de Ny et fournit ainsi
une description probabiliste simple du changement de phase mentionné plus haut.

Corollaire 2.2. Soient y > 2 , Ny = eϑ(y), D(y)2 = 1
4

∑
p6y(log p)2. On a

uniformément pour 0 6 z �
(
y/ log y

)1/4
et x =

√
Ny e−zD(y),

(2·7) Ψ1(x, y) = τ(Ny, x) = 2π(y)Φ(z)
{

1 +O
(z4 + 1

u

)}
.

Remarque. Une estimation de même nature résulte d’un théorème effectif sur les
grandes déviations dans le théorème de la limite centrale dû à Petrov et généralisant
un résultat de Cramér. En appliquant le théorème VIII.2 de [14] aux variables
aléatoires (ξp log p)/ log y avec P(ξp = 1

2 ) = P(ξp = − 1
2 ) = 1

2 , on obtient pour

z > 0, k := π(y), z = o(
√
k), x =

√
Ny e−zD(y)

(2·8) Ψ1(x, y) = 2π(y)Φ(z)e(z3/
√
k)gy(z/

√
k)
{

1 +O
(1 + z√

k

)}
.

6. Voir [10].

7. Voir [13] pour une présentation détaillée.
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Ici, gy(v) :=
∑∞
j=1 aj,yv

j où {aj,y}∞j=1 est une suite de nombres complexes

satisfaisant à |aj,y| 6 Aj (j > 1) pour une constante convenable A indépendante
de y, et a1,y � 1. La formule (2·5), qui est valable sans restriction sur z > 0, est
toujours plus précise que (2·8). Dans le domaine considéré au Corollaire 2.2, on a
k = π(y) � u. Le théorème de Petrov fournit donc lorsque z � u1/4

(2·9) Ψ1(x, y) = 2π(y)Φ(z)
{

1 +O
(1 + z√

u
+
z4

u

)}
.

Cette évaluation est moins précise que (2·7) dans le domaine considéré.

Le second corollaire est une formule asymptotique pour

log
{
τ(Ny, x)/τ(Ny)

}
= log

{
Ψ1(x, y)/2π(y)

}
dans un domaine plus large. Nous posons

γ(v) :=
1

log 2

{ v

ev + 1
+ log(1 + e−v)

}
= E

( 1

1 + ev

)
.

Corollaire 2.3. Soient y > 2 , Ny = eϑ(y), x satisfaisant à 2 log x < ϑ(y) 6
(log x)3 et v := log

(
{ϑ(y)/ log x} − 1

)
> 0. On a

Ψ1(x, y) = 2π(y)γ(v){1+O((v+1)/ log y)}.

Pour la commodité du lecteur, nous mentionnons que, dans le domaine non
couvert par cet énoncé, disons y � (log x)3, une formule asymptotique pour
log Ψ1(x, y) résulte immédiatement de (2·6) et d’évaluations uniformes classiques
pour log Ψ(x, y), par exemple [18], théorème III.5.2.

À l’instar de la plupart des estimations issues de la méthode du col, le Théo-
rème 2.1 fournit comme application spécifique une formule semi-asymptotique pour
la fonction x 7→ Ψ1(x, y).

Corollaire 2.4. On a, uniformément pour x > y > 2 tels que ϑ(y) > 2 log(cx)
et 1 6 c 6 y,

(2·10) Ψ1(cx, y) = cαΨ1(x, y)
{

1 +O
( 1√

u

)}
.

La méthode fournit également de bonnes estimations dans le cas des intervalles
courts.

Théorème 2.5. Soit ε > 0. On a, uniformément pour x > y > 2, z > 1, tels que
ϑ(y) > 2 log(x+ x/z),

(2·11)

Ψ1

(
x+

x

z
, y
)
−Ψ1(x, y)

= Ψ1(x, y)

{
1 +O

(
1/z + 1/u

)
z
√

2πσ2G
(
α
√
σ2

) +O
( 1 + α log y

eκ3u/(log 2u)2
+

1

Yε

)}
Le corollaire suivant est le résultat dont nous aurons besoin pour la minoration

de Λ∗k. La symétrie des diviseurs de Ny := eϑ(y) nous permet d’obtenir une
estimation valable sans condition sur le couple (x, y). La démonstration utilise
l’estimation analogue de Hildebrand [8] pour Ψ(x, y).
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Corollaire 2.6. Soit κ > 1. On a uniformément sous les conditions x > 2,
y > 2, 1 6 z 6 min

{
x, yκ

}
,

(2·12) Ψ1(x+ x/z, y)−Ψ1(x, y)� Ψ1(x, y)/z.

Remarque. Il n’est pas exclu que la méthode de Hildebrand dans [9] puisse être
appliquée directement pour montrer qu’il existe une constante y0 telle que, pour

x > y > y0 et c > 1 + e−
√

log y, on ait

(2·13) Ψ1(cx, y) 6 cΨ1(x, y).

On peut, en effet, établir assez facilement la validité de (2·13) sous les conditions
supplémentaires y 6 x 6 y2, c 6 4. Cependant, des difficultés techniques
importantes apparaissent lorsqu’on essaie d’obtenir le cas général en faisant appel
à l’équation fonctionnelle

(2·14) Ψ1(x, y) log x−
∫ x

1

Ψ1(t, y)
dt

t
=
∑
p6y

Ψp(x/p, y) log p

où l’on a posé

Ψp(z, y) :=
∑

n6z, p -n
P+(n)6y

µ(n)2.

2·2. Évaluation de α(x,y)

Nous observons d’abord que l’existence de la solution α = α(x, y) à (2·1) résulte
immédiatement de la décroissance de −ϕ′(σ, y) en tant que fonction de σ et des
relations −ϕ′(0, y) = 1

2ϑ(y), −ϕ′(1, y) < log x (x > x0, x > y > 2).(8) On a donc
pour ces mêmes valeurs de x et y

0 < α(x, y) < 1.

Nous posons

(2·15) Lε(y) := e(log y)(3/5)−ε , Yε := e(log y)(3/2)−ε .

Le résultat suivant est établi par sommation d’Abel à partir d’une forme forte du
théorème des nombres premiers comme dans [10] (lemme 13). Nous omettons les
détails.

Lemme 2.7. On a

(2·16) −ϕ′(σ, y) =
y1−σ − 1

(1 + y−σ)(1− σ)

{
1 +O

( 1

log y

)}
+O(1)

uniformément pour 0 < σ < 2. De plus, pour tous ε > 0, σ0 > 0, le terme d’erreur
O(1/ log y) peut être remplacé par O

(
1/Lε(y)

)
lorsque σ > σ0.

Nous rassemblons nos évaluations pour α(x, y) dans l’énoncé suivant. Nous faisons
un usage systématique de la notation (2·4). Nous utilisons également la fonction
ξ(t), définie sur [1,∞[ comme l’unique solution de l’équation eξ = 1 + tξ si t > 1
et prolongée par continuité en t = 1 — de sorte que ξ(1) = 0.

8. Cette dernière relation résulte de la formule bien connue∑
p6y

log p

p− 1
= log y − γ + o(1) (y →∞).
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Lemme 2.8. Soient ε > 0 et x > x0(ε).
(i) Si (log x)1+ε < y 6 x, on a

(2·17) α = 1− ξ(u)

log y
+O

( 1

u(log y)2
+

1

Lε(y)

)
.

(ii) Si 2 log x < ϑ(y) 6 (log x)3, on a

(2·18) α =
{1 +O(1/ log y)}

log y
log
( ϑ(y)

log x
− 1
)
.

Démonstration. La relation (2·17) est établie, à partir de (2·16), de manière
identique à l’évaluation (7·8) de [10]. Nous renvoyons le lecteur à [10] pour les
détails des calculs.

Pour montrer (2·18), nous observons d’abord qu’au vu de (2·16) on a néces-
sairement, sous les hypothèses effectuées,

y1−α � log x.

On en déduit que

log x− ϑ(y)

1 + yα
=
∑
p6y

log p(yα − pα)

(1 + pα)(1 + yα)

� αy1−α � α log x.

Désignant par β la solution de

ϑ(y)

1 + yβ
= log x,

on en déduit

|α− β| log x log y � ϑ(y)|yα − yβ |
(1 + yα)(1 + yβ)

� α log x.

Cela fournit bien (2·18). ut

2·3. Estimations préliminaires à l’emploi de la méthode du col

Lemme 2.9. Soit k ∈ N∗. On a uniformément pour x > y > 2, ϑ(y) > 2 log x,

(2·19) ϕ(k)(α, y)� u(log y)k.

Lorsque k = 3, on peut multiplier le membre de droite par min(1, α log y). De plus,
lorsque k = 2 on peut remplacer le signe � par � . Plus précisément

(2·20) ϕ′′(α, y) =
w − 1

w
log x log y

{
1 +O

( 1

log y

)}
où l’on a posé w := ϑ(y)/ log x.
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Démonstration. Observons d’abord que l’on a, en vertu de (2·16),

(2·21)
∑
p6y

log p

1 + pα
� y1−α − 1

1− α
� log x

uniformément pour x > y > 2, ϑ(y) > 2 log x. On remarque ensuite que

(−1)kϕ(k)(α, y) =
∑
p6y

(log p)kQk−1(pα)

(1 + pα)k

où Qk−1 est un polynôme de degré k − 1 de terme dominant positif. On note que
Q0(X) = 1, Q1(X) = X. La majoration (2·19) découle donc du théorème des
nombres premiers et de (2·21). L’assertion relative au cas k = 3 résulte aisément
du fait que Q2(X) = X(X − 1) ; nous omettons les détails.

Pour établir (2·20), on montre d’abord, en appliquant le théorème des nombres
premiers comme dans la preuve de (2·16), que l’on a

ϕ′′(σ, y) =
(y1−σ − 1) log y

(1 + y−σ)2(1− σ)

{
1 +O

( 1

log y

)}
+O(1)

uniformément pour σ > 0. Compte tenu de la définition de α, il suit

ϕ′′(α, y) =
log x log y

1 + y−α

{
1 +O

( 1

log y

)}
+O(1).

On conclut en évaluant 1 + y−α par (2·17) et (2·18). ut

Lemme 2.10. Soient x > y > 2 tels que ϑ(y) > 2 log x et s = α(x, y) + iτ avec
τ ∈ R.

(i) Si |τ | 6 1/ log y, on a

(2·22)
∣∣∣ ζ1(s, y)

ζ1(α, y)

∣∣∣ 6 e−κ0u(τ log y)2

(ii) Si ε > 0 est fixé et si y > y0(ε), 1/ log y < |τ | 6 Yε, on a

(2·23)
∣∣∣ ζ1(s, y)

ζ1(α, y)

∣∣∣ 6 e−κ0uτ
2/{(1−α)2+τ2}.

Démonstration. On a pour tout nombre premier p∣∣∣∣ 1 + p−s

1 + p−α

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1− 2{1− cos(τ log p)}
pα(1 + p−α)2

∣∣∣∣−1/2

6 exp

{
− 1− cos(τ log p)

2(1 + pα)

}
.

Les estimations annoncées peuvent être établies, comme au lemme 8 de [10], en
formant le produit sur p 6 y de cette inégalité et en faisant appel aux estimations
classiques de Vinogradov–Korobov concernant les sommes d’exponentielles sur des
nombres premiers. Nous omettons les détails qui sont très voisins de ceux de [10].

ut



14 r. de la bretèche et g. tenenbaum

Lemme 2.11. Soit ε > 0. On a, uniformément pour tous nombres réels x, y, z tels
que x > y > 2, ϑ(y) > 2 log x, et z ∈ [1, Yε]

(2·24) Ψ1(x+ x/z, y)−Ψ1(x, y)� xαζ1(α, y)
{

1/z + e−κ1u
}
.

Démonstration. Introduisons la fonction de poids

wz(t) :=
1

2π

( sin tz/2

tz/2

)2

.

Le membre de gauche de (2·24) est

�
∑

P+(n)6y

µ(n)2
(x
n

)α
wz

(
log

x

n

)
=

1

2πiz

∫ α+iz

α−iz
ζ1(s, y)xs(1− |τ/z|) ds.

En majorant |ζ1(s, y)| par ζ1(α, y) lorsque |τ | 6 1 et par ζ1(α, y)e−κ1u, grâce à
(2·23), lorsque 1 6 |τ | 6 Yε, on obtient bien l’estimation annoncée. ut

2·4. Preuve du Théorème 2.1

Lorsque

(2·25) u 6 (log2 y)5,

nous pouvons faire appel au théorème 1 de [11] qui fournit

Ψ1(x, y) =
6

π2
Ψ(x, y)

{
1 +O

( log2 y

log y

)}
.

Le terme d’erreur de cette formule est donc� e−
1
2u

1/5

. De plus, on a dans le même
domaine, d’après le théorème 1 de [10],

(2·26) Ψ(x, y) =
xβζ(β, y)

β
√

2πϕ2(β, y)

{
1 +O

( 1

u

)}
où ζ(s, y) :=

∏
p6y(1− 1/ps)−1, β = β(x, y) est la solution réelle de l’équation

− d

ds
log ζ(s, y) =

∑
p6y

log p

pβ − 1
= log x,

et où l’on a posé

ϕ2(β, y) =
d2

ds2
log ζ(β, y).

Il découle de la formule (7·8) de [10] et du Lemme 2.8(i) que

β = α{1 +O
(
1/u(log y)2

)
}.

On en déduit facilement que

σ2 = ϕ2(β, y)
{

1 +O
( 1

u(log y)2

)}
,

xβζ(β, y) = xαζ(α, y)
{

1 +O
( 1

u(log y)2

)}
=
π2

6
xαζ1(α, y)

{
1 +O

( 1

u(log y)2

)}
.

En reportant dans (2·26) et en tenant compte de l’évaluation (2·3), on obtient bien
(2·5) sous la condition (2·25).

Considérons ensuite le cas

(2·27) u > (log2 y)5.

Nous déduirons le résultat annoncé de la conjonction des deux énoncés suivants.
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Proposition 2.12. Soit ε ∈]0, 1[. On a, uniformément pour tous nombres réels
x, y tels que x > y > 2, ϑ(y) > 2 log x,

(2·28) Ψ1(x, y) =
1

2πi

∫ α+i/ log y

α−i/ log y

ζ1(s, y)xs
ds

s
+O

(
xαζ1(α, y)E

)
,

avec E := e−κ2u/(log u)2 + 1/Yε.

Proposition 2.13. On a, uniformément pour tous nombres réels x, y tels que
x > y > 2, ϑ(y) > 2 log x,

(2·29)
1

2πi

∫ α+i/ log y

α−i/ log y

ζ1(s, y)xs
ds

s
= xαζ1(α, y)G

(
α
√
σ2

){
1 +O

( 1

u

)}
.

Avant de démontrer ces résultats, vérifions qu’ils impliquent bien (2·5) sous la
condition (2·27). Il suffit de montrer que le terme d’erreur de (2·28) est absorbé
par celui de (2·5). Or, on a d’après (2·3) et (2·19)

G
(
α
√
σ2

)
� 1

1 + α
√
σ2
� 1√

u log y

alors que, sous les conditions (2·27) et ϑ(y) > 2 log x, le terme d’erreur E de (2·28)
satisfait, par exemple,

E � e−(log u)4/3

log y
.

Ces estimations sont amplement suffisantes pour notre objectif.

Démonstration de la Proposition 2.12. Nous procédons comme au lemme 10 de [10]
et, en conséquence, nous nous contentons d’indications succinctes.

La formule de Perron effective permet d’écrire

Ψ1(x, y)− 1

2πi

∫ α+iT

α−iT
ζ1(s, y)xs

ds

s
� xα

∑
P+(n)6y

µ(n)2

nα{1 + T | log(x/n)|}
.

En choisissant T = 1/E2 et en appliquant le Lemme 2.11, on obtient immédia-
tement que le membre de droite est � xαζ1(α, y)E. On majore ensuite la con-
tribution du domaine 1/ log y < |τ | 6 T à l’intégrale de Perron en utilisant le
Lemme 2.10 et la relation 1− α � ξ(u)/ log y qui découle du Lemme 2.8. ut
Démonstration de la Proposition 2.13. Observons d’abord que le terme principal
de (2·29) satisfait à

(2·30) xαζ1(α, y)G
(
α
√
σ2

)
� xαζ1(α, y)

1 + α
√
σ2
� xαζ1(α, y)

1 + α
√
u log y

.
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Posons T0 := u−1/3/ log y. Le Lemme 2.10(i) permet d’estimer la contribution au
membre de gauche de (2·29) des nombres réels τ tels que T0 < |τ | 6 1/ log y. Elle
est

� xαζ1(α, y)

∫ 1/ log y

T0

e−κ0u(τ log y)2 dτ

α+ τ
� xαζ1(α, y)e−κ0u

1/3

u−1/3 + α log y
.

Par (2·30), cette contribution est donc englobée par le terme d’erreur de (2·29).
Comme T j0σj � 1 pour j = 3, 4 et comme

∣∣ϕ(4)(α + iτ, y)
∣∣ � σ∗4 := u(log y)4

pour |τ | 6 1/ log y, on peut écrire

(2·31)

1

2πi

∫ α+iT0

α−iT0

ζ1(s, y)xs
ds

s
=
xαζ1(α, y)

2π

∫ T0

−T0

e−
1
2 τ

2σ2+ 1
6 iτ

3σ3+O(τ4σ∗4 ) dτ

s

=
xαζ1(α, y)

2π
{J2 + 1

6 iJ3 +O(V )}

avec

J2 :=

∫ T0

−T0

e−
1
2 τ

2σ2
dτ

s
, J3 := σ3

∫ T0

−T0

e−
1
2 τ

2σ2τ3 dτ

s
,

V :=

∫ T0

−T0

e−
1
2 τ

2σ2{τ6σ2
3 + τ4σ∗4}

dτ

|s|
.

Montrons d’abord que V n’induit qu’une contribution au terme résiduel de (2·29).
En effectuant le changement de variables τ = v/

√
σ2, on obtient en effet

V �
∫ ∞

0

e−
1
2 v

2
(v6σ2

3

σ3
2

+
v4σ∗4
σ2

2

) dv

α
√
σ2 + v

�
∫ ∞

0

e−
1
2 v

2

v4(1 + v2)
dv

u
(
α
√
σ2 + v

) � 1

u
(
1 + α

√
σ2

) .
Nous utilisons la symétrie de l’intégrale pour établir que la même majoration est
valable pour J3. En effet,

J3 = −2iσ3

∫ T0

0

e−
1
2 τ

2σ2τ4 dτ

α2 + τ2

� min(1, α log y)√
u

∫ ∞
0

e−
1
2v

2 v4 dv

α2σ2 + v2

� α log y

α
√
uσ2(1 + α

√
σ2)
� 1

u
(
1 + α

√
σ2

) .
Il reste à évaluer J2. Posons m := α

√
σ2. On a

(2·32) J2 = 2α

∫ T0

0

e−
1
2 τ

2σ2 dτ

α2 + τ2
= G0

(
m2
)
− 2

∫ ∞
T0/α

e−m
2t2/2 dt

1 + t2

avec G0(v) := 2
∫∞

0
e−vt

2/2 dt/(1 + t2). Comme m2T 2
0 /α

2 � u1/3, la dernière
intégrale du membre de droite de (2·32) est négligeable. On a

d

dv

(
e−v/2G0(v)

)
= −e−v/2

∫ ∞
0

e−vt
2/2 dt = −e−v/2

√
π

2v
,
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d’où

(2·33) G0(v) = ev/2
∫ ∞
v

e−t/2
√
π

2t
dt = 2πev/2Φ

(√
v
)

= 2πG
(√
v
)
.

En reportant dans (2·32) puis (2·31), on obtient bien (2·29). ut

2·5. Preuve des Corollaires 2.2 et 2.3

Preuve du Corollaire 2.2. Dans le domaine considéré on a

sup
06σ6α

{
σ3|ϕ′′′(σ, y)|+ σ4|ϕ(4)(σ, y)|} � α4u(log y)4.

En estimant ϕ(0, y) par un développement de Taylor à l’ordre 4 en σ = α, on
obtient

ϕ(α, y)− ϕ(0, y)− αϕ′(α, y) + 1
2α

2ϕ′′(α, y)� u(α log y)4.

Par (2·18) on a encore

α log y � zD(y)/ log x � z/
√
u,

alors que z4 � u par hypothèse. En reportant dans (2·5), il suit donc

τ(Ny, x) = τ(Ny)Φ(z1)
{

1 +O
(z4 + 1

u

)}
avec z1 := α

√
σ2.

Comparons z à z1. On a

ϑ(y)− 2 log x = 2ϕ′(α, y)− 2ϕ′(0, y) = 2ασ2 +O(α3u(log y)4)

= 2α
√
σ2D(y) +O(α3u(log y)4).

On en déduit que z1 = z +O(z3/u), d’où

Φ(z1)− Φ(z)

Φ(z)
� (1 + z)|z − z1| �

1 + z4

u
.

ut

Preuve du Corollaire 2.3. La formule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire

ϕ(α, y)− ϕ(0, y)− αϕ′(α, y) = −
∫ α

0

tϕ′′(t, y) dt

= −(log 2)
∑
p6y

∫ α

0

(log p)γ′(t log p) dt

= −(log 2)π(y) + (log 2)
∑
p6y

γ(α log p).
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En reportant dans (2·5), nous en en déduisons

(2·34) τ(Ny, x) = exp
{∑
p6y

γ(α log p)
}
G(α
√
σ2)
{

1 +O(1/u)
}
.

Maintenant, on a par sommation d’Abel

∑
p6y

γ(α log p) = π(y)γ(α log y)− α
∫ y

2

γ′(α log t)
π(t)

t
dt.

Comme γ′(v)� ve−v et, par (2·18), α = v{1 +O(1/ log y)}/ log y, une majoration
de type Tchébychev permet d’estimer le second terme :

α

∫ y

2

γ′(α log t)
π(t)

t
dt� α2

∫ y

2

t−α dt� π(y)vγ(v)/ log y.

Il découle également de (2·18) que

γ(α log y) = γ(v){1 +O(v/ log y)}.

L’estimation G(z) � 1/(1 + z) (z > 0) fournissant G(α
√
σ2) = eO(log y), la

démonstration du Corollaire est complète. ut

2·6. Preuve du Corollaire 2.4

La variable y étant fixée, y > 2, nous pouvons écrire, en vertu de (2·5),

Ψ1(yu, y) = ef(u)
{

1 +O
( 1

u

)}
pour tout nombre réel u tel que 1 6 u < 1

2ϑ(y)/ log y, avec

f(u) := αuu log y + ϕ(α, y) + g
(
α
√
σ2

)
, αu := α(yu, y),

g(z) := logG(z) = 1
2z

2 + log Φ(z).

La formule (2·10) équivaut alors à

f(u+ t)− f(u) = tαu log y +O(1/
√
u) (0 6 t 6 1),

et il nous suffit donc d’établir que l’on a

(2·35) f ′(u) = αu log y +O(1/
√
u), f ′′(u)� 1/u (u > 1).

Pour établir (2·35), nous observons d’abord que la relation u log y+ϕ(αu, y) = 0
fournit par dérivation

α′u = − log y

σ2
� −1

u log y
, α′′u =

(α′u)2σ3

σ2
� 1

u2 log y
,
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et donc, posant λu := αu
√
σ2

λ′u = α′u
√
σ2

{
1− αuσ3

2σ2

}
� 1 + αu log y√

u
,

λ′′u =
{
α′′u
√
σ2 −

(α′u)2σ3

2
√
σ2

}{
1− αuσ3

2σ2

}
+

(α′u)2

2
√
σ2

{
αuσ

∗
4 − σ3 −

αuσ
2
3

σ2

}
� 1 + αu log y

u3/2
.

Nous notons ensuite que la formule (2·3) implique

(2·36) g′(z)� 1

1 + z
, g′′(z)� 1

1 + z2
(z > 0).

On peut alors écrire

f ′(u) = α′uu log y + αu log y − α′uσ1 + λ′ug
′(λu)

= αu log y +O
( 1 + αu log y
√
u
(
1 + αu

√
σ2

)) = αu log y +O
( 1√

u

)
et

f ′′(u) = α′u log y + λ′′ug
′(λu) + (λ′u)2g′′(λu)

� 1

u
+

1 + αu log y

u3/2
(
1 + αu

√
σ2

) +
1 + α2

u(log y)2

u
(
1 + α2

uσ2

) � 1

u
.

Cela achève la démonstration du Corollaire 2.4. ut

2·7. Preuve du Théorème 2.5

La proposition suivante peut être établie de manière semblable à la Proposi-
tion 2.13, avec en fait des calculs plus simples. Nous en omettons la démonstration.

Proposition 2.14. On a, uniformément pour tous nombres réels x, y tels que
x > y > 2, ϑ(y) > 2 log x,

(2·37)
1

2πi

∫ α+i/ log y

α−i/ log y

ζ1(s, y)xs ds =
xαζ1(α, y)√

2πσ2

{
1 +O

( 1

u

)}
.

De plus la même estimation vaut pour

1

2π

∫ α+i/ log y

α−i/ log y

|ζ1(s, y)xs| |ds|.

Posons x1 := x+ x/z, et α1 := α(x1, y). Comme on a

∂α

∂x
(x, y) =

−1

xϕ′′(α, y)
� −1

xu(log y)2

d’après le Lemme 2.9, on voit que

(2·38) 0 6 α− α1 �
1

u(log y)2
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et donc, pour tout σ ∈ [α, α1]

(2·39) xσ1 |ζ1(σ + iτ, y)| � xα|ζ1(α+ iτ, y)|.

Cette estimation, appliquée avec τ = 0, nous permet en particulier, grâce à la
Proposition 2.12, d’obtenir

(2·40) Ψ1(x1, y) =
1

2πi

∫ α1+i/ log y

α1−i/ log y

ζ1(s, y)xs1 ds+O
(
xαζ1(α, y)E

)
avec E := e−κ2u/(log 2u)2+1/Yε. D’après (2·38) et (2·39), on voit par une application
immédiate du théorème des résidus que l’erreur commise en remplaçant α1 par α
dans le terme principal de (2·40) est

� xα|ζ1(α+ i/ log y, y)|(α− α1)

α+ 1/ log y
� xαζ1(α, y)e−κ0u

log y

où nous avons utilisé (2·23). Cette dernière majoration est d’un ordre inférieur à
celle du terme d’erreur de (2·40), quitte à modifier convenablement la valeur de κ2.
Nous obtenons donc

Ψ1(x1, y) =
1

2πi

∫ α+i/ log y

α−i/ log y

ζ1(s, y)xs1 ds+O
(
xαζ1(α, y)E

)
,

et, en effectuant la différence avec (2·28), nous obtenons

Ψ1

(
x+

x

z
, y
)
−Ψ1(x, y)

=
1

2πi

∫ α+i/ log y

α−i/ log y

ζ1(s, y)xs
{ (1 + 1/z)s − 1

s

}
ds+O

(
xαζ1(α, y)E

)
.

Compte tenu de (2·3) et du Théorème 2.1, on voit que le terme d’erreur est bien
de l’ordre de celui de (2·11).

En utilisant le développement limité

(1 + 1/z)s − 1 = s/z +O
(
|s|/z2

)
,

nous pouvons estimer le terme principal par

1

2πiz

∫ α+i/ log y

α−i/ log y

ζ1(s, y)xs ds+O
( 1

z2

∫ α+i/ log y

α−i/ log y

|ζ1(s, y)xs| |ds|
)

=
xαζ1(α, y)

z
√

2πσ2

{
1 +O

(1

z
+

1

u

)}
,

d’après la Proposition 2.14. On conclut grâce au Théorème 2.1. ut
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2·8. Preuve du Corollaire 2.6

Nous pouvons supposer x > y : dans le cas contraire le résultat découle
immédiatement du fait que la densité de Schnirelmann des entiers sans facteurs
carrés est strictement positive.(9)

Plusieurs cas sont à considérer. Lorsque y > (log x)3, nous avons, d’après le
corollaire 2 de Hildebrand dans [8] et le théorème 1 de Ivić & Tenenbaum [11],
pour 1 6 z 6 min{x, yκ},

Ψ1(x+ x/z, y)−Ψ1(x, y) 6 Ψ(x+ x/z, y)−Ψ(x, y)� Ψ(x, y)

z
� Ψ1(x, y)

z
.

Lorsque y 6 (log x)3 et ϑ(y) > 2 log(x+ x/z), le Théorème 2.5 fournit l’estimation
requise avec beaucoup de marge puisque l’on a alors u� y1/3/ log y.

Soit Ny := eϑ(y). Lorsque x >
√
Ny, nous utilisons la symétrie de diviseurs de

Ny autour de
√
Ny sous la forme

(2·41) Ψ1(x+ x/z, y)−Ψ1(x, y) = Ψ1(x1, y)−Ψ1(x1 − x1/z1, y)

avec x1 := (Ny/x)− 0, et z1 := z + 1. D’après ce qui précède le membre de droite
de (2·41) est

� Ψ1(x1, y)

z1
� τ(Ny)

z
� Ψ(x, y)

z
.

Lorsque x + x/z >
√
Ny > x, nous appliquons les résultats établis jusqu’ici aux

intervalles ]x,
√
Ny] et ]

√
Ny, x+ x/z]. Cela achève la démonstration. ut

3. Étude de Λk(d)

3·1. Lemmes généraux relatifs à la fonction de diviseurs ; preuve
du Théorème 1.3

Lemme 3.1. Soit λ(α) := log
(
1 + 2−α

)
/ log 2 (α > 0). Alors on a

(3·1)
∑
d|n

τ(d)−α 6 τ(n)λ(α) (n > 1).

Démonstration. Le membre de gauche de (3·1) vaut

(3·2)
∏
pν‖n

∑
06j6ν

(j + 1)−α.

La majoration annoncée équivaut donc à la validité de l’inégalité

(3·3)
∑

06j6ν

(j + 1)−α 6 (ν + 1)λ(α)

pour chaque entier ν > 1. Or, (3·3) est trivialement réalisée pour ν = 1 et, en
supposant la propriété réalisée jusqu’au rang ν, on a pour ν > 1∑

06j6ν+1

(j + 1)−α 6 (ν + 1)λ(α) + (ν + 2)−α

= (ν + 2)λ(α)
{(ν + 1

ν + 2

)λ(α)

+ (ν + 2)−α−λ(α)
}
.

9. Cette densité vaut en fait exactement 53
88

, un résultat dû à K. Rogers [17].
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On vérifie facilement que λ(α) + α > 1. Cela permet de montrer, par une étude
standard, que le terme entre accolades est une fonction de x = 1/(ν + 2) qui est
décroissante puis croissante sur l’intervalle [0, 1

2 ]. Comme cette fonction vaut 1 en
x = 0 et en x = 1

2 , elle n’excède pas 1 sur
[
0, 1

2

]
. Cela établit bien (3·3) et donc (3·1).

ut
Remarque. La démonstration précédente s’achève donc par la preuve, via une étude
de fonction standard, de l’inégalité

(3·4) (1− x)λ(α) + xα+λ(α) 6 1 ( 1
2 6 x 6 1).

Mohan Nair (communication personnelle) a donné une intéressante explication rela-
tive à la valeur des exposants apparaissant dans (3·4). Cela repose sur l’observation
générale suivante, également déduite d’un facile calcul de variations : pour tous
a > 1, 0 < b < 1, la fonction F (x) := 1 − xa − (1 − x)b possède dans l’intervalle
]0, 1[ un unique zéro γ, et, de plus, on a F (x) > 0 pour 0 6 x 6 γ alors que
F (x) 6 0 pour γ 6 x 6 1. Dans le cas de notre application, le choix a = α+ λ(α),
b = λ(α), impose F

(
1
2

)
= 0, d’où γ = 1

2 et donc la conclusion.

Preuve du Théorème 1.3. Soit α > 0. La quantité à majorer n’excède pas

(3·5)
∑
d|n

τ(n)αβ

τ(d)α
6 τ(n)αβ+λ(α),

d’après (3·1).

En choisissant optimalement

(3·6) α :=
1

log 2
log
(1− β

β

)
,

on obtient bien (1·16). ut
Remarque. Soit D(x) := supm6x τ(m) (x > 1). L’inégalité (3·1) fournit une preuve
très simple de la majoration

(3·7)
∑
d|n
d6nβ

1 6 D(n)E(β)+o(1) (0 6 β < 1
2 , n→∞)

établie par le premier auteur dans [1]. En effet, puisque D(nβ) = D(n)β+o(1), on
peut majorer le membre de gauche de (3·7) par

∑
d|n

D(n)αβ+o(1)

τ(d)α
6 D(n)αβ+λ(α)+o(1),

d’après (3·1). On conclut comme précédemment en choisissant α égal au membre
de droite de (3·6).

Nous aurons plusieurs fois l’occasion de faire appel au résultat suivant, qui fait
l’objet du lemme 4 de [6].
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Lemme 3.2 ([6]). On a uniformément pour ξ > 0, 2ξ 6 T ,

(3·8)
∑

P+(m)6T

τ(m)ξ

m
� (1 + log T )2ξ .

3·2. Majoration de Λk(d)

Posons
ϑk := 1/(log2 k).

Il sera également commode d’introduire le paramètre h :=
[
(log k)/ log 2

]
, de sorte

que

(3·9) 2h 6 k < 2h+1, K = eh log h+O(h), Kj = eh logj+1 h+O(h) (j = 1, 2).

Lemme 3.3. Soit d < (KK1)1/2 et s ∈]0, 1[ défini par d = (KK1)(1−s)/2. On a
alors, pour une constante convenable c > 0,

(3·10) Λk(d)� kO(1)

K1+cs2
.

En particulier, tout entier d tel que Λk(d) = Λ∗k satisfait à

(3·11) d > K
1
2−ek

avec ek := c1
√

log3 k/ log2 k pour une constante positive convenable c1.

Démonstration. On a

log d = 1
2 (1− s)h{log h+ log2 h+O(1)},

log2 d = log h+ log2 h+ log(1− s) +O(1),

log d

log2 d
= 1

2 (1− s)h+O
( h

log h

)
.

On en déduit, en faisant appel à la majoration de Ramanujan [15] pour l’ordre
maximal de la fonction de diviseurs,

(3·12) max
t6d

τ(t) 6 d{log 2+O(1/ log2 d)}/ log2 d 6 k
1
2 (1−s)+O(ϑk).

Rappelons la formule (1·8). Nous allons montrer que l’on a, pour k assez grand
et c assez petite,

(3·13) τ(md) > k1+cs2−ϑ2
k

pour tout entier m apparaissant au membre de gauche de (1·8). C’est évident si
cs2 < ϑ2

k. Mais, pour un choix convenable de c, cs2 > ϑ2
k implique que la borne

supérieure de (3·12) est <
√
k. On peut donc appliquer le Théorème 1.3 sous la

forme
k 6

∑
t|md

τ(t)6kβ

1 6 τ(md)E(β)
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pour β = 1
2 − ε et ε = 1

2s+O(ϑk) > 0. Comme on a

E( 1
2 − ε) = 1− 1

log 2

∞∑
n=1

4nε2n

2n(2n− 1)
6 1− 2ε2

log 2

lorsque 0 6 ε < 1
2 , cela fournit bien (3·13).

Il suit, pour tout ξ ∈ [0, (log d)/ log 2],

(3·14)

Λk(d)� 1

d log d

∑
P+(m)6d

τ(md)ξ

mk(1+cs2−ϑ2
k
)ξ

� τ(d)ξ(1 + log d)2ξ−1

dk(1+cs2−ϑ2
k
)ξ

,

d’après (3·8). En majorant τ(d) par le membre de gauche de (3·12) et en opérant
le choix quasi-optimal défini par

(3·15) 2ξ =
log k

log2 k
,

on obtient

Λk(d)� Ks
1k
O(1)

K1+cs2
.

En distinguant les cas s > 1/ log3 k et s 6 1/ log3 k, on obtient bien (3·10) quitte
à altérer la valeur de la constante c.

La minoration (3·11) est obtenue en comparant (3·10) à la minoration de (1·11).
Nous omettons les détails du calcul. ut

Lemme 3.4. On a pour k > 100, 1
3 6 v 6 2,

(3·16) sup
d>Kv

Λk(d) 6
K1−v

2 kO(1)

KKv
1

.

En particulier,

(3·17) Λ∗k 6

√
K2 k

O(1)

K
√
K1

.

Démonstration. D’après le Lemme 3.3, le maximum Λ∗k est atteint en une valeur

d = Ku avec u > 1
2 +O

(√
(log2 h)/ log h

)
. On peut aussi supposer d 6 K2 puisque

Λk(d) 6 1/d. La majoration (3·17) découle donc bien de (3·16).
Pour ces valeurs de d, nous allons majorer le second membre de (1·8).
Nous pouvons d’abord, grâce à (3·14), écarter les entiers m tels que τ(md) > k2.
Pour les entiers m restants, posons T = Tk := exp

{
(log2 k)6

}
et décomposons

chaque entier m apparaissant au second membre de (1·8) sous la forme m = m1m2

avec
P+(m1) 6 T < P−(m2).

Nous allons établir que l’on a pour k assez grand

(3·18) τ(m1d) > k1−ϑ2
k .
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C’est évident si τ(m2) 6 kϑ
2
k puisque

(3·19) k = τ(md, d) 6 τ(m1d)τ(m2, d).

Dans le cas contraire, on observe que chaque diviseur t de m2 n’excédant pas d
vérifie

τ(t) 6 2Ω(t) 6 d(log 2)/ log T 6 k2ϑ5
k 6 τ(m2)2ϑ3

k .

D’après le Théorème 1.3, on en déduit, pour k assez grand,

τ(m2, d) 6 τ(m2)E(2ϑ3
k) 6 k2E(2ϑ3

k) 6 kϑ
2
k .

On en déduit encore (3·18) par (3·19).
La contribution à (1·8) des entiers m satisfaisant (3·18) n’excède pas

1

d

∏
p6d

(
1− 1

p

) ∑
P+(m1)6T

τ(m1d)ξ

k(1−ϑ2
k
)ξm1

∑
P−(m2)>T

P+(m2)6d

1

m2
� τ(d)ξ(1 + log T )2ξ−1

dk(1−ϑ2
k
)ξ

,

d’après (3·8). Insérons la première majoration (3·12) et opérons le choix quasi-
optimal ξ := (log2 k − log4 k)/ log 2. Posant λ := log3 k/ log2 k, nous obtenons la
majoration

k−ξ(1−u+λu)+O(1)

Ku
=
K1−u

2 kO(1)

KKu
1

.

ut

3·3. Preuve du Théorème 1.4

Commençons par établir (1·19) et (1·20). Le renseignement supplémentaire selon
lequel la somme est dominée par les entiers vérifiant (1·21) ne sera pas employé
directement dans ce travail. Nous l’avons cependant inclus en vue d’applications
ultérieures.

Nous utilisons ici la méthode du col sous une forme très voisine de celle qui est
employée pour établir le théorème 1 de [6]. Nous nous contentons donc d’indications
relativement sommaires, renvoyant le lecteur à [6] pour les détails calculatoires.

L’existence de la solution % à l’équation (1·17) résulte immédiatement de la
croissance de l’expression figurant au membre de gauche, dont la limite à l’infini
vaut

π(z)− π(y) ∼ z/ log z > y(log y)κ1−1.

On a de plus %� h/ log u puisque

h

%
=
F ′(%)

F (%)
6

∑
y<p6z

1

p
� log u.

Ensuite, on remarque que %� y/ log u pour y assez grand car, pour 5/ log u < s 6√
z/y, on a ∑

y<p6z

sy

sy + p
>

∑
√
yz<p6yu

sy

2p
> 1

5sy log u > h.
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Posons alors %1 := y(1 + c/ log u), où c est assez grande pour que % 6 %1. On note
que %1 ∈]y, z[ pour y > y0. On a

∑
y<p6z

%

p(p+ %)
6

∑
y<p6z

%1

p(p+ %1)
6

∑
y<p6%1

1

p
+ %1

∑
p>%1

1

p2
� log2 y

log y
.

D’où

F ′(%)

F (%)
=

∑
y<p6z

{1

p
− %

p(p+ %)

}
= log u+O

( log2 y

log y

)
= log u

{
1 +O

( 1

R

)}
,

et donc

(3·20) % =
h

log u

{
1 +O

( 1

R

)}
.

Pour v ∈ Cr]−∞,−y], posons

ϕ(v) :=
∑

y<p6z

log
(

1 +
v

p

)

où les logarithmes sont pris en détermination principale, de sorte que F (v) = eϕ(v)

pour ces mêmes valeurs de v. Il est clair que ϕ(w%) est défini dès que |w| < (y+%)/2%
et que l’on a alors

(3·21) ϕ(w%)− ϕ(%) =
∑

y<p6z

log
(

1 +
%(w − 1)

p+ %

)
= (w − 1)h+O

(
|w − 1|2 h

R

)
,

où nous avons utilisé l’estimation

∑
y<p6z

%2

(p+ %)2
� %

log y
� h

R log2 y
.

Cela permet d’établir facilement (1·19) lorsque h� R, et donc %� (log y)/ log2 y.
En effet, dans ce cas, on peut supposer y0 assez grand pour que % < 1

3y, de sorte
que |w| = 1 implique |w − 1| 6 2 6 (y + %)/2%. On peut donc écrire

sh(y, z) =
1

2πi

∮
|w|=1

eϕ(%w) dw

%hwh+1

=
F (%)

2πi%h

∮
|w|=1

{
1 +O

(h|w − 1|2

R

)}
eh(w−1) dw

wh+1
.

La formule de Cauchy et une évaluation classique du terme d’erreur fournissent
alors (1·19).
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Lorsque h � R, nous obtenons (1·19) en développant F (%eiϑ) au voisinage de
ϑ = 0. Par (3·21), il existe une constante absolue c0 telle que l’on ait pour |ζ| 6 c0,
ζ ∈ C,

(3·22) ϕ(%eiζ) = ϕ(%) + h(eiζ − 1) +O(h|ζ|2/R).

Cela implique par la formule de Cauchy que, pour chaque entier r > 1 fixé,

αr := i−r
[ drϕ(%eiζ)

dζr

]
ζ=0

= h
{

1 +O
( 1

R

)}
.

Comme α1 = h par définition de %, on peut écrire, pour |ϑ| 6 c0,

ϕ(%eiϑ) = ϕ(%) + ihϑ− 1
2α2ϑ

2 − 1
6 iα3ϑ

3 +O(hϑ4)

où la majoration du terme d’erreur découle également de (3·22). En reportant ce
développement limité dans l’intégrale

sh(y, z) =
1

2π

∫ π

−π
F (%eiϑ)e−ihϑ dϑ

pour y estimer la contribution du domaine |ϑ| 6 c0h
−1/3 et en majorant la

contribution complémentaire grâce à l’estimation

F (%eiϑ)� F (%)e−c1hϑ
2

(|ϑ| 6 π)

qu’on établit, pour une constante absolue convenable c1, en raisonnant comme au
lemme 3 de [6], on obtient (1·19) avec des calculs semblables à ceux de la fin de la
preuve du théorème 1 de [6].

On déduit (1·20) de (1·19) en faisant appel à (3·20) et en notant que

ϕ(%) = % log u+O(h/R) = h+O(h/R).
ut

Lemme 3.5. On a uniformément pour y > 2, 0 6 α 6 1,

∑
p6y

1

p1−α = log2 y +
{

1 +O
( 1

log y

)}∫ w

1

tξ′(t) dt+O(1)

avec w := (yα − 1)/(α log y) et où ξ est la fonction apparaissant au Lemme 2.8.

Démonstration. Cela découle immédiatement de la formule∑
p6y

log p

p1−v =
{

1 +O
( 1

log y

)}yv − 1

v
+O(1),

que l’on peut établir grâce au théorème des nombres premiers sous une forme forte,
cf. [19], exercice corrigé III.5.1(d) p. 204.
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Lemme 3.6. Pour h < y < z 6 y2 et 0 < ϑ < 1, on a

(3·23)
∑

ω(m)=h
p |m⇒y<p6z
m>(yz)h(1+ϑ)/2

µ(m)2

m
� (log u)h

h!
e−ϑh/(u−1)2/3+O((u−1)2/3h)

Démonstration. Posons ε := u − 1. Soit σ = ε1/3. Désignons par S la somme à
majorer. On a

(3·24) S 6 e−σh(1+ϑ)/ε
(
∑
y<p6z p

α−1
)h

h!

avec α log y := σ/{ε(1 + 1
2ε)}. D’après le Lemme 3.5 et l’estimation tξ′(t) =

1 +O(1/ log t) (t > 2), on a

∑
y<p6z

pα−1 =

[
zα − 1

α log z
− yα − 1

α log y

]{
1 +O

( 1

α log y

)}
+O(1)

=
{

1 +O
( ε
σ

)} ε
σ

[
e(1+ε)σ/{ε(1+ε/2)}

1 + ε
− eσ/{ε(1+ε/2)}

]
+O(1)

=
{

1 +O
( ε
σ

)} ε
σ

eσ/{ε(1+ε/2)}
[

eσ/(1+ε/2)

1 + ε
− 1 +O(e−σ/2ε)

]
=
{

1 +O
( ε
σ

)} ε
σ

eσ/ε−σ/2σ{1 + 1
2σ +O(σ2)

}
=
{

1 +O
( ε
σ

+ σ2
)}
εeσ/ε.

En reportant dans (3·24), on obtient

S 6
(u− 1)h

h!
e−σhϑ/ε+O(εh/σ+σ2h).

Cela implique bien (3·23). ut

Lemme 3.7. Pour h < y < z 6 y2 et 0 < ϑ < 1, on a

(3·25)
∑

ω(m)=h
p |m⇒y<p6z
m6(yz)h(1−ϑ)/2

µ(m)2

m
� (log u)h

h!
e−ϑh/(u−1)2/3+O((u−1)2/3h)

Démonstration. Posons ε := u − 1. Soit σ = ε1/3. Désignons par T la somme à
majorer. On a

(3·26) T 6 eσh(1−ϑ)/ε
(
∑
y<p6z p

−α−1
)h

h!



Lois locales de la répartition du k-ième diviseur 29

avec α log y := σ/{ε(1 + 1
2ε)}. D’après le théorème des nombres premiers, on a

∑
y<p6z

p−α−1 =

[
y−α

α log y
− z−α

α log z

]{
1 +O

( 1

α log y

)}
+O

(
e−
√

log yy−α
)

=
{

1 +O
( ε
σ

)} ε
σ

[
1 + ε

eσ/{ε(1+ε/2)} −
1

e(1+ε)σ/{ε(1+ε/2)}

]
+O

(
e−σ/{ε(1+ε/2)}e−

√
σ/ε
)

=
{

1 +O
( ε
σ

)} ε
σ

e−σ/{ε(1+ε/2)}
[

1 + ε

eσ/(1+ε/2)
− 1 +O

(
e−
√
σ/ε
)]

=
{

1 +O
( ε
σ

)} ε
σ

σ
{

1− 1
2σ +O(σ2)

eσ/ε+σ/2
}

=
{

1 +O
( ε
σ

+ σ2
)}
εe−σ/ε.

En reportant dans (3·26), on obtient

T 6
(u− 1)h

h!
e−σhϑ/ε+O(εh/σ+σ2h).

Cela implique bien (3·25). ut
Nous sommes maintenant en mesure de compléter la preuve du Théorème 1.4. En

effet, l’assertion complémentaire est une conséquence immédiate de (1·20), (3·23)
et (3·25).

3·4. Minoration de Λ∗k : fin de la preuve du Théorème 1.1

Lemme 3.8. On a, uniformément pour y > 2, Ny = eϑ(y), 1/ log y � ε 6 1
2 ,

x > e(log y)2/ε, b > 1, µ(b)2 = 1, P−(b) > y, ω(b) 6 (1 − ε)π(y), et 1 6 z �
min(x, επ(y)), ∑

d|Nyb
x<d6x+x/z

1� τ(Nyb, x)/z.

Démonstration. Soit y0 une constante positive arbitraire. Nous pouvons supposer
y > y0 car le résultat est trivial lorsque y est borné. Soit S la somme à majorer.
On a

S =
∑
t|b

{
Ψ1

(x
t

+
x

tz
, y
)
−Ψ1

(x
t
, y
)}
.

Lorsque t 6 x/z, nous pouvons employer le Corollaire 2.6 pour majorer la quantité
entre accolades. Dans le cas contraire, elle n’excède manifestement pas la valeur 1.
Il suit

(3·27) S � 1

z

∑
t|b

Ψ1

(x
t
, y
)

+ S1 =
τ(Nyb, x)

z
+ S1

avec S1 :=
∑
t|b, x/z<t6x 1.
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Désignons par {pj(n)}ω(n)
j=1 la suite croissante des facteurs premiers d’un entier

générique n. Les diviseurs t de b peuvent être représentés sous forme canonique

t =
∏

16j6ω(b)

pj(b)
αj(t),

où αj(t) vaut 0 ou 1 pour chaque indice j. Nous posons alors

dt =
∏

16j6ω(b)

pj(Ny)αj(t),

de sorte que t 7→ dt est une injection de l’ensemble des diviseurs de b dans celui
des diviseurs de Ny. Nous observons que l’hypothèse ω(b) 6 (1 − ε)π(y) implique
pour y0 assez grand

y1 := pω(b)(Ny) 6 (1− ε)y.

De plus, si x/z < t 6 x, ou bien yω(t) 6 x/zy et

t/dt > x/zdt > x/zyω(t) > y,

ou bien yω(t) > x/zy > x/y2 > y{(log y)/ε}−2 et

t/dt >
(
y/y1

)ω(t)
> eε(1+ε/2)ω(t) > e(1+ε/2) log y−ε(2+ε) > y.

On a donc dans tous les cas ydt < t 6 x. Cela implique que tous les diviseurs de Ny
de la forme dtp avec y1 < p 6 y sont comptés dans τ(Ny, x). Il s’ensuit que

τ(Ny, x)� επ(y)τ(b, x)� zτ(b, x) > zS1.

En reportant dans (3·27), on obtient bien le résultat annoncé. ut
Nous sommes maintenant en mesure d’établir la minoration contenue dans (1·13).
Soit k un nombre entier assez grand. Nous rappelons la notation h de (3·9) et

introduisons des paramètres w > y > 2. Posons encore Ny := eϑ(y). En appliquant
(1·8) avec d = Ny, nous pouvons écrire

(3·28) Λk(Ny) >
1

Ny

∏
p6Ny

(
1− 1

p

) ∑
m∈M

1

m

∑
r∈E(m)

1

r

où M est un ensemble d’entiers m 6 Ny dont tous les facteurs premiers sont dans
]y, w] et où, pour chaque m de M, l’ensemble E(m) est tel que

(3·29) P+(r) 6 Ny, P−(r) > w, τ(Nymr,Ny) = k

dès que r ∈ E(m).
Soit ε un paramètre satisfaisant à 1/ log3 k 6 ε 6 1

100 . Nous choisissons y aussi
grand que possible sous la contrainte

τ(Ny) = 2π(y) 6 k
1
2 +ε.
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Il résulte du théorème des nombres premiers que

(3·30)
y

log y
+O

( y

(log y)2

)
= % log k,

avec % := ( 1
2 + ε)/ log 2. D’où

(3·31)
y = % log k log2 k + % log k log3 k +O

(
log k

)
= ( 1

2 + ε) log(KK1) +O
(

log k
)
,

et donc

(3·32) Ny = eϑ(y) = (KK1)
1
2 +εkO(1).

Il existe un unique entier ` = `y tel que k/2τ(Ny) < 2` 6 k/τ(Ny), et nous
choisissons dans (3·28)

M :=
{
m > 1 : µ(m)2 = 1, ω(m) = `, p | m⇒ y < p 6 w

}
,

avec w := `1+ε. On déduit de (3·30) que

(3·33) ` = ( 1
2 − ε)

log k

log 2
+O

( log k

log2 k

)
.

Nous avons encore, avec la notation du Théorème 1.4,

∑
m∈M

1

m
=

∑
m6Ny
ω(m)=`

p|m⇒y<p6w

µ(m)2

m
= s`(y, w)

puisque

(3·34) w` = `(1+ε)` = K( 1
2−ε)(1+ε)kO(1) < K(1−ε)/2kO(1) < Ny/

√
K1,

où la dernière inégalité résulte de (3·32).
Il découle du Théorème 1.4 que

s`(y, w)� eh log ε+O(h)

`!
.

En reportant dans (3·28) tout en tenant compte de (3·32), cette estimation fournit

Λk(Ny) >
k(log ε)/ log 2+O(1)

KK
1
2 +ε
1

min
m∈M

∑
r∈E(m)

1

r
.

On voit donc que la minoration de (1·13) résulte de l’estimation

(3·35)
∑

r∈E(m)

1

r
� 1

kO(1)
(m ∈M)
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pour le choix ε = 1/ log3 k, que nous opérons désormais.
Nous allons maintenant construire les ensembles E(m). Pour chaque m, nous

définirons :
(a) un nombre p0 = p0(m) égal à 1 ou au plus petit nombre premier > w,

noté p#(w) ;
(b) un entier Gm > 1 ;
(c) des vecteurs admissibles (p0, p1, . . . , pJ), avec J 6 Gm, et où les pj

(1 6 j 6 J) sont des nombres premiers deux à deux distincts de ]w,Ny].
L’ensemble E(m) sera alors constitué de tous les entiers r de la forme r = p0p1 · · · pJ
avec (p0, p1, . . . , pJ) admissible.

Observons en premier lieu que, comme Ny >
√
Nym pour tout m de M, on a

τ(Nym,Ny) > 1
2τ(Nym) et donc

1
4k 6 τ(Nym,Ny) 6 k (m ∈M).

Posons k0(m) := k − τ(Nym,Ny) de sorte que 0 6 k0(m) 6 3
4k (m ∈M).

Définissons maintenant p0(m).
Si k0(m) 6 e

√
y, nous posons p0(m) = 1.

Si e
√
y < k0(m) 6 3

4k, nous distinguons deux cas, selon que l’on a ou non

(3·36) k0(m) > τ(Nym,Ny/w).

Lorsque (3·36) n’est pas réalisée, nous posons encore p0(m) = 1. Lorsque (3·36)
est vérifiée, nous posons p0 = p0(m) := p#(w) et nous observons que, puisque
Ny/w >

√
2Nymw >

√
Nymp0 par (3·34), on a

1
2k 6 τ(Nymp0, Ny/w) = τ(Nym,Ny/w) + τ(Nym,Ny/wp0)

et donc
k0(mp0) = k − τ(Nymp0, Ny) 6 1

2k 6 τ(Nymp0, Ny/w).

Les nombres entiers positifs J et les vecteurs (p0, p1, . . . , pJ) admissibles sont
définis par récurrence sur l’indice j, 1 6 j 6 J . Supposons p0, . . . , pj−1 déjà
construits et posons

rj−1 := p0 · · · pj−1, k0(mrj−1) := k − τ(Nymrj−1, Ny).

Il découle de ce qui précède que k0(mrj−1) 6 τ(Nymrj−1, Ny/w) pour tout j > 1,
autrement dit

τ(Nymrj−1, x) = k0(mrj−1)⇒ x 6 Ny/w.

Si

(3·37) k0(mrj−1) 6 e
√
y,

deux cas se présentent :
(i) k0(mrj−1) = 0. Nous posons alors J := j − 1. La validité de (3·29) est

dans ce cas triviale.
(ii) 1 6 k0(mrj−1) 6 e

√
y. Nous posons alors J := j, introduisons l’unique

nombre entier xj tel que

(3·38) τ(Nymrj−1, xj) = k0(mrj−1)
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et définissons l’ensemble I(p0, . . . , pj−1) des nombres premiers pj admissibles par

I(p0, . . . , pj−1) := {p : Ny/(1 + xj) < p 6 Ny/xj , p 6= p0, . . . , pj−1}.

Comme τ(Ny, xj) = Ψ1(xj , y) 6 e
√
y, le Théorème 2.1 implique xj 6 e3

√
y,(10)

donc, par (2·17), τ(Ny, xj)� x
1/3
j et xj � k3. On a alors pour tout r de E(m)

τ(Nymr,Ny) = τ(Nymrj−1, Ny) + τ(Nymrj−1, Ny/pj)

= k − k0(mrj−1) + k0(mrj−1) = k,

de sorte que (3·29) est satisfaite. De plus, par le théorème des nombres premiers,

(3·39)
∑

p∈I(p0,...,pj−1)

1

p
� 1

xj logNy
− Jxj
Ny
� 1

k5
,

où la dernière estimation est conditionnelle à une majoration convenable de J , e.g.
J 6 Gm �

√
Ny. Nous verrons ci-dessous qu’en fait (3·37) est réalisée pour au

moins un indice j � h/ log h, ce qui est plus que suffisant.
Si (3·37) n’est pas satisfaite, nous définissons encore xj par (3·38)(11) et nous

choisissons l’ensemble I(p0, . . . , pj−1) des nombres premiers pj admissibles sous la
forme

I(p0, . . . , pj−1) := {p : Ny/xj 6 p < (1 + 1/εh)Ny/xj , p 6= p0, . . . , pj−1}.

D’après (3·33) et (3·31),

ω(m)− (1− ε)π(y) = `− (1− ε)( 1
2 + ε)h+O(h/ log h)

6 −ε
(

1
2 − ε

)
h+O(h/ log h) 6 − 1

3εh.

Cela implique

(3·40) ω(mrj−1) 6 ω(m) + j 6 (1− ε)π(y)

sous réserve que

(3·41) j 6 1
3εh.

Pour ces valeurs de j, nous pouvons appliquer le Lemme 3.8 à l’entier b = mrj−1.
Nous obtenons alors, pour tout pj ∈ I(p0, . . . , pj−1),

τ(Nymrj−1, Ny/pj) > τ(Nymrj−1, xj(1− 1/εh))

= τ(Nymrj−1, xj)−
∑

d|Nymrj−1

xj(1−1/εh)<d6xj

1

> k0(mrj−1)−Ak0(mrj−1)/εh,

10. En effet, Ψ1(e3
√
y , y) = e{

3
2
+o(1)}√y par (2·5) et (2·17).

11. On a donc trivialement xj > e
√
y .
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où A est une constante absolue convenable. Il s’ensuit que

k0(mrj) = k − τ(Nymrj , Ny) = k − τ(Nymrj−1, Ny)− τ(Nymrj−1, Ny/pj)

= k0(mrj−1)− τ(Nymrj−1, Ny/pj) 6 Ak0(mrj−1)/εh.

Cela montre que la condition (3·37) est certainement réalisée dès que

j >
2 log k

log(hε/A)
� h

log h
,

et, en particulier, que (3·41) est automatiquement satisfaite lorsqu’elle est néces-
saire. On a donc en toute circonstance

(3·42) Gm � h/ log h,

ce qui assure en outre la validité de de (3·40). De plus, dans les étapes de récurrence
où (3·37) n’est pas satisfaite, on a par le théorème des nombres premiers

(3·43)
∑

p∈I(p0,...,pj−1)

1

p
� 1

h logNy
� 1

h3
.

Il découle de (3·39), (3·42) et (3·43) que

∑
r∈E(m)

1

r
>

eO(Gm)

p0Gm!h3Gmk5
� 1

kO(1)
,

où le terme Gm! du dénominateur permet de prendre en compte l’éventualité que
les I(p0, . . . , pj−1) ne soient pas disjoints. Cela établit bien (3·35) et achève la
démonstration de la minoration de (1·13). ut

Nous terminons ce paragraphe par la remarque que l’évaluation en moyenne sur
k de Λ∗k est relativement facile. Montrons rapidement comment établir l’estimation

(3·44) sup
d

∑
k/2<j62k

Λj(d) =
K
o(1)
1

K
√
K1

(On pourrait en fait montrer que

(3·45) sup
k/2<j62k

Λ∗j >
K
O(1)
2

K
√
K1

,

en choisissant, dans la démonstration qui suit, ε = εy = 1/ log2 y.)
Montrons (3·44). Il suffit d’établir la minoration contenue dans (3·44) car la

majoration découle du Lemme 3.4.
Pour chaque d, on a par (1·8)

(3·46) Lk(d) :=
∑

k/2<j62k

Λj(d) =
1

d

∏
p6d

(
1− 1

p

) ∑
P+(m)6d

k/2<τ(md,d)62k

1

m
.
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Observons que tous les entiers m satisfaisant aux conditions

(3·47) 1 6 m 6 d, (m, d) = 1, k/τ(d) < τ(m) 6 2k/τ(d)

sont comptés dans la somme en m de (3·46). En effet, on a d >
√
md, donc

τ(md, d) > 1
2τ(md) = 1

2τ(m)τ(d) > 1
2k.

Soit ε ∈]0, 1
100 [. Nous choisissons d = Ny = eϑ(y) où y est aussi grand que

possible sous la contrainte τ(d) = 2π(y) 6 k
1
2 +ε. Les estimations (3·31) et

(3·32) sont valables sans changement. Il existe un unique entier ` = `d tel que
k/τ(d) < 2` 6 2k/τ(d), et nous restreignons la somme en m de (3·46) aux entiers
m qui sont sans facteur carré et possèdent exactement ` facteurs premiers, tous
dans l’intervalle ]y, w], où w := `1+ε. La formule (3·33) est également encore valable
— quoique le choix de ` ne soit pas exactement le même que dans la preuve du
Théorème 1.1. Nous avons encore, comme précédemment,

σ`(d) :=
∑
m6d

ω(m)=`
p|m⇒y<p6w

µ(m)2

m
= s`(y, z)

car w` < d.
Par (1·20), on obtient donc

(3·48) σ`(d) =
log(1 + ε)`eO(`/ log `)

`!
.

En reportant dans (3·46) tout en tenant compte de (3·32), cette estimation fournit

Lk(d) > kO(1)/
{
KK

1
2 +ε
1

}
.

Comme ε peut être choisi arbitrairement petit, on obtient bien (3·44).

3·5. Preuve du Théorème 1.2

La minoration de (1·14) correspond à la seconde assertion du Lemme 3.3 pour le
choix b1 = c1.

La majoration de (1·14) résulte d’une comparaison entre la majoration de Λk(d)
en fonction de d obtenue au Lemme 3.4 et la minoration de Λ∗k issue du Théo-
rème 1.1. En effet, on déduit de (3·16) et (1·13) que, pour une constante C
convenable,

Λk(d) 6
K2k

C

K(K1K2)v
<

k−C

K
√
K1K2

6 Λ∗k,

dès que d > Kv avec v = 1
2 + ( 3

2 log4 k + b2)/ log3 k où b2 est une constante assez
grande.

Pour montrer (1·15), nous observons qu’il résulte de (1·8) et (3·8) que l’on a, dès
que 2ξ 6 d,

Λk(d) 6
1

d

∏
p6d

(
1− 1

p

) ∑
P+(m)6d

τ(m)ξτ(d)ξ

m
� τ(d)ξ(1 + log d)2ξ

d log d
.
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Soit d tel que Λk(d) = Λ∗k. Choisissons ξ comme dans (3·15), ce qui, compte tenu

de (1·14), est largement compatible avec la condition 2ξ 6 d. Si τ(d) 6 k
1
2 (1−µ) on

en déduit, grâce à la minoration de (1·14),

Λk(d) 6
kO(1)

K1−εk+µ/2K
(1−µ)/2
1

.

On vérifie sans peine que cette majoration est moindre que la borne inférieure de
(1·13) dès que k > k0(ε) et µ > (3 + 1

2ε)(log3 k)/ log4 k ∼ (3 + 1
2ε)(log3 d)/ log4 d.

ut
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spécialisés, no. 1, Société Mathématique de France (1995), xv + 457 pp.
19. G. Tenenbaum, en collaboration avec Jie Wu, Exercices corrigés de théorie analytique et
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Bâtiment 425
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