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SUR LES LOIS LOCALES DE LA REPARTITION
DU k-IEME DIVISEUR D’UN ENTIER*

REGIS DE LA BRETECHE et GERALD TENENBAUM

1. Introduction et énoncé des résultats

Désignons par w(n) (resp. (n)) le nombre des facteurs premiers distincts
(resp. comptés avec multiplicité) d’un entier générique n et par 7(n) celui de
ses diviseurs. Notons {p](n)}fg) la suite croissante des facteurs premiers de n

et {dj(n)};g) celle de ses diviseurs. Introduites dans [5] et étudiées dans [6], [3],

les quantités

2)

1, p ;
1),

k
k>1,d

VoWV
Vv

ol d A dénote la densité naturelle d’une suite d’entiers A, témoignent toutes deux
d’une remarquable distorsion entre les valeurs normales et modales des fonctions
arithmétiques dont elles sont les lois locales.

Il découle en effet d’estimations aujourd’hui classiques sur la répartition des
facteurs premiers d’un entier n (cf. [4]; [7], chap.1; [18], chap.IIL.3) que, notant,
ici et dans la suite, log, la k-ieme itérée de la fonction logarithme, on a, pour
tout € > 0,

S )=o) (ko).

|log, p—k|>Tk

) Ar(d)=o(1) (k> o0),

| log, d—(log k)/ log 2|> Ry

(1-1)

avec

=+ (2+¢e)klogy k, Ry :=+/{(2+¢)/log2}logklog, k.

On peut interpréter heuristiquement (1-1) en énongant que les approximations
(1.2) pk(n) ~ expexpk, dk(n) A exp (kl/log 2)

sont pertinentes pour tous les entiers n sauf au plus ceux d’une suite de densité
tendant vers 0 lorsque k — oo. Ainsi, quitte a étendre légeérement le concept
introduit par Hardy et Ramanujan, on peut considérer que la question des valeurs
normales des fonctions arithmétiques n — pi(n) et d — di(n) est essentiellement
élucidée.

AMS (2000) subject classification : 11N25, 11N37.

* Nous incluons ici des corrections par rapport & la version publiée.
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Le probleme des valeurs modales concerne les extremums

(1-3) A = max Ag(p), Af = max Ak (d)
P

et, plus précisément, les arguments en lesquels ils sont atteints. On pourrait étre
tenté de déduire de (1-2) que ces arguments doivent étre proches des membres de
gauche respectifs de (1-2). Il n’en est rien en fait. Erdés énonce dans [5] que

Me(p) = A =p= ghto(k) (k — o0)

-4 Ap(d) = A} = d = EHreMoss k(o)

en indiquant, dans son style caractéristique, que I’explication de ce phénomeéne —
qu’il désigne d’ailleurs comme un «apparent paradoxe) — réside, disons pour le
cas de la suite p — Ag(p), dans I'observation qu’«il y a beaucoup plus de nombres
premiers autour de expexpk qu’autour de ¥ ».

Les deux implications (1-4) sont fausses : la premiere a été infirmée dans [6] et
c’est I'un des objets du présent travail que de rectifier la seconde. Il n’en demeure
pas moins que l'intuition d’Erdés était essentiellement pertinente. Son explication,
judicieuse et qualitativement exacte, signifie que, dans la somme infinie

> lp) =1,

la décroissance en p du terme général est suffisamment lente pour que la contri-
bution des (nombreux) termes au « voisinage » de exp exp k() soit dominante alors
que les grandes valeurs de A;(p) sont trop peu nombreuses, et en fait trop peu
grandes, pour contribuer significativement a I’ensemble.

Bien que d’énoncés jumeaux, ces deux problémes «non conventionnels ») sont
de difficultés inégales. Désignons par P*(n) le plus grand facteur premier d’un
entier générique n avec la convention P (1) = 1. Le crible d’Eratosthéne fournit
Iécriture explicite

1 1
(1:5) M) = - [T (1= =) sea ()
p a<p q
ou la lettre ¢ désigne un nombre premier et ou
1 .
s = 3 - (G20

Pt (m)<p
w(m)=j

est le coefficient de 27 dans le polynéme

Fy(z) =] (1+ : )

a<p q—1

1. C’est-a-dire dans un intervalle du type
expexp{(1 —e)k} < p < expexp{(1+ ¢)k}.

2. Voir en particulier [5].
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La représentation
o0
Fyp(z) =) s;(p)?
j=0

permet de recourir & la méthode du col pour estimer \;(p), ce qui constitue, d’un
point de vue analytique, une situation tres privilégiée. On peut ainsi établir que
I'on a

exp {(1 + O(ep))klogy(log p/ log k) + O (k) }

(1-6) Ak(p) = klplogp

(p = pr)

ol pj désigne le k-eme nombre premier et ou 'on a posé €, := logs p/log, p.
L’estimation (1-6) résulte du corollaire 1 de [6] lorsque, disons, p > k?, et la méme
méthode fonctionne encore dans le cas complémentaire. Un tel résultat montre
qu’au moins en premiére approximation Ax(p) ne dépend que de la taille de p.
Posant ¢1 :=logk, ¢35 :=log, k, il est établi dans [6] que

A :exp{—k(£1 14 205 + 1 N 202 —£22+O(1))}.

2 07
Une telle estimation n’est pas en elle-méme suffisante pour permettre une évaluation
fine des valeurs modales de la loi {\x(p)}p>2. Cependant, les formules semi-
asymptotiques caractéristiques de la méthode du col fournissent une description
précise du comportement local de Ag(p). Cela a permis & Erdds et au second
auteur de montrer ([6], corollaire 5) que toute valeur de p réalisant le maximum
Aj, satisfait &

ko 2 2036+ 0(1)
1. logp= {1422 .
(L-7) o8P él{ T 2 }

D’autres applications des estimations de A (p) par la méthode du col sont décrites
dans [3].

L’étude des valeurs modales de {Ay(d)}32, est beaucoup plus compliquée.
Désignons par 7(n, z) le nombre des diviseurs d’un entier n qui n’excedent pas z.
Le pendant de la représentation (1-5) est la formule (cf. [6])

(18) Ak(d)zén(l—%) 3 %

p<d Pt(m)<d
7(md,d)=k

Ici, la somme en m dépend a 1’évidence de la structure arithmétique de d et les
questions d’apparence les plus anodines peuvent se révéler délicates, a 'instar de
la preuve donnée dans [6] de ’équivalence

(1-9) Ap(d)>0< 7(d) < k< d
Posons
- log k log, k o logk log, o k o
K = exp{ log 2 }7 K; = exp{ Tog 2 } (J=12).
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Il est bien connu que 'on a

(1-10) min d = Ko,
r(d)=k
Soit Ny := [[,<,p avec y minimal sous la contrainte 7(N,) = 27 > k. En

choisissant d = d(Ny) et en réduisant la somme en m de (1-8) au seul nombre
m = N,/d, on obtient I'inégalité de gauche de 'encadrement

(111) K—1K1—1+O(1/10g3 k) < A;:: < K—1K11+0(1/10g3 k)

prouvé dans [6]. Le fait que la borne inférieure ne soit pas trop éloignée de la borne
supérieure a conduit les auteurs de [6] & supposer que la version correcte de la
seconde implication (1-4) était

(1-12) Ap(d) = A} = d = Ko,

Il y a essentiellement deux modeles raisonnables pour la structure des entiers d
réalisant le maximum Aj,. Ou bien 7(d) = k, donc d = K, et la somme en m de (1-8)
est de la taille de I'unité, ou bien m et d contribuent équitablement aux diviseurs
comptés dans 7(md,d), et 7(d) ~ 7(m,d) ~ Vk — de sorte que d et les entiers
m sommés dans (1-8) sont au moins de taille vK.(3) Cette seconde éventualité
est évidemment beaucoup plus complexe que la premiére car il est difficile de
concevoir la structure des entiers m (qui sont alors nécessairement nombreux) dont
les diviseurs se combinent avec ceux de d pour réaliser la condition 7(md, d) = k. La
conjecture (1-12) correspondait & I'espoir que la situation la plus simple prévalait.
Elle est également erronée : la présente étude met en évidence que le paradoxe
d’Erdés pour les valeurs modales de la loi {Ag(d)}52, recele des phénomenes tres
subtils. Nous établissons les résultats suivants.

THEOREME 1.1. On a, pour une constante convenable ko,

LO1) VK3 kO
KA
KVKiK, KvVK;

THEOREME 1.2. Il existe des constantes positives by, ba et ko telles que, pour tout
entier d vérifiant Ay (d) = A}, on ait

(1-13) (k = ko).

(1-14) K2 <d< K3t (k> k).

avec €y, 1= byy/logs k/logy k, ni = {2 log, k + bo }/logs k.
De plus, pour tout e > 0 il existe une constante ko(e) telle que, pour tout k > ko(e)
et tout entier d tel que Ag(d) = A}, on ait

(1-15) 7(d) > 2117Hal(ogd)/logy d

avec g = (3 + ¢)log, d/logs d.

La preuve de ces estimations nécessite plusieurs étapes et repose sur trois
arguments essentiels que nous nous proposons maintenant de décrire brievement.

Le premier est une majoration élémentaire de la loi de répartition du nombre de
diviseurs des diviseurs d’un entier.

3. On pourrait a priori imaginer un troisieme modeéle dans lequel d aurait peu de facteurs
premiers et les entiers m de (1-8) vérifieraient 7(m) &~ k. Un argument élémentaire
reposant sur le Théoréeme 1.3 permet d’écarter facilement une telle éventualité.
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THEOREME 1.3. Soit E : [0, 2[— [0,1[ la fonction définie par

E) = 1lo_g25 log (1i6) + 10,22 log (%)

Alors, pour tout 8 € [0, %[ et tout entiern > 1, on a

(1-16) dYoo1<Tr(m)"?.

d|n
m(d)<r(n)?

Ce résultat, qui, dans le cas particulier d’un entier sans facteur carré ayant m
facteurs premiers, fournit la majoration

0<j<Bm

généralise donc au cas d'une somme de variables discretes équiréparties les estima-
tions de type « bornes exponentielles» (cf., par exemple, [16], théoreme VII.4.2, ou
[2], exercice 12, p.91) pour une variable aléatoire binomiale.
Posons
d; = min d, dz = max d.
Ap(d)=A% A (d)=Aj

Le Théoreme 1.3 nous permettra d’obtenir des assertions du type
(a) d > K3to() .
1
(b) AZ < K—lKl 2+0(1);
1
(¢) Yu>13n>0:supys o Au(d) < KT1K 27
Dans les trois cas, on raisonne en restreignant les entiers m apparaissant dans
- . . - 1
la somme de (1-8). Considérons par exemple la minoration (a). Si d < K2~¢ avec
e > 0, alors il découle de (1-10) que tous les diviseurs ¢ comptés dans 7(md, d)
satisfont, pour un e; > 0 convenable, & 7(t) < k=1 < 7(md)z~°t, puisque
k = 7(md,d) < 7(md). L’inégalité (1-16) fournit donc 7(md) > k'*¢ avec ¢ > 0.(*)
Une telle minoration renforce considérablement la borne triviale 7(md) > k et
permet de montrer que Ag(d) < A} pour d < K27¢.
Il résulte de ce qui précede qu'une majoration du type

(d) d; < K3+o(l)
est impliquée par une minoration de la forme
1
(&) Ap> K-k,
La preuve d’une telle borne inférieure occupe la plus grande partie de ce travail.
Notre approche consiste a choisir d égal a un produit de nombres premiers

consécutifs, soit
d=N,:=[]p

PSY

1_
2

ou y est aussi grand que possible sous la contrainte N, < K 3te, Ensuite, nous
construisons un ensemble d’entiers m tels que 7(mN,, N,) = k. Soit ¢ I'unique

4. Enfait c={1-E (3 —e1)}/E(3 —e1).
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entier tel que k/27(N,) < 2¢ < k/7(N,). Les entiers m choisis sont tous les produits
de la forme mir avec

pmi)? =1, wimi)=¢ p|mi=L<p< e,

ol ¢ est un parametre assez petit, et ou r décrit, pour chaque valeur de mq,
un ensemble &(mq) constitué d’entiers dont tous les facteurs premiers sont dans
Dintervalle |£17, N, ] et tels que 7(Nymyr, Ny) = k.

Les deux étapes de la preuve qui restent a décrire concernent les évaluations
respectives de 3 1/my et 3 e,y 1/7.

La premiere releve d’une application standard de la méthode du col. Dans 1’énoncé
suivant, nous utilisons pour 1 < y < z la fonction

F(w)=F,.(w)= [] (1+%).

y<p<z

Si h < m(z) — 7(y), il existe une unique solution ¢ = o(y, z; h) a I'équation

) o0 _ 5~ o

Flo) < pte

Nous posons également

(1-18) R := (logy)(log u)/log, y,

ol u est défini par z = y*. On note que R > 1 des que z > y(logy)© ol ¢ est une
constante positive arbitraire.

THEOREME 1.4. [l existe deux constantes positives k1 > 1 et yq telles que l'on ait,
uniformément pour z > y(logy)™, y > yo, y = h = 2,

(1-19) sn(y,2) = ) i) 55522};{”0(1)}

m R
w(m)=h
plm=y<p<z

ot o et R sont définis respectivement par (1-17) et (1-18). En particulier, on a sous
les mémes conditions

1 h
(1-20) sy, z) = (logu)™ O%“u) O/ R)

ot u est défini par z = y*.

De plus, il existe une constante ko telle que, sous l’hypothése supplémentaire
z < y?, les estimations (1-19) et (1-20) restent valables lorsque la sommation est
restreinte aux entiers m satisfaisant a

(121) (yz)h(l—ﬂ)/Q <m< (yz)h(1+19)/2

avec ¥ > kz(logy y)/{(logu)?/?logy}.
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La construction des ensembles €(m1) repose sur un procédé itératif. Décomposons
r=p1---py (avec donc J := (r)) et posons

rji=p1oopj, ki =k—1(Nymir;,Ny)  (1<j5<J).

Nous cherchons alors un ensemble I de nombres premiers p = p;41 tels que k;11/k;
soit petit mais
1
>

pel
ne soit pas trop petit. Soient h :=logk et z;, 27 des nombres entiers tels que

(1-22) T(Nymyrj, x;) = [kj(1—1/h)], 7(Nymyrj,z}) = [k;(1 —1/2h)].

L’identité
T(Nymarji1, Ny) = 7(Nymarj, Ny) + 7(Nymarj, Ny /pjt1),

valable des que pjyq1 { Nymqr;, implique la majoration k;i 1 < kj;/h si en outre
pjiy1 € I = ]Ny/x;,Ny/xj]. Maintenant, sous d’anodines conditions de taille
relatives a x; et z] et lorsque, par exemple, k; > h2, il découle du théoreme des
nombres premiers que

Y »
p~ zjlogN,’
N’y/z;<p<Ny/$j
Il reste donc a déduire une minoration de (z7 — z;)/z; a partir de (1-22). En
supposant que la fonction & — 7(Nymyr;,x) est sous-linéaire en un sens faible,

nous avons

* A * .
x5 — X i —xj

k.
# L T(Nymarj, ) — 7(Nymarj, x;) < JTT(Nymlrjafﬂj) < JTkj
d’ou
1‘; —x; 1
—_ > -,
Zj h

une minoration suffisante pour notre application.

La troisieme étape de notre raisonnement consiste donc a établir la sous-linéarité
faible des fonctions x +— 7(Nymirj,x) (1 < j < J), qu’on peut essentiellement
ramener a celle de la fonction z — 7(Ny,x). Une autre formulation du méme
probléme s’énonce en termes du comportement local de la fonction de comptage des
entiers sans facteur carré et sans grand facteur premier. La méthode du col fournit
spécifiquement des estimations du type requis® en permettant une évaluation du
tauzr relatif d’accroissement des fonctions de comptage méme dans les domaines
ou ces fonctions ne sont pas susceptibles d’étre explicitement approchées. Nous
rassemblons les résultats obtenus et les preuves correspondantes dans le paragraphe
suivant. C’est le Corollaire 2.6 qui contient I'information nécessaire a la complétion
de notre argument. Cependant nous obtenons également plusieurs autres énoncés
d’intérét intrinseque.

5. Ce sont précisément les estimations désignées par Erdds sous le nom de formules semi-
asymptotiques.
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2. Entiers sans facteur carré et sans grand facteur premier

2.1. Enoncés des résultats

Posons

Uy (z,y) := Z w(n)?.

nr
Pt (n)<y

On note encore (i(s,y) = J[,, (1 + 1/p%), @(s,y) = >, log(l + 1/p°)
(0 :=Res > 0), et pl9)(s,y) := dip(s,y)/ds’. Nous réservons également la lettre
¥ pour désigner la fonction de Tchébychev. Pour x > 2, y > 2, 9(y) > 2logx, on
désigne par oo = a(z,y) 'unique solution positive de ’équation

logp
(2:1) —lay) =) o =loga.
Py tp

Nous posons o; := |g0(j)(a,y)| (7 =1).

Nous désignons par
1 R
P(z) = — e V2t
©=—= [

la fonction de répartition décroissante de la loi de Gauss et nous posons

(2-2) G(z) =e*20(z) (2 €R).

On a G(z) = 3 + O(z) quand z — 0. Lorsque z — oo, des intégrations par parties

successives fournissent un développement asymptotique : a I’ordre deux, on obtient

i+0(zi4)} (> 1).

22

(2:3) Glz) = — [1

27z

Nous convenons que dans tout ce paragraphe la lettre k, avec ou sans indice,
désigne une constante positive absolue.
Nous posons systématiquement, dans tout le paragraphe 2,

__logz

(24) i A
THEOREME 2.1. On a
(25) Uy (z,y) = 2°C(a,y)G(ay/02) {1 + O(%)}

uniformément pour x =y > 2 tels que ¥(y) > 2logx.

L’estimation (2-5) peut bien entendu étre considérée comme une assertion relative
a la répartition des diviseurs de N, := e?W)  Cest d’ailleurs cette interprétation qui
nous permet de restreindre a priori 'étude de ¥y (z,y) au cas ¥(y) > 2logx, c’est-
a-dire z < \/ﬁy : le cas complémentaire s’y rameéne en faisant appel a la symétrie
de diviseurs de N,. Nous ferons plus loin un usage essentiel de cette remarque.
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L’apparition de la fonction G dans une formule asymptotique issue de la
méthode du col est inhabituelle dans un cadre arithmétique. Dans le cas de la
fonction \Il(m,y),(G) par exemple, I'analogue de la quantité a./o2 est toujours
> min(y,logx)/logy et Perreur commise en remplacant G(z) par le terme prin-
cipal de (2-3) dans la formule finale est englobée par le terme d’erreur. Ici, au
contraire, le facteur impliquant G est nécessaire des que ’on a, pour une constante
absolue convenable ¢ dans ]0, 1],

N{M2=e <o < N2

En insérant dans (2-5) les estimations (2-17), (2-18) pour « et (2-20) pour oo,
énoncées et établies au paragraphe suivant, on peut obtenir des évaluations ex-
plicites de ¥y (2, ). Des formules asymptotiques de ce type sont établies dans [12]()
pour (logz)1™e <y < 21/(0822)% avec £ > 0 arbitraire et fixé, et, par une méthode
différente, dans [11] pour (logz)**® < y < x. Les mémes travaux contiennent
également des estimations uniformes du rapport ¥;(z,y)/¥(x,y), dont une forme
affaiblie est

Uy (1'7 y) 1

avec 1 := max{1, 2log(1+y/logz)/logy}. (Voir [19], exercice corrigé IT11.5.7, pour
une preuve directe de ce résultat simplifié.) Nous donnons aux Corollaires 2.2 et 2.3
infra des conséquences explicites de (2-5) valables pour les « petites» valeurs de y,
notamment celles pour lesquelles on ne disposait jusqu’a présent que de majorations
de Uy (x,y). Cela permet, en particulier, de décrire quantitativement un changement
de phase du comportement asymptotique de ¥q(z,y) autour de y = 2logz. Ces
résultats pourraient d’ailleurs étre encore précisés ou étendus au prix de certaines
complications des énoncés.

Le premier de nos deux corollaires est un théoreme de grandes déviations qui
mesure le caractere gaussien de la répartition des diviseurs de N, et fournit ainsi
une description probabiliste simple du changement de phase mentionné plus haut.

COROLLAIRE 2.2. Soient y > 2 , N, = ¢’¥, D(y)? = ingy(logp)? On a
uniformément pour 0 < z K (y/ log y) 1/4 et © = /Ny e—zD(y)7

(27) () = 7N 0) = 7Wa() {1+ 0( L)),

Remarque. Une estimation de méme nature résulte d’un théoreme effectif sur les
grandes déviations dans le théoreme de la limite centrale dii & Petrov et généralisant
un résultat de Cramér. En appliquant le théoreme VIIL.2 de [14] aux variables

aléatoires (&, logp)/logy avec P(¢, = 3) = P({, = —1) = 3, on obtient pour
z 2 07 k= W(y), z = 0(\/E>7 xr = me_ZD(y)

3 1
e T

6. Voir [10].
7. Voir [13] pour une présentation détaillée.
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Iei, gy(v) = 3272 a;,v7 out {a;,}32, est une suite de nombres complexes
satisfaisant & |a;,| < A7 (j > 1) pour une constante convenable A indépendante
de y, et ay, =< 1. La formule (2-5), qui est valable sans restriction sur z > 0, est
toujours plus précise que (2-8). Dans le domaine considéré au Corollaire 2.2, on a
k = 7(y) =< u. Le théoreme de Petrov fournit donc lorsque z < u'/*

(2:9) Wi (r,y) = 270a() {1+ o(lj{ + %4) 3

Cette évaluation est moins précise que (2-7) dans le domaine considéré.

Le second corollaire est une formule asymptotique pour

log {T(Ny, x)/T(Ny)} = log {\111(3;’ y)/zﬂ(y)}

dans un domaine plus large. Nous posons

~v(v) : ! {L+log(1+ef”)}:E( ! )

:10g2 e’ +1 1+ev

COROLLAIRE 2.3. Soienty > 2, Ny, = W |z satisfaisant & 2logz < Y(y) <
(logz)? et v :=1log ({¥(y)/logaz} —1) > 0. On a

Wy (z,y) = 2@ O{+0(v+1)/logy)}

Pour la commodité du lecteur, nous mentionnons que, dans le domaine non
couvert par cet énoncé, disons y > (logx)?, une formule asymptotique pour
log ¥y (z,y) résulte immédiatement de (2-6) et d’évaluations uniformes classiques
pour log ¥(z,y), par exemple [18], théoréme I11.5.2.

A linstar de la plupart des estimations issues de la méthode du col, le Théo-
reme 2.1 fournit comme application spécifique une formule semi-asymptotique pour
la fonction x +— Uy (z,y).

COROLLAIRE 2.4. On a, uniformément pour x > y = 2 tels que 9(y) > 2log(cx)
etl<c<y,

1
(2:10) U (cx,y) = Coﬂlll(x,y){l +O<ﬁ)}'
La méthode fournit également de bonnes estimations dans le cas des intervalles

courts.

THEOREME 2.5. Soit € > 0. On a, uniformément pour x >y > 2, z > 1, tels que
Iy) > 2log(z + x/2),

X
\111<I‘+ ;vy) - \Ill(zyy)

(2:11) 1+0(1/z+ 1/u) 1+alo 1
B gy 1
\Ill(xa y){ Z\/%G(O[ 0_2) + O(ensu/(log 2u)? }/8 ) }

Le corollaire suivant est le résultat dont nous aurons besoin pour la minoration
de Aj. La symétrie des diviseurs de N, := e’ nous permet d’obtenir une
estimation valable sans condition sur le couple (z,y). La démonstration utilise
lestimation analogue de Hildebrand [8] pour ¥(z,y).
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COROLLAIRE 2.6. Soit k > 1. On a uniformément sous les conditions x > 2,
y>22,1<z<min {x,y”},

(2:12) Ui(z +2/z,y) — Vi(z,y) < ¥i(z,y)/2
Remarque. 1l n’est pas exclu que la méthode de Hildebrand dans [9] puisse étre

appliquée directement pour montrer qu’il existe une constante yg telle que, pour
T>y>yoetc>=1+e VI8Y on ait

(2-13) Uy(ex,y) < c¥q(x,y).

On peut, en effet, établir assez facilement la validité de (2-13) sous les conditions
supplémentaires y < z < y?, ¢ < 4. Cependant, des difficultés techniques
importantes apparaissent lorsqu’on essaie d’obtenir le cas général en faisant appel
a I’équation fonctionnelle

r dt
(2:14) n(ploge— [ Wit F =3 ale/py) oz
! P<Y
ou l'on a posé
Uy(z,y) = > pn)

n<z,pin
Pt (n)<y

2.2. Evaluation de o(z,y)

Nous observons d’abord que lexistence de la solution oo = a(z,y) a (2-1) résulte
immédiatement de la décroissance de —¢’(o,y) en tant que fonction de o et des
relations —¢'(0,y) = 29(y), —¢'(1,y) < logz (z > ¢, z >y > 2).®¥ On a donc
pour ces mémes valeurs de x et y

0<afz,y) <1

Nous posons

(2:15) e A

Le résultat suivant est établi par sommation d’Abel a partir d’une forme forte du
théoréme des nombres premiers comme dans [10] (lemme 13). Nous omettons les
détails.

LEMME 2.7. On a
(216) '(0,) yo -l {1+0( ! )} +o)
- —¢'(0,y) = - —
1+y=7)(1-o0) logy
uniformément pour 0 < o < 2. De plus, pour tous € > 0, o9 > 0, le terme d’erreur
O(1/logy) peut étre remplacé par O(1/Le(y)) lorsque o > oy,

Nous rassemblons nos évaluations pour «(z, y) dans ’énoncé suivant. Nous faisons
un usage systématique de la notation (2-4). Nous utilisons également la fonction
&(t), définie sur [1, 00[ comme I'unique solution de I’équation e = 1 +t£ sit > 1
et prolongée par continuité en ¢ = 1 — de sorte que £(1) = 0.

8. Cette derniere relation résulte de la formule bien connue

logp

E =logy — v+ o(1) (y — 00).
p—1

PSY
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LEMME 2.8. Soient e >0 et x > xo(e).
(i) Si (logz)'** <y <z, ona

| W 1 L
(2-17) =1 log y JrO(u(logy)2 * Ls(y)).

(ii) Si2logx < ¥(y) < (logx)?, on a

(2:18) o= LH00/logy)}) (ﬁ(y) B 1).

logy log x

Démonstration. La relation (2:17) est établie, & partir de (2-16), de maniére
identique & 1’évaluation (7-8) de [10]. Nous renvoyons le lecteur & [10] pour les
détails des calculs.

Pour montrer (2-18), nous observons d’abord qu’au vu de (2:16) on a néces-
sairement, sous les hypotheses effectuées,

Yyt~ < log .

On en déduit que

y) _ 3 log p(y* — p*)
. (

1 ) (1 a
2 (T p) (1 + )

< ay'™* < alogw.

Désignant par 8 la solution de

Iy) _
T+4% log z,
on en déduit
YWy — ¢
a—pfllogrlogy €« —————— < alogz.
o T+ +97)
Cela fournit bien (2-18). O

2.3. Estimations préliminaires a l’emploi de la méthode du col
LEMME 2.9. Soit k € N*. On a uniformément pour x >y > 2, ¥(y) > 2logx,
(2:19) M (a,y) < u(logy)".

Lorsque k = 3, on peut multiplier le membre de droite par min(1, alogy). De plus,
lorsque k = 2 on peut remplacer le signe < par < . Plus précisément

(2-20) ¢"(a,y) = w; “log wlog 1/{1 + O(@»

ot l'on a posé w = 9(y)/logx.
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Démonstration. Observons d’abord que 1’on a, en vertu de (2-16),

(2:21) 3 logp _y

pgyl—l—p“ 11—«

1—a_1

= logx

uniformément pour x >y > 2, ¥(y) > 2logx. On remarque ensuite que

k a
(—1)Fe® (@, y) = Z (logg) Qka)lk(p )
Py T
ol Qk_1 est un polynome de degré k — 1 de terme dominant positif. On note que
Qo(X) =1, @1(X) = X. La majoration (2-19) découle donc du théoreme des
nombres premiers et de (2-21). L’assertion relative au cas k = 3 résulte aisément
du fait que Q2(X) = X (X — 1) ; nous omettons les détails.
Pour établir (2-20), on montre d’abord, en appliquant le théoréme des nombres
premiers comme dans la preuve de (2:16), que l'on a

fﬂ;";;gjogg) {1+0()) +ou

uniformément pour o > 0. Compte tenu de la définition de «, il suit

o (a,y) = %{1 + O(@)} +0(1).

@ (U»y)=(

On conclut en évaluant 1+ y~* par (2-17) et (2-18). O

LEMME 2.10. Soient x > y > 2 tels que ¥(y) > 2logx et s = az,y) + it avec
TeR.
(i) Si || <1/logy, on a

(222) ‘C1(37y> ‘ < e—fiou(Tlogy)2
G(a,y)
(i1) Sie >0 est fixé et siy > yo(e), 1/1logy < || < Ye, on a
(223) Cl(svy) ) g e—noufz/{(l—a)2+72}.
Cl(avy)

Démonstration. On a pour tout nombre premier p

‘1+p‘s —1/2

14+ p=«

_ 2{1 —cos(rlogp)}
p(1+p=*)?

1 — cos(7 log p) }

< _
= e"p{ 2(1+ p°)

Les estimations annoncées peuvent étre établies, comme au lemme 8 de [10], en
formant le produit sur p < y de cette inégalité et en faisant appel aux estimations
classiques de Vinogradov-Korobov concernant les sommes d’exponentielles sur des
nombres premiers. Nous omettons les détails qui sont tres voisins de ceux de [10].

O
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LEMME 2.11. Soit € > 0. On a, uniformément pour tous nombres réels xz, y, z tels
que x =2y =2, 9(y) > 2logz, et z € [1,Y(]

(2:24) Uiz +a/zy) — Ui(e,y) <2®Gla,y){l/z+e7 ™"}
Démonstration. Introduisons la fonction de poids
1 /sintz/2\2
2(t) = —( ) .
w=(t) 2w\ tz/2
Le membre de gauche de (2-24) est

o [T\ T 1 a+iz
< 3 wP(5) w10 2) = 5 [ Gl - /2 ds
Pt(n)<y
En majorant [(1(s,y)| par (1(a,y) lorsque |7| < 1 et par (i(«,y)e ", grace a
(2-23), lorsque 1 < |7| < Yz, on obtient bien I'estimation annoncée. O

2.4. Preuve du Théoréme 2.1
Lorsque
(2:25) u < (logy y)°,
nous pouvons faire appel au théoréme 1 de [11] qui fournit
6 log, y
Uy (z,y) = —U(z, {1 0(7)}.
1(z,y) = ¥z, y) 1+ Toe y

Le terme d’erreur de cette formule est donc < e~ 3%""*. De plus, on a dans le méme
domaine, d’apres le théoréme 1 de [10],

o o) = 5 o)}

ot {(s,y) :==[[,¢,(1 - 1/p*)~1, B = B(x,y) est la solution réelle de 1’équation

d logp

et ou 'on a posé
2

d
w2(B,y) = @logé‘(&y)

11 découle de la formule (7-8) de [10] et du Lemme 2.8(i) que
B =afl+0(1/u(logy)?)}.

On en déduit facilement que

oy = <,02(/Bay){1 +O(m>}’

P((p.9) = o) {1+0( )} = et {1+ ()}

En reportant dans (2-26) et en tenant compte de ’évaluation (2-3), on obtient bien
(2-5) sous la condition (2-25).

Considérons ensuite le cas
(2-27) u > (logy y)°.

Nous déduirons le résultat annoncé de la conjonction des deux énoncés suivants.
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PROPOSITION 2.12. Soit € €]0,1[. On a, uniformément pour tous nombres réels
x,y tels que x >y = 2, ¥(y) > 2logz,

1

2mi

a+i/logy d
@2 Wy = [ Gl 06 ala)E),

—i/logy
avec E = er2u/(oguw)” | 1/Y..

ProposiTION 2.13. On a, uniformément pour tous nombres réels x, y tels que
x =2y =2, 9y >2logz,

1 a+i/logy ) ds N 1
220 o [ et~ ametevm i o(2))

Avant de démontrer ces résultats, vérifions qu’ils impliquent bien (2-5) sous la
condition (2-27). Il suffit de montrer que le terme d’erreur de (2-28) est absorbé
par celui de (2:5). Or, on a d’apres (2-3) et (2-19)

G(ay/o2) = Loy 1
)" 1+ ao, Vulogy

alors que, sous les conditions (2-27) et J(y) > 2logz, le terme d’erreur E de (2-28)
satisfait, par exemple,

_ 4/3
o~ (logu)

P ——
logy

Ces estimations sont amplement suffisantes pour notre objectif.

Démonstration de la Proposition 2.12. Nous procédons comme au lemme 10 de [10]
et, en conséquence, nous nous contentons d’indications succinctes.
La formule de Perron effective permet d’écrire

2

| gk ds p(n)

\I; - s fe .

o) =g [ Gl S < P+§< n {1+ T log(x/n)]}
n)KyY

En choisissant 7' = 1/E? et en appliquant le Lemme 2.11, on obtient immédia-
tement que le membre de droite est < z%*(1(«, y)E. On majore ensuite la con-
tribution du domaine 1/logy < |r| < T a lintégrale de Perron en utilisant le
Lemme 2.10 et la relation 1 — « < &(u)/logy qui découle du Lemme 2.8. O
Démonstration de la Proposition 2.13. Observons d’abord que le terme principal
de (2-29) satisfait a

xagl(avy) - xa<l(a7y)
1+ ayos 1+ ay/ulogy

(2:30) %G, y)Gay/os) =
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Posons Ty := u~'/3/logy. Le Lemme 2.10(i) permet d’estimer la contribution au
membre de gauche de (2-29) des nombres réels 7 tels que Ty < |7] < 1/logy. Elle

est

1/1 _ 1/3

< 2%¢ (o y)/ / Y —rou(riogy? 4T 2%G(a,y)em
" I, a+T w3 + alogy

Par (2-30), cette contribution est donc englobée par le terme d’erreur de (2-29).
Comme Tjo; < 1 pour j = 3, 4 et comme |go(4)(04 + 4T, y)‘ < of = u(logy)*
pour |7| < 1/logy, on peut écrire

i et Gi(s y)xéE — G (o, y) /T0 6—57202+éir303+0(‘r402)g
(2:31) 218 J ity ’ s 27 s s
«
_ 2@y g o)
2
avec . .
0 d 0 d
J2 ::/ e—%‘r'?a'gi, J3 = 0.3/ e_%TZUQT?’i’
—T, S —To S
To 2 d
V= / e 37T "2{7'60§ + 7'40:}—7.
—To |s|

Montrons d’abord que V' n’induit qu’une contribution au terme résiduel de (2-29).
En effectuant le changement de variables 7 = v/,/03, on obtient en effet

< 1 20%3  wvio} dv
V< ¢ ( o3 + o2 )a‘/a +v
0 2 2 2
> 1,2 d’U 1
< e 2V vt (1 402 < :
/0 ( )u(a 09 +v) u(l JrOh/O'Q)

Nous utilisons la symétrie de 'intégrale pour établir que la méme majoration est
valable pour Js. En effet,

<<min(17alogy) /ooe_%,u2 vt do
Vu 0

alogy 1

< < .
a/uas (14 ay/oz) — u(l+ ay/o3)

Il reste a évaluer Jy. Posons m := a,/03. On a

To ,—ir2%0, d 0 —m?2t2/2 dt
wr e [Ty [
0 a? + 72 Toja 1+
avec Go(v) = 2 [° e=v*/2dt/(1 + 2). Comme m2TZ/a® =< u!/3, la derniere

intégrale du membre de droite de (2-32) est négligeable. On a

d —v/2 _ —v/2 > —vt?/2 _ —v/2 m
o (e7"2Go(v)) = —e /0 e dt = —e 25
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d’ot
(2-33) Go(v) = e”/2/ e 2,/ 2% dt = 2me"/2®(\/v) = 27G (Vo).

En reportant dans (2-:32) puis (2-31), on obtient bien (2-29). O

2.5. Preuve des Corollaires 2.2 et 2.3

Preuve du Corollaire 2.2. Dans le domaine considéré on a

sup {o®l¢" (0, y)| + %W (0, )|} < a*u(logy)*.

En estimant ¢(0,y) par un développement de Taylor & l'ordre 4 en ¢ = «, on

obtient

oo, y) — 0(0,y) — o’ () + 302" (a, y) < u(alogy)*.

Par (2-18) on a encore

alogy < zD(y)/logz < z/\/u,

alors que z* < u par hypothese. En reportant dans (2-5), il suit donc

(N, z) = T(Ny)q’(zl){l A 0(24: 1)}

avet 21 ‘= (X4/02.

Comparons z a z;. On a

I(y) — 2logz = 2¢ (o, y) — 2¢'(0,y) = 2003 + O(a’u(log y)*)
— 205 D(y) + O(cPullogy)?).

On en déduit que z; = z + O(2%/u), d’ou

D(z1) — D(2) s — 2 1+ 2%
et < (14 2)] 1| < —

O

Preuve du Corollaire 2.3. La formule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire

olary) — 0(0.) — ag'(a,y) = - /0 St (1, y) e

= —(log2) ) /O a(logp)v/(tlogp) dt

= —(log2)m(y) + (log2) Z v(alogp).

Py
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En reportant dans (2-5), nous en en déduisons

(2-34) T(Ny,x) = exp { Zv(a logp)}G(a@){l +O0(1/u)}.

Py

Maintenant, on a par sommation d’Abel

> (alogp) = n(y)y(alogy) — a / 7 (o) T .

Py

Comme +/'(v) < ve™" et, par (2:18), a = v{1+ O(1/logy)}/logy, une majoration
de type Tchébychev permet d’estimer le second terme :

- 7(t) 2 [V
a/ ¥ (a logt)T dt € a / t~dt < 7(y)vy(v)/logy.
2 2

11 découle également de (2-18) que

v(alogy) = v(v){1+ O(v/logy)}.

L’estimation G(z) = 1/(1 + 2) (z > 0) fournissant G(a,/a3) = e908Y) 1a
démonstration du Corollaire est complete. a

2.6. Preuve du Corollaire 2./

La variable y étant fixée, y > 2, nous pouvons écrire, en vertu de (2-5),

Wi(y'y) =o' 11 0(2)})

pour tout nombre réel u tel que 1 < u < %ﬁ(y)/ logy, avec

fu) = ayulogy + p(a,y) + g(ay/o2),  aw = aly",y),
g(z) :==1log G(2) = 32 + log ®(2).

La formule (2-10) équivaut alors &
flu+t) = f(u) =taylogy + O(1/v/u)  (0<t<1),
et il nous suffit donc d’établir que 'on a
(2-35) I'(u) = aylogy + O(1/y/u), fflu)y<1/u  (u>1).

Pour établir (2-35), nous observons d’abord que la relation ulogy + ¢(a,y) =0
fournit par dérivation

1 -1 )20 1
o = o8y ’ a;,:(au) %o L
09 ulogy 09 u?logy
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et donc, posant A, 1= qyu+/02

1+ aylogy
/\/ _ {1_au03} u
w = UV 200 J ST a
1\2 (o )2 . o2
)\//:{// _(au)a3}{1_aua3} u {u*_ _ uS}
v uvo2 2\/02 20’2 +2\/02 Qudy 73 g9
14+ ay,logy
< u3/2 :

Nous notons ensuite que la formule (2-3) implique

1 1
(2-36) 9'(2) < 153 9"(2) < 152 (z=0).

On peut alors écrire

f'(w) = aulogy + ay,logy — afyo1 + A9’ (M)

14+ aylogy 1
=y logy + O(—) =, logy + O(—)
V(1 + o\ /52) Vu
et
f(w) = o logy + Xig' (M) + (A)%g" (M)
1 1+ ayl 1 2(1 2 1
< + ay logy —|—O¢u(0gy) < >
U u3/2(1+au\/02) U(l-‘r()&%d’z) U
Cela acheéve la démonstration du Corollaire 2.4. O

2.7. Preuve du Théoréme 2.5

La proposition suivante peut étre établie de maniere semblable a la Proposi-
tion 2.13, avec en fait des calculs plus simples. Nous en omettons la démonstration.

ProprosITION 2.14. On a, uniformément pour tous nombres réels x, y tels que
xzy =2, 9y >2logz,

1 poti/logy (o, y) 1
9.37 — = e, UL
(2:37) ol A Gi(s,y)z* ds N { i (“)}

De plus la méme estimation vaut pour

1 a+i/logy

by IC1(s,y)x°| | ds|.
Y

a—i/logy
Posons x1 := 2 4 x/z, et a1 := a(z1,y). Comme on a
O -1 -1

7Y = 2olany) ~ zullogy)?

d’apres le Lemme 2.9, on voit que

2.38 0<a— . —
(2:38) “ a1<<U(10gy)2
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et done, pour tout o € [, o]
(2-39) 27|Ci(o +iTy)| < 2%|G(a +iT, y)|.

Cette estimation, appliquée avec 7 = 0, nous permet en particulier, grace a la
Proposition 2.12; d’obtenir

1 ai+i/logy
(240) U, (21,) / G1(5,9)5 ds + O (%G (a, y) E)

2mi 1—i/logy

avec E = e~r20/(10820)° 1 1 /Y. D’apres (2-38) et (2:39), on voit par une application
immédiate du théoreme des résidus que ’erreur commise en remplacant ay par «
dans le terme principal de (2-40) est

a i /1 _ a —KoU
< |G (a4 i/ logy, y)|(a — o) <7 Ci(a,y)e
a+1/logy logy

ol nous avons utilisé (2:23). Cette dernieére majoration est d'un ordre inférieur a
celle du terme d’erreur de (2-40), quitte & modifier convenablement la valeur de s.
Nous obtenons donc

1 a+i/logy . N
\Ill(xlay):%/ ” Cl(S,y)xlds—i-O(ac Cl(avy)E)a
a—i/logy

et, en effectuant la différence avec (2-28), nous obtenons

x
‘1’1(33+ ;,y) — Uy (z,y)

:1./oz+i/10gy<1(s’y)xs{(1—’_l/z)s_1}ds—|—0(xagl(a,y)E),

a—i/logy §

Compte tenu de (2-3) et du Théoreme 2.1, on voit que le terme d’erreur est bien
de lordre de celui de (2-11).
En utilisant le développement limité

(1+1/2)°-1= s/z+0(\s\/22),

nous pouvons estimer le terme principal par

1 a+i/logy . 1 a+i/logy
/ Ci(s,y)x® ds—l—O(; / |G (s, y)z°] | d5|)
@

2miz —i/logy a—i/logy

!

d’apres la Proposition 2.14. On conclut grace au Théoreme 2.1. O
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2.8. Preuve du Corollaire 2.6

Nous pouvons supposer z > ¥y : dans le cas contraire le résultat découle
immédiatement du fait que la densité de Schnirelmann des entiers sans facteurs
carrés est strictement positive.(®)

Plusieurs cas sont & considérer. Lorsque y > (logz)3, nous avons, d’apres le
corollaire 2 de Hildebrand dans [8] et le théoreme 1 de Ivi¢ & Tenenbaum [11],
pour 1 < z < min{z, y*},

\Ij(z7y) \Ijl(xay)

Ui(z+ax/2,9) — Vi(z,y) < VY(z+z/2,y) — VY(r,9) < ~ < o

Lorsque y < (logx)3 et 9(y) > 2log(z + z/z), le Théoréme 2.5 fournit 'estimation
requise avec beaucoup de marge puisque l'on a alors u > y!/3 /logy.
Soit Ny := e’W) . Lorsque z > /Ny, nous utilisons la symétrie de diviseurs de

N, autour de /N, sous la forme
(2-41) Ui(x+x/2,y) = Vi(x,y) = Vi(x1,y) — V(2 —21/21,9)

avec 21 := (Ny/x) — 0, et 21 := z + 1. D’apres ce qui précede le membre de droite
de (2-41) est
qll(xlvy) T(N ) \I/(x7y)

< < Y <« )
21 z z

Lorsque = + z/z > /N, > z, nous appliquons les résultats établis jusqu'ici aux
intervalles |z, \/Ny| et |\/Ny,x + z/z]. Cela achéve la démonstration. O

3. Etude de A (d)

3-1. Lemmes généraux relatifs a la fonction de diviseurs ; preuve
du Théoréme 1.3

LEMME 3.1. Soit M) :=log (1+27%)/log2 (a > 0). Alors on a
(3-1) ZT(d)_a < 7(n)M (n>1).
d|n
Démonstration. Le membre de gauche de (3-1) vaut
(3-2) I > g+
p¥|ln 0y
La majoration annoncée équivaut donc a la validité de 'inégalité
(3-3) S G+ ()N
oy

pour chaque entier v > 1. Or, (3-3) est trivialement réalisée pour v = 1 et, en
supposant la propriété réalisée jusqu’au rang v, on a pour v > 1

Y G+ W+ DM 4 (wt2)7e

0<j<r+1

—(w+ 2)“0‘){(; j: ;)A(a) + (vt 2)*6‘”@}.

9. Cette densité vaut en fait exactement %, un résultat di & K. Rogers [17].
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On vérifie facilement que A(a) + o > 1. Cela permet de montrer, par une étude
standard, que le terme entre accolades est une fonction de z = 1/(v + 2) qui est
décroissante puis croissante sur Uintervalle [0, %] Comme cette fonction vaut 1 en
z = 0etenx = 3, elle n’excede pas 1 sur [0, 5]. Cela établit bien (3-3) et donc (3-1).

O
Remarque. La démonstration précédente s’acheve donc par la preuve, via une étude
de fonction standard, de I'inégalité

(3-4) (1- ;U)/\(‘X) + 2o tMa) < (% <z <1).

Mohan Nair (communication personnelle) a donné une intéressante explication rela-
tive a la valeur des exposants apparaissant dans (3-4). Cela repose sur l’'observation
générale suivante, également déduite d’un facile calcul de variations : pour tous
a>1,0<b<1,lafonction F(x) := 1 — 2% — (1 — x)® posseéde dans l'intervalle
10, 1[ un unique zéro v, et, de plus, on a F(z) > 0 pour 0 < = < ~ alors que
F(z) €0 pour v < z < 1. Dans le cas de notre application, le choix a = a + A(a),
b = A(«a), impose F(%) =0,douny= % et donc la conclusion.

Preuve du Théoreme 1.3. Soit a > 0. La quantité a majorer n’excede pas

(35) 3T ¢ e,

d’apres (3-1).
En choisissant optimalement

(3-6) o= 1 log (ﬂ),

on obtient bien (1-16). O
Remarque. Soit D(z) := sup,, <, 7(m) (x > 1). L'inégalité (3-1) fournit une preuve
tres simple de la majoration

(37 Z 1 < D(n)PB)+em) (0<B <3, n—o0)
d|n

d<n”

établie par le premier auteur dans [1]. En effet, puisque D(n?) = D(n)#*+°() on
peut majorer le membre de gauche de (3-7) par

7

af+o(l
3 D)o e @ o)

o T(@e

d’apres (3-1). On conclut comme précédemment en choisissant « égal au membre
de droite de (3-6).

Nous aurons plusieurs fois 'occasion de faire appel au résultat suivant, qui fait
lobjet du lemme 4 de [6].
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LEMME 3.2 ([6]). On a uniformément pour &€ >0, 2 < T,

7(m)¢ 9t
(3-8) > = < (1+1logT)”.
P+(m)<T

3-2. Magjoration de A (d)

Posons
I = 1/(logy k).
Il sera également commode d’introduire le parametre h := [(log k)/log 2], de sorte

que

(39) 2h < k< 2h-i-17 K = ehlogh-&-O(h)? Kg — ehlogj_H h+0O(h) (j — 172)

LEMME 3.3. Soit d < (KK1)'/? et s €]0,1[ défini par d = (KK;)37%)/2. On a
alors, pour une constante convenable ¢ > 0,
kO(l)

(3-10) Ap(d) < Kiver

En particulier, tout entier d tel que Ap(d) = A}, satisfait &
(3-11) d> K3 ¢

avec ey, := c1v/10gs k/logy k pour une constante positive convenable c;.

Démonstration. On a

logd = (1 — s)h{log h + logy h + O(1)},
log, d = log h + logy b + log(1 — s) + O(1),
logd

h
11 _
oz, d 2\ 3)h+0(1ogh)'

On en déduit, en faisant appel & la majoration de Ramanujan [15] pour l'ordre
maximal de la fonction de diviseurs,

(3-12) max 7(t) < JUlog2+0(1/logy d)} /logy d 1.5 (1—5)+O(9%)
e X X

Rappelons la formule (1-8). Nous allons montrer que 1'on a, pour k assez grand
et ¢ assez petite,

(3-13) r(md) > ke’ =0k

pour tout entier m apparaissant au membre de gauche de (1-8). C’est évident si
cs? < 19%. Mais, pour un choix convenable de ¢, cs? > 19% implique que la borne
supérieure de (3-12) est < Vk. On peut donc appliquer le Théoréme 1.3 sous la
forme
k< Z 1 < 7(md)®®
tlmd
() <k’
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pour B =3 —cete=1s+0(9;) > 0. Comme on a

[ 4neg2n 2¢2
El - =1- <1-
(z=¢) log 2 nZ::l 2n(2n — 1) log 2

lorsque 0 < e < %, cela fournit bien (3-13).
11 suit, pour tout £ € [0, (logd)/ log 2],

1 7(md)*

14cs2—192
dlogd Prom<d mk+ 2)E

Ar(d) <
(3-14)
7(d)§(1 + log d)* !
dk(1+c32—19i)§ ?

<

d’apres (3-8). En majorant 7(d) par le membre de gauche de (3-12) et en opérant
le choix quasi-optimal défini par

log k
3-15 28 =
(315) e
on obtient o)
K3k
Ap(d) < W

En distinguant les cas s > 1/logs k et s < 1/logs k, on obtient bien (3-10) quitte
a altérer la valeur de la constante c.

La minoration (3-11) est obtenue en comparant (3-10) & la minoration de (1-11).
Nous omettons les détails du calcul. O

LEMME 3.4. On a pour k > 100, % <ov <2,

KlkaO(l)
3-16 sup Ap(d) < —2——
(3-16) d>113” k(d) KK

En particulier,

. VK, Lo
SUOKVE

Démonstration. D’apres le Lemme 3.3, le maximum A} est atteint en une valeur
d= K" avec u > %—I—O( (logy h)/ logh). On peut aussi supposer d < K2 puisque
Ak(d) < 1/d. La majoration (3-17) découle donc bien de (3-16).

Pour ces valeurs de d, nous allons majorer le second membre de (1-8).

Nous pouvons d’abord, grace & (3-14), écarter les entiers m tels que 7(md) > k2.

Pour les entiers m restants, posons T' = T} := exp {(10g2 k)ﬁ} et décomposons
chaque entier m apparaissant au second membre de (1-8) sous la forme m = myms
avec

(3-17)

P+(m1) <T < Pi(mg).

Nous allons établir que l'on a pour k assez grand

(3-18) 7(mad) > k'
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Clest évident si 7(ms) < k% puisque
(3-19) k=71(md,d) < 7(mid)T(ma,d).
Dans le cas contraire, on observe que chaque diviseur ¢t de mo n’excédant pas d

vérifie
T(t) < 2Q(t) < d(log2)/logT < k,2192 < T(m2)2192.

D’apres le Théoreme 1.3, on en déduit, pour k assez grand,
7(ma,d) < T(mQ)E(zﬂi) < sz(zﬁg) < kﬂi'

On en déduit encore (3-18) par (3-19).
La contribution & (1-8) des entiers m satisfaisant (3-18) n’excede pas

1 ( 1 7(myd)S 1 7(d)S(1+1logT)2* 1
05 ¥ Sy e
1—92 1—92 ’
d ca p P+<m1)<T’“( Vemy P (ma)>T 2 dR\ =70

Pt (ma)<d

d’aprés (3-8). Insérons la premiére majoration (3-12) et opérons le choix quasi-
optimal £ := (log, k — log, k)/log 2. Posant A := logs k/log, k, nous obtenons la
majoration

L—§(1—u+Au)+0(1) K;*uko(l)

Kv -~ KKV

3-3. Preuve du Théoréme 1.4

Commengcons par établir (1-19) et (1-20). Le renseignement supplémentaire selon
lequel la somme est dominée par les entiers vérifiant (1-21) ne sera pas employé
directement dans ce travail. Nous ’avons cependant inclus en vue d’applications
ultérieures.

Nous utilisons ici la méthode du col sous une forme tres voisine de celle qui est
employée pour établir le théoréme 1 de [6]. Nous nous contentons donc d’indications
relativement sommaires, renvoyant le lecteur & [6] pour les détails calculatoires.

L’existence de la solution ¢ a l'équation (1-17) résulte immédiatement de la
croissance de l’expression figurant au membre de gauche, dont la limite a Uinfini
vaut

Kk1—1

m(z) =7 (y) ~ z/log z > y(log y)
On a de plus ¢ > h/logu puisque

h_Flo)

o Flo)

< > T« log u.

y<p<z

Ensuite, on remarque que ¢ < y/logu pour y assez grand car, pour 5/logu < s <

2]y, on a
Y Y
g p> E %>%sylogu>h.

sy +
y<p<z y VYz<psy“
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Posons alors g1 := y(1 + ¢/logu), ol ¢ est assez grande pour que ¢ < g1. On note
que g1 €ly, z[ pour y > yo. On a

Y loggy
Zm<2 (p+91< ZiJFQlZ '

y<p<z y<p<z vep<or P > P logy
D’ou

!/

S0 % [ ) e o)~ +0(3)
et donc
o e leo()

Pour v € C\] — 0o, —y], posons

Z log(l-i— )

y<p<sz

ol les logarithmes sont pris en détermination principale, de sorte que F'(v) = e?(v)
pour ces mémes valeurs de v. Il est clair que p(wp) est défini deés que |w| < (y+0)/20
et que 'on a alors

_:U

pﬂ) 2O~ (w—1h+ O(jw—1175),

(3:21) p(we) —p() = Y log (
y<p<z
ou nous avons utilisé ’estimation
2

> © L0 D
(p+0)? " logy  Rlogyy

y<p<z

Cela permet d’établir facilement (1-19) lorsque h < R, et donc ¢ < (logy)/logs y.
En effet, dans ce cas, on peut supposer yy assez grand pour que g < %y, de sorte
que |w| =1 implique |w — 1| < 2 < (y + 0)/20. On peut donc écrire

1 d
sy 2) = 5= eelen O

2700 J =1 ohwh+1
_ F(o) hlw = 1P\ pw-1y dw
- 2miph 7{4)_1{14—0( R )}e wh+1’

La formule de Cauchy et une évaluation classique du terme d’erreur fournissent
alors (1-19).
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Lorsque h > R, nous obtenons (1-19) en développant F(pe®) au voisinage de
¥ = 0. Par (3-21), il existe une constante absolue ¢g telle que 'on ait pour |(] < co,

¢eC,
(3-22) p(0e™) = (o) + h(e' —1) + O(h|¢*/R).
Cela implique par la formule de Cauchy que, pour chaque entier r > 1 fixé,

" o peiC
%L—o - h{1 +O(%)}

Comme «; = h par définition de p, on peut écrire, pour || < ¢y,

oy =1 " [

p(0e™) = ¢(0) +ihd — Lt — Liaz¥® + O(h9*)

ou la majoration du terme d’erreur découle également de (3-22). En reportant ce
développement limité dans I'intégrale

1 4 . .
sy, z) = / F(0e)e™ ™ dy

=5 .

pour y estimer la contribution du domaine |9 < coh™1/3 et en majorant la
contribution complémentaire grace a I’estimation

Fge) < F(g)e™"" (|9 <)
qu’on établit, pour une constante absolue convenable ¢, en raisonnant comme au
lemme 3 de [6], on obtient (1-19) avec des calculs semblables & ceux de la fin de la
preuve du théoréme 1 de [6].

On déduit (1-20) de (1-19) en faisant appel a (3-20) et en notant que

v(0) = gologu+ O(h/R) = h+ O(h/R).

LEMME 3.5. On a uniformément poury > 2,0 < a <1,

ZZ% =log,y + {1+0<101)}/1wt§’(t)dt+0(1)

Py 8Y

avec w := (y* — 1)/(alogy) et ou & est la fonction apparaissant au Lemme 2.8.

Démonstration. Cela découle immédiatement de la formule

S fso(h ) o)

Py logy

que 'on peut établir grace au théoreme des nombres premiers sous une forme forte,
cf. [19], exercice corrigé 111.5.1(d) p. 204.
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LEMME 3.6. Pourh<y<z<y?et0<9<1,ona

(323) Z :u‘(m)2 < (log'u)h efﬁh/(uf1)2/3+O((U*1)2/3h)
m h!

w(m)=h
plm=y<p<z
m>(yz)h(1+9)/2

Démonstration. Posons € := u — 1. Soit o = £'/3. Désignons par S la somme &
majorer. On a

a—1\h
(3-24) S < e~ oh(1+9)/e (Zy<p<zp )
N !

avec alogy = o/{e(1 + ie)}. D’aprés le Lemme 3.5 et l'estimation t&'(t) =
14+0(1/logt) (t > 2), on a

o ety 1 Oanogy)} oW

y<p<z [
~ o[ e ] ow
(o [T 0w
- {1+ 0(E)} S+ o010}
= {1 + O(S + 02) }se”/‘E

En reportant dans (3-24), on obtient

5 < (u ;L'l)he—ohﬁ/s—i-O(sh/a—i-th).

Cela implique bien (3-23). O

LEMME 3.7. Pourh<y<z<y>et0<v9<1, ona

p(m) (logw)" _yn/(u-1)2/2+0((u=1)>/n)
(329 Tt
p|lm=y<p<z
m< (yz)P1=9)/2

Démonstration. Posons € := u — 1. Soit 0 = €!/3. Désignons par T la somme &
majorer. On a

h

—a—1
(3-26) T < eoh(1-9)/c (X yepczP )
h !
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avec alogy := 0 /{e(1 + 4¢)}. D’apres le théoréme des nombres premiers, on a

Z = [ayl(:;y B oj;;z} {1 + O(aligy)} + O(e_\/@y_o‘>

y<psz
€\ € 1+¢ 1
{1ro(Z)}; La/{e(1+e/2>} - e(l+e>o/{s<1+s/2>}]

+ O(e—o/{s(w/z)}e—\/a/e)

0(5)}560/{e<1+s/2>}[ L+e —1+0(e%’7€ﬂ

o o ea/(1+5/2)

[
+

En reportant dans (3-26), on obtient

T < (u ;[1)he—ohﬂ/a—i—O(eh/a—i—ozh).

Cela implique bien (3-25). O
Nous sommes maintenant en mesure de compléter la preuve du Théoreme 1.4. En

effet, I'assertion complémentaire est une conséquence immédiate de (1-20), (3-23)
et (3-25).

3-4. Minoration de A}, : fin de la preuve du Théoréme 1.1

LeEMME 3.8. On a, uniformément pour y > 2, N, = ?W 1/logy < € < %,
w > elosn)™/s b > 1 u(b)? =1, P~(b) >y, wb) < (1—e)my), et 1 < 2 <
min(z, e7(y)),

Z 1 < 7(Nyb,z)/z.

d|Nyb
r<d<z+z/z

Démonstration. Soit yg une constante positive arbitraire. Nous pouvons supposer
y > yo car le résultat est trivial lorsque y est borné. Soit S la somme & majorer.

On a . - .
Szg{q’l(ﬁw@ ~w(F))

Lorsque t < x/z, nous pouvons employer le Corollaire 2.6 pour majorer la quantité
entre accolades. Dans le cas contraire, elle n’excéde manifestement pas la valeur 1.
11 suit

1 x _ T(Nyb,x)
(3-27) S<<Z%\Ill<t,y)+51—z+51

avec S = Ztm o) s<t<a 1.
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w(n)

Désignons par {p;(n)},;2; la suite croissante des facteurs premiers d’un entier

générique n. Les diviseurs ¢ de b peuvent étre représentés sous forme canonique

t=J[ »i®»>",

1<j<w(b)

ol a;(t) vaut 0 ou 1 pour chaque indice j. Nous posons alors

dy = H p; (N, D,
1<5<w(b)

de sorte que t — d; est une injection de I'’ensemble des diviseurs de b dans celui
des diviseurs de N,. Nous observons que ’hypotheése w(b) < (1 — €)7n(y) implique
pour yo assez grand

Y1 = Pup)(NVy) < (1 —e)y.
De plus, si 2/z < t < x, ou bien y® < x/zy et
t/dy > x/zdy > x/zy“(t) >,
ou bien y*®) > z /2y > x/y? > yllosv)/e}=2 ot
t/d, > (y/yl)w(t) S ef(Ite/2w(t) 5 o(1+e/2) logy—e(2+e) y.

On a donc dans tous les cas yd; < ¢t < . Cela implique que tous les diviseurs de IV,
de la forme d;p avec y; < p < y sont comptés dans 7(Ny, x). Il s’ensuit que

T(Ny,z) > en(y)7(b, ) > 27(b,x) > 25.

En reportant dans (3-27), on obtient bien le résultat annoncé. O
Nous sommes maintenant en mesure d’établir la minoration contenue dans (1-13).
Soit k un nombre entier assez grand. Nous rappelons la notation h de (3-9) et

introduisons des parametres w > y > 2. Posons encore N, := e’ En appliquant

(1-8) avec d = N,, nous pouvons écrire

o) ez () S0 3

v p<Ny meM re&(m)

o M est un ensemble d’entiers m < N, dont tous les facteurs premiers sont dans
Jy,w] et ol, pour chaque m de M, I’ensemble £(m) est tel que

(3-29) Pt(r)<N,, P (r)>w, 7(Nymr,N,)=k
des que r € E(m).
Soit € un parametre satisfaisant & 1/logs k < € < - Nous choisissons y aussi

100"
grand que possible sous la contrainte

7(N,) = 27 < k3te,
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Il résulte du théoreme des nombres premiers que

Yy Y
. =plogk
(3-30) o +o( (bgy)?) ologk,

avec 0 := (% +¢)/log2. Dot

y = ologklogy k + Qlogklog3k+0(logk)

(3-31) )

= (5 +&)log(KK;) 4+ O(logk),
et donc
(3-32) N, = W) — (KKI)%ﬁkou)_

Il existe un unique entier ¢ = £, tel que k/27(N,) < 2¢ < k/7(N,), et nous
choisissons dans (3-28)

M:z{m}l:u(m)zzl,w(m):&p\m¢y<p<w},

avec w := (1€, On déduit de (3-30) que

log k log k
. — (1 _
(3:33) t=G 6)10g2 +O(log2k>'

Nous avons encore, avec la notation du Théoreme 1.4,

m2
DI S

meM m<N,
w(m)=~0
plm=y<p<w

puisque
(3-34) wh = (A9 = gG=o)1+9) o) o g(1-9)/2300) <« N /\ /K,

ol la derniere inégalité résulte de (3-32).
Il découle du Théoreme 1.4 que
eh loge+O(h)

Sg(y,’LU) > /)

En reportant dans (3-28) tout en tenant compte de (3:32), cette estimation fournit
Jo(loge)/log2+0(1) 1

AN > T i L
KKZ™ M e "

On voit donc que la minoration de (1-13) résulte de I’estimation

1 1

re&(m)
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pour le choix € = 1/logs k, que nous opérons désormais.
Nous allons maintenant construire les ensembles &(m). Pour chaque m, nous
définirons :
(a) un nombre pg = po(m) égal & 1 ou au plus petit nombre premier > w,
noté p# (w) ;
(b) un entier G, > 1;
(c) des vecteurs admissibles (po,p1,...,ps), avec J < G, et ol les p;
(1 <j < J) sont des nombres premiers deux a deux distincts de Jw, N,].
L’ensemble &(m) sera alors constitué de tous les entiers r de la forme r = pop1 - - - ps
avec (po, p1,---,ps) admissible.
Observons en premier lieu que, comme N, > /N,m pour tout m de M, on a
7(Nym, Ny) = $7(Nym) et donc
1k < T(Nym,N,) < k (m e M).
Posons ko(m) := k — 7(Nym, N,) de sorte que 0 < ko(m) < 3k (m € M).
Définissons maintenant po(m).
Si ko(m) < eV¥, nous posons po(m) = 1.
Si ev¥ < ko(m) < %k‘, nous distinguons deux cas, selon que l'on a ou non

(3-36) ko(m) > 7(Nym, N, /w).

Lorsque (3-36) n’est pas réalisée, nous posons encore po(m) = 1. Lorsque (3-36)
est vérifiée, nous posons py = po(m) := p*(w) et nous observons que, puisque
Ny /w > /2N,mw > /N,ymp, par (3-34), on a

%k < 7(Nympo, Ny/w) = 7(Nym, Ny /w) + 7(Nym, Ny /wpo)

et donc
ko(mpo) = k — 7(Nympo, Ny) < %k < 7(Nympo, Ny /w).

Les nombres entiers positifs J et les vecteurs (pg,p1,--.,ps) admissibles sont
définis par récurrence sur lindice j, 1 < j < J. Supposons po,...,p;j—1 déja
construits et posons

Tj—1 =P Pj—1, ko(mrj_1) ==k — 7(Nymr;j_1, Ny).

Il découle de ce qui précede que ko(mr;j_1) < T7(Nymr;j_1, Ny/w) pour tout j > 1,
autrement dit
T(Nymrj_1,x) = ko(mrj_1) = z < Ny /w.

Si
(3-37) ko(mrj—1) < eVy,

deux cas se présentent :

(i) ko(mrj_1) = 0. Nous posons alors J := j — 1. La validité de (3-29) est
dans ce cas triviale.

(ii) 1 < ko(mr;—1) < ev¥. Nous posons alors J := j, introduisons 'unique
nombre entier x; tel que

(3-38) T(Nymrj_1,2;) = ko(mr;_1)
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et définissons ’ensemble I(po,...,pj—1) des nombres premiers p; admissibles par

I(po,...,pj-1) :=={p: Ny/(1 +z;) <p < Ny/xj,p # po,---,pj—1}-
Comme 7(Ny,z;) = V;(x;,y) < eV¥, le Théoreme 2.1 implique z; < e3v¥,(10)
donc, par (2-17), 7(Ny, z;) > x;/g et ; < k3. On a alors pour tout r de &(m)

T(Nymr, Ny) = 7(Nymrj_1, Ny) + 7(Nymrj_1, Ny /pj)
=k— ko(mrj,l) + ko(mrj,l) = k,

de sorte que (3-29) est satisfaite. De plus, par le théoréme des nombres premiers,

1 1 Jx; 1
(3-39) S ol, L
pelporp) L I logN, N, Lk

ou la derniere estimation est conditionnelle & une majoration convenable de J, e.g.
J < Gm < /Ny. Nous verrons ci-dessous qu’en fait (3-37) est réalisée pour au
moins un indice j < h/logh, ce qui est plus que suffisant.

Si (3-37) n'est pas satisfaite, nous définissons encore z; par (3-38)(*1) et nous
choisissons 'ensemble I(po,...,p;—1) des nombres premiers p; admissibles sous la
forme

I(pOa cee apj—l) = {p : Ny/‘rj <p< (1 + 1/€h)Ny/xja p #p()a cee apj—l}-
D’apres (3-33) et (3-31),

wm)—1—-e)m(y)=£—(1— E)(% +e)h+O(h/logh)
< —e(3 —e)h+O(h/logh) < —3eh.

Cela implique
(3-40) w(mrj_1) Sw(m)+j < (1 —¢e)m(y)
sous réserve que

(3-41) J eh.

N

1
3
Pour ces valeurs de j, nous pouvons appliquer le Lemme 3.8 a 'entier b = mr;_;.
Nous obtenons alors, pour tout p; € I(po,...,pj—-1),
T(Nymrj—1,Ny/p;) = T(Nymrj_1,2;(1 — 1/eh))
=T7(Nymrj_1,z;) — Z 1

d|Nym7‘j,1
zj(1—1/eh)<d<z;

} ko(mrj,l) — Ako(mrj,l)/sh,

10. En effet, Uq(e3V¥,y) = o3}V par (2-5) et (2-17).

11. On a donc trivialement x; > eV,
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ou A est une constante absolue convenable. Il s’ensuit que
ko(mrj) =k — 7(Nymrj, Ny) = k — 7(Nymrj_1, Ny) — 7(Nymrj_1, Ny /p;)
= ko(mT‘j_l) — T(Nymrj_l, Ny/P]) g Ako(mrj_l)/eh.
Cela montre que la condition (3-37) est certainement réalisée des que

S 2logk _ h
log(he/A) ~ logh’

J

et, en particulier, que (3-41) est automatiquement satisfaite lorsqu’elle est néces-
saire. On a donc en toute circonstance

(3-42) Gum < h/logh,

ce qui assure en outre la validité de de (3-40). De plus, dans les étapes de récurrence
ou (3-37) n’est pas satisfaite, on a par le théoréme des nombres premiers

1 1 1
343 - > —.
(3:43) 2 % N, T
pE€I(po,---,pj—1)
11 découle de (3-39), (3-42) et (3-43) que
eO(Gm) 1

1

- > >
}: 173CGm 15 om’
e poGn! R3Gm k £OM)

ou le terme G,,! du dénominateur permet de prendre en compte 1’éventualité que
les I(po,...,pj—1) ne soient pas disjoints. Cela établit bien (3-35) et acheve la
démonstration de la minoration de (1-13). O

Nous terminons ce paragraphe par la remarque que I’évaluation en moyenne sur

k de Aj, est relativement facile. Montrons rapidement comment établir I’estimation

5 il
(3-44) sup Ai(d) = —=
4 kja<i<ok KvK,

(On pourrait en fait montrer que

KO0
345 sup A > ;
(3-45) kj2<j<2e - KVEq

en choisissant, dans la démonstration qui suit, ¢ = ¢, = 1/logy y.)

Montrons (3-44). 1l suffit d’établir la minoration contenue dans (3-44) car la
majoration découle du Lemme 3.4.

Pour chaque d, on a par (1-8)

(3-46) Ld):= Y Ajd) = % 11 (1 - 1) 3 %

k/2<j<2k p<d p Pt (m)<d
k/2<7(md,d)<2k
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Observons que tous les entiers m satisfaisant aux conditions
(3-47) 1<m<d, (myd)=1, k/r(d) <7(m)<2k/7(d)
sont comptés dans la somme en m de (3-46). En effet, on a d > v/md, donc

7(md,d) > 37(md) = Lr(m)7(d) > ik.

Soit ¢ €]0, 1t5[. Nous choisissons d = N, = e?®) o y est aussi grand que
possible sous la contrainte 7(d) = 27® < k2. Les estimations (3-31) et
(3-32) sont valables sans changement. Il existe un unique entier ¢ = {4 tel que
k/7(d) < 2¢ < 2k/7(d), et nous restreignons la somme en m de (3-46) aux entiers
m qui sont sans facteur carré et possedent exactement £ facteurs premiers, tous
dans I'intervalle |y, w], ot w := £**¢. La formule (3-33) est également encore valable
— quoique le choix de £ ne soit pas exactement le méme que dans la preuve du
Théoreme 1.1. Nous avons encore, comme précédemment,

2

A= Y
wzlng)dzf

plm=y<pLw

car w® < d.
Par (1-20), on obtient donc

~ log(1+ £)teQ ¢/ logt)
B 0 '

(3-48) oe(d)
En reportant dans (3-46) tout en tenant compte de (3-32), cette estimation fournit
Li(d) > KOO J{KKE Y.
Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, on obtient bien (3-44).

3.5. Preuve du Théoréme 1.2

La minoration de (1-14) correspond 4 la seconde assertion du Lemme 3.3 pour le
choix by = ¢1.

La majoration de (1-14) résulte d’une comparaison entre la majoration de Ag(d)
en fonction de d obtenue au Lemme 3.4 et la minoration de A} issue du Théo-
reme 1.1. En effet, on déduit de (3-16) et (1-13) que, pour une constante C
convenable,

Kok© k¢ .

< < k>
K(K1K3)"  KVK K,

deés que d > KV avec v = 1 + (3 logy k + bs)/logg k olt by est une constante assez
grande.

Pour montrer (1-15), nous observons qu’il résulte de (1-8) et (3-8) que 'on a, dés
que 2¢ < d,

1 1 r(m)sr(d)s  7(d)S(1 +logd)®
< — - — .
M@ < 5 11 1 p) > m dlogd
p<d Pt (m)<d

A(d) <
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Soit d tel que Ag(d) = Aj. Choisissons ¢ comme dans (3-15), ce qui, compte tenu
de (1-14), est largement compatible avec la condition 28 < d. Si 7(d) < k2(1-1) on
en déduit, grace & la minoration de (1-14),

Ar(d) < KOO
k(d) < K1—5k+u/2K£1—#)/2'

On vérifie sans peine que cette majoration est moindre que la borne inférieure de
(1-13) dés que k > ko(g) et pu > (3 + 3e)(logg k)/log, k ~ (3 + 3¢)(logs d)/log, d.
O
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