Théorémes taubériens
avec restes

Géra1d Tenenbaum

En Théorie des Nombres, les théorémes taubériens servent surtout 3 relier Je
comportement analytique d'une série de Dirichlet,

bt s
z an n >
n=1

au comportement asymptotique de la fonction sommatoire de ses coefficients

Alx) = % a,
ngx

Ces theoremes sont usuellement valables sous des hypoth&ses trés générales et,
partant, d'emploi facile. Ils présentent en revanche un défaut de précision endémique,
dont 1a nature intrinséque est attestée par de nombreux contre-exemples.

I1 est pourtant fréquent que 1'existence d'un terme reste explicite se révéle

indispensable & 1'utilisation d'une estimation taubé&rienne. Considérons par exemple
une somme double

z
mn § « ngx mga/m

Alors qu'un simple &quivalent, pour chaque m fixé, de la somme intérieure est insuf-
fisant dans la plupart des cas, une formule uniforme avec terme reste explicite
permet le report dans Ta somme externe et 1'&valuation de 1'expression initiale.

Dans ce contexte, 1a qualité de la dépendance en x/n du terme reste s'avére relati-
vement secondaire et c'est 1'uniformité en m qui joue un rdle crucial.

Nous nous proposons de présenter ici des formes avec restes des deux théorémes

taubériens les plus utilisés en Arithmétique : le Théoreme de Hardy-Littlewood-Kara-
mata, et celui de Wiener-Ikehara.

1. Le Théoréme de Hardy-Littlewood-Karamata.
Citons d'abord 1a forme classique du résultat.

Théoréme 1. Soit A(w) une fonction non décroissante telle que 1'intégrale de
Laplace-Stieltjes




(1) flo) = Jm e % da(u)
0
converge pour o > 0 . S'7l existe deux réels ¢, w, w >0 , tels que
(2) £lo) = (c +0(1)) o, (0= C) ,
alors on a

(3) Afx)
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( ¢+ 0(1)>xw s (x = to)
T(wt+1) :

Le schéma de la démonstration de Karamata [13] est le suivant. La relation (1)
implique
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pour chaque polyndme fixé P . On utilise ensuite le Théoréme d'Approximation de
Wejerstrass pour montrer que 1'on peut remplacer dans la formule précédente le
polynéme P par la fonction x définie sur [0,1] par

1, |
0, (u>1).
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Cela fournit exactement 1'estimation souhaitée.
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On peut s'attendre a ce qu'une forme effective du Théoréme d'Approximation
permette de rendre effectif le résultat. Ce projet a &té réalisé par G. Freud au
début des années 50 [5] .

Théoréme 2 (Freud). Dans les hypothéses du Théoréme 1 , et si l'on suppose en outre

que le terme reste de (2) est 0(06) pour un & > 0 fixé, alors le terme reste de
(3) est 0(1/%logx ).

La conclusion est optimale, comme le montre le contre-exemple suivant de
Karamata : pour le choix




U

Atu) = J (1 + cos((log£)2)) dt ,
0

une étude de 1'intégrale (1) par la formule de Cauchy (cf [12], p.p. 168-169) permet

d'établir que

f(o) :§+ 0(1) , (o -0+,

alors qu'une intégration par parties implique

Alx) = Cx + Q ( x > s {(x =+ .
Togx

11 est expliqué dans [51, [7], comment Te Théoréme 2 découle simplement du
résultat d'approximation unilatérale en norme L1 suivant. "

Théoréme 3 (Freud [5]; Freud et Ganelius [6]). Soit h wume fonection 4 variation
bornée sur [0,1] . Il existe des constantes A = A(h) et B = B(h) telles qu'a
chaque entier n > 1  corrrespondent des polyndmes de degré n , P' et P » dont

les coefficients ne dépassent pas B® en valeur absolue, et qui satisfont d
P(z) s h(x) <P (x), (0Ogzsgl),

1
I (P (x) - P (x)) dx < A/n
0

Si 1'on affaiblit légérement la conclusion en remplacant 1a derniére majoration
par A(h;e) ne"I (oi & > 0 est arbitrairement petit), le résultat peut &tre prouvé
trés simplement. Nous donnons les détails, & titre de curiosité, dans 1'Appendice 1.
Le point essentiel est 1'utilisation des puissances du noyau de Fejer. Il serait
intéressant de savoir si 1'emploi d'un autre noyau permet d'obtenir la conclusion
optimale du Théoréme 3.

En termes de séries de Dirichlet, le Théoréme de Hardy-Littlewood-Karamata Tie

[+

1e comportement de = a, n° pour o >1 & celui de T a, n'l . On peut
n=1 ngax
concevoir ce théoréme comme un passage & la limite, ducas o>1 aucas o=1,

Un tel "théoreme taubérien limite" ne suppose rien sur les valeurs en des points non
réels de la série de Dirichlet et ne permet pas de prouver le Théoréme des Nombres
Premiers. Ainsi le Théoréme 2, par exemple, appliqué a

Alu) = (1 +uml/m ,

pX
nge

fournit seulement 1'estimation
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I u(n)/n « logx /loglogx, (x - + =) .
ngx

2. Le Théoréme de Wiener-Ikehara.

11 s'agit maintenant de donner une information asymptotique sur la fonction

sommatoire I a, en n'utilisant que des hypothéses sur les valeurs de la série
ngx

de Dirichlet en des points s = o + <1 d'abscisse o > 1 . Intuitivement, on passe
ducas o>1 aucas s =0 ; il y a discontinuité entre 1'hypothése et la conclu-
sion - ce qui suggére 1'appellation de "théoréme taubérien transcendant". Un résultat

=

de ce type est de "profondeur" &quivalente & celle du Théoréme des Nombres Premiers.

Enongons maintenant une forme classique 4] , essentiellement due & Ingham [111,
du Théoréme de Wiener-Ikehara, dont elle constitue en fait une généralisation.

Théoréme 4 (Wiener-Ikehara-Ingham). Soit A(u) une fonetion non décroissante telle
que 1'intégrale

(4) fls) = Jm e % daru)
0

converge pour o > a > 0 . 5l existe des constantes c, w, w > -1 , telles que la
fonetion

(5) gls) =L£08xal e 550y,

whi
s+a 8

satisfasse pour chaque T > 0 fixé d

7 .
(6) n(o,7) := & J lg(20+it) = g(o+it) ) dt = o{l) , (o » 0+) ,
=T
alors on a
(7 Alzx) = ( ¢ 4 0(1)) e 2%, (x> =) .

T{wt+l)

De nombreuses démonstrations de ce théoréme ou de ses variantes ou généralisations

sont disponibles dans la littérature - cf. par exemple [2]1, [31, [4], [11]. A notre
connaissance, la seule qui conduise d un terme reste est celle de Ganelius dans son
Tivre [9]1 . Son argument repose sur une version locale de 1'in&galité de Bohr [1]

e, < gl /7

valable pour toute fonction f intégrable, bornée ainsi que sa dérivée sur R , et




Tl < T . Nous citons ici une
t cependant suffisante
céde dfidées trés

dont la transformée de Fourier f?T) est nulle pour
forme légérement affaiblie du théoreme de Ganelius, qui es
es applications que nous envisageons. La démonstration pro

pour 1
Théoreme de Berry et Esseen en Probabilités.

voisines de celle du

Théoreme 5 (Ganelius). Sott g une fonction intégrable et bornde sur R . Il existe

une constante absolue C telle que, sous les conditions

(8) sup (g(y) —~ glx)) £ K (x €ER)
x <y < atl/T

é‘(r):f et gw) du=0 , (Tl <D,

=0

on ait

ligll, = sup gz}l € CK
x €R

Un emploi du Théoréme 5 calqué sur celui qu'en fait Ganelius conduirait & un
théoréme taubérien effectif aux hypothéses assez inhabituelles et ne généralisant
pas entiérement le Thaoréme 4. Nous procédons d'une maniére un peu différente, en
remarquant que le Théoreme 5 implique directement un résultat qui contient & la fois
1e théoréme de Berry et Esseen (cf. Appendice 2) et une forme avec reste du Théoréme

4.

Théoréme 6. Sott g une fonetion intégrable et bornée sur R . Sous l'hypothése (8),

on a \ I
|

r
ligl, « K+ | 1§01 do
=

pémonstration. I1 suffit d'appliquer le Théoréme 534 g~-f ou f est la convolée
de g avec la fonction intégrable afu) = (Z/Huza) sin(eu/2) sin(u(T+e/2)) dont la

transformée de Fourier est la fonction trapezoidale

1 , (lth 1),

&) = é (r+e-1tl)/e 5 (T<ltls T+e),
0 , (ltl >T+e) .

Co_mme f‘\: ’g‘fx‘ est a support compact, on &

. Tve
i < < ufn, <= j ()t dr
c 2w 22w el




La conclusion en découle en faisant tendre ¢ vers 0 .

Théoréme 7 (Wiener-Ikehara-Ingham neffectif"). Avec les hypothéses et les notations

du Théoréme 4, posons

o(z) = inf (1 + (T, %) + (_1—)‘°+1>

T3>0 T Tz

Alors on a

Alxz) = ( S D(p(x))) e M,
T(wtl)

Démonstration. Supposons sans restreindre la généralité que 4(0) = 0 et prolongeons

A(w) par 0 pour u< 0 . Dans un premier temps, nous appliquons. le Théoréme 6 ala
fonction

~(a+0)u (1

go(u) = A(u) e ~9%)

- @ , (o0>0),

dont 1a transformée de Fourier est donnée par
J.(t) = glo+it) = g(20+1T) + ello+it)™ ~ (20+41)™%) .
On a d'abord

T
[ iy drs o™ @enmen , ©<a<) .
-T

De plus, la croissance et la positivité de A impliquent pour =z, y >0

g (o +y) - gy(m) 3 Ala) & (FIE (1 - &) (@Y )

;-(ww)wd%y.

Appliquant le Théoréme 6 avec X = (a+a) lig Il /T s il vient

g ll, < o742 + n(m,00) +llggl, T

En choisissant T grand mais fix&, on en déduit que
=)

Ilgolhn <« O

Posons




e e

¢ e (1-e%) " , (u>0)

I'(w+l)
F(u) =

0 s (g0,

=

La seconde &tape de la démonstration consiste & appliquer une nouvelle fois le
Théoréme 6, mais d& la fonction

- _ W
Gc(u) o= gc(u) o~ Flou) ,
dont la transformée de Fourier vaut
& (1) = glo+it) = g(20+iT) .

Si w0 ,onaFf(w =01 .8 -l<w<0,ona F'(w =0min(1,u")) et
Flu) = 0(m1n(1,uw+1)) . On en déduit dans tous les cas, pour =z >0, 0<sy<1/Txgl,

Floz+oy) - Plox) < 0((o/m) + (o/7)“th) .

%m+w-w%@)a-m+wumgy-wﬂme+w)-FMW)

s -0l 4 orely

Par le Théoréme 6, i1 vient finalement

1

l6(@)| « o0 en(T,0) + (/1))

d'ol la conclusion, en choisissant o = 1/x .

En utilisant seulement les majorations élémentaires

z(s) « log(2+ Itl)
(0 2 1)

£1(s) « (log(2+ 111))%

et la minoration classique de de la Vallée Poussin

3

c(w)3 lctorio? lclo+ 20l 21, (03 1),

1e Théoréme 6 fournit 1'estimation
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8
s uln) « (loglogx )
nga Vlog x

Appendice 1.

Nous établissons ici l1a forme affaiblie du Théoréme 3 dans laquelle la derniére
majoration A/n est remplacée par Ans—l , avec A = A(h;e) .

Le réel positif ¢ étant fixé, définissons q comme Te plus petit entier tel

que (2g-1)e > 1 et posons r = [n/2q] . Nous désignons par K, Te noyau de Fejer
d'ordre » : ‘

. 2 r
Kr-(t) = (E_L’LMJ_Z_).) =p+l+2 T (r+1-74) cos gt .
sin(t/2) J=1

Nous introduisons les quantités :

e-1 e~1 ~
» r «a n s Bn = (

i1 -
[ x (£)9 dt) Lo % et
. r A

Y =B j k)9 ds < ne(aY ¢l
n " It|>an €

Aprés avoir remarqué que, par différence, nous pouvons nous restremdre au cas
oi % est non décroissante sur [0,1] , nous définissons deux fonctions g et g~
paires et périodiques de période 2n , par

neo) , (Osu<n/2¥a)
giw) =4 h(-VZcostu £ o)) , (n/2%a, <us3/dia)
nel) , (3ﬂ/4+an<usn) .
Nous supposons n sufﬁ'samment grand pour que les inégalités précédentes soient
cohérentes. Les fonctions g et g~ sont non décroissantes sur {O,n] . Nous

notons v leur variation commune sur cet intervalle et nous posons, pour
x = - CoSuU , ‘

T
ot (x) = B, [_“ gt (t) Kr(t-u)q dt .

Ces fonctions sont des combinaisons lingaires a coefficients Oq(l) des polyndmes
de Tchebychef Tj(a:) = cos(ju) , 0gdgn. En effet, on a
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w =  © a.cos(je) , avec a, =0 (x3h) d'od
i 0sd<2qr 74
Fle) = 3 pE 1 (z)

Osdsgr

T
avec b? =a; B, J gi(t) cos(jt) dt . De plus, on a pour W2 < u < n/d ,
bl 1

w o
B, J_n g (tru) K ()% dt < B g (u+a,) J_Z g (6)T dt +x, g (m)
n

Q (z)
= h(VZx) + ¥ (9 (W) g (uta,)) g hVZ2x) + Y, V
et similairement
Q(x) 3 n(VZx) - Y,V

Comme les coefficients des Tj ne dépassent pas 3" en valeur absolue, on voit que’

les polyndmes
+ +
Pi(z) = @ (z/V2) £, V

satisfont aux deux premiéres conditions du Théoréme 3. Enfin, on a

jl (Pt (z) - P (x)) dr < {1 (P (2) - P () —SE
0 o VI -22/2

. /4 mo - q
==Y V+8B J J (g" (t+u) - g (t+u)) K (t)* dt du
V2 'n n /2 -1t P

e~1

= O(Yn + un) = Oq(n ) .

Cela achéve la démonstration.

Appendice 2.

Nous montrons ici comment le Th&oréme 6 implique 1'inégalité classique de Berry

et Esseen.
Soient F et G deux fonctions de répartitions de fonctions caractéristiques
respectives f et g . On suppose que G est dérivable et que @' est bornée sur

R . Nous allons montrer que 1'on a pour tout T >0
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T
0P - Gl < NGt /T + | \(f(x)=g(n)/l e

A cette fin, posons H=F -G et introduisons pour chaque & < 0 une fonction

XL
i (x) = - r o du(z-u) = e j o du(u) .
0

00

On vérifie aisément que H est intégrable et que sa transformée de Fourier vaut

I’i\e(T) - !("T) "Q(’T)

e+ 7T
De plus, on a par intégration par parties

H (x) = H(z) = ¢ P r e H(u) du .

Comme H(u) - 0 quand 4 -+ - w , cela implique que Ha(x) - H(z) quand ¢ -0 .

En outre, posant o := ||G' Il , ona pour y > 0

H(x+y) = H(z) 2 - oy

et

44
4 {a e e j e B(w du}
&

-0

x
= - ez g & ]' e Heu) du + eH(x) < de .

=00

On peut donc appliquer le Théoréme 6 & - #_ , avec K = (a+4e)/T . 11 vient

T
H(x) <« (c+4¢)/T +J l[(f(1) - g(t))/Tl dT
T

d'ol le résultat annoncé, en faisant tendre & vers 0 .
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