
Sur une somme liee la fonction de M bius
Par F. Dress de Talence, H. Iwaniec de Warszawa et G. Tenenbaum de Talence

1. Introduction

On considere les fonctions arithmetiques

(n, z} := Σ μ(ά} et M (n) := max \M(n, z)\.

L'objet principal de cet article est l'etude de la somme

avec

S(z):= Σ

Notre resultat essentiel est la convergence de S (z) vers une limite strictement positive.

Les premiers resultats connus portent sur la fonction M(ri). La majoration fournie
par le theoreme de Sperner (cf. [1] et [3]):

V«, M(n)£lrl

est optimale. Mais des majorations de la forme

Υε>0 , Μ(«)

valides pour presque tout «, ont ete etablies avec les valeurs successives suivantes de
log 2

_ 3 / 3 \iog3
α : 1/2 [4], —=1,1036. . . [6], — = 1,0641 . . . (consequence du resultat de Hall ete \e )
Tenenbaum [7] sur la majoration de l'ordre normal de Δ(η), le nombre maximal de
diviseurs de n dans un Intervalle [i, 2/[). Erd s conjecture qu'il est possible de prendre
a=l .
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La fonction M(n, z) est „presque toujours nulle", comme le precisent les deux
theoremes suivants:

(i) pour presque tout n et tout ε >0,

Σ — Μ(Η,™)2^(2 + ε)ω(π) [5]
m<n m

(ii) dens {n : M (n, ζ)φΟ} «c(log z)~y° avec y0= l-—log 2 = 0,0579... [5], puis

La majoration de la somme Σ M (n, z)2 intervient dans la methode de Vaughan

pour Pestimation de formes bilineaires arithmetiques, utilisee notamment dans [10] pour
donner une nouvelle demonstration du theoreme de Bombieri-Vinogradov:

φ (9)
i

Y)'A+ 72 (log YQ)4.

Notre theoreme permet de remplacer l'exposant 4 du logarithme par toute constante
5

Les auteurs tiennent a remercier E. Fouvry pour son aide lors de l'elaboration de
ce travail.

2. Enonce et demonstration

Theoreme. Pour tout reel x^ l, on definit la quantite

Alors, lorsque χ tend vers Γίηβηί, S(x) tend vers une limite L et Γόη α les expressions
suivantes:

π
P P ;=i J m.nij mn p,m„

p\mn
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Le point de depart de la demonstration consiste transformer l'expression de
S(x)\ on a

o Γόη a pose

_

d\(m,n)

De Pidentite

n = l p\d

on deduit, par la methode classique d'integration complexe, l'existence d'une constante
positive c teile que Γόη ait pour rf^l, w ^ l , et, 0 < e < l ,

\m(d, )\ <^E λε(α} exp {-

avec

A.(rf):=
P\d

En reportant dans (1), il vient

sw. Σ
d

avec

(2) a(j,x):= Σ 9(d)d-2

max (l/x", x/ j + 1 ) < d ̂  x/j

, ^ ί1 δί ( ^)=1

Avec la notation χ(α, b) = < . , on a[0 si (a, o) > l

«(/,*)= Σ

La somme interieure peut etre evaluee l'aide d'un theoreme tauberien (comme celui de
Ikehara) ou par une methode elementaire (comme celle du lemme 4 de [2]). On en deduit
que la quantite a(j9 x) tend vers une limite a(j) dont la valeur est donnee par

La majoration (2) permet d'appliquer le theoreme de Lebesgue sur la convergence
dominee. Cela montre l'existence de la limite de S(x) et la premiere formule du theoreme.
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En utilisant, au Heu de (1), l'expression

(d,mn) = l

on montre, avec des calculs similaires, la seconde formule du theoreme, i.e. L= Σ b(j)>
o b(j}— lim b(j, x) et J=l

-

*>=- Σ
x/j+Kd^x/j

(d,mn) = l

Maintenant, introduisons pour chaque couple (σ, t} de nombres reels la fonction
fortement multiplicative n\-+f(n\ σ, ί) definie par

pour chaque p premier. On a Fegalite
00

J M(n, eu)e~ffue~
d\n

en Finterpretant comme une relation de Fourier pour chaque valeur des parametres n ̂  l
et σ > 0, on peut ecrire la formule de Plancherei

ο 2π -oo a2 + t2

00

D'autre part, en utilisant la convergence absolue de la serie Σ S(n)n~l-> o g est

definie par l'identite f(n; σ, 0=Σ^(^)? on etablit que, lorsque χ tend vers Tinfini, la
relation asymptotique d\n

n^x p

a Heu uniformement pour σ^σ0>0 et te/R.

En sommant (3) pour n ̂  χ et en utilisant l'evaluation

on deduit de ce qui precede que Γόη a pour σ > l

1 - > ~ ' ~ " 2 -~ i n
0 \0 / π Ο ρ

En faisant tendre χ vers Finfini, il vient
« χ /»

5(^Μ) ^ «M — — J f i
ο π o p
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Les deux membres de cette egalite sont des fonctions analytiques de σ, celle-ci est donc
encore valable pour σ>0. De plus, on a alors

lim S(x)= lim 2σ \ S(eu) e~2audu
x-> oo σ->0 + Q

oo

= lim ί(1 + 2σ)~1 f S(eu) e~2(TUdu
σ-0+ 0

= lim — l π (l-/T1-2'

En remarquant que l'expression sous l'integrale est, pour σ>0,

on deduit finalement du theoreme de Lebesgue la troisieme formule de notre theoreme.

3. Et de numerique
oo

Considerons la premiere formule du theoreme: L= Σ a(j}> Comme les a(j) sont

des limites de termes positifs, on peut utiliser cette formule pour minorer numeriquement
L. Les calculs effectues sur ordinateur ont fourni notamment les valeurs suivantes:

1030
^ a(j} = 0,440693525...

2060
j) = 0,440714260...

4120
Σ a(j) = 0,440723596... .

L'ensemble des resultats numeriques suggere L #0,440729. II n'existe actuellement aucune

majoration explicite de m(x)= Σ - , ni a fortiori de m(d,j)9 qui laisse le moindre
n^x n

espoir d'obtenir une majoration de L en utilisant les expressions (a) ou (b) du theoreme.
Une majoration directe de l'integrale (c) necessiterait une minoration explicite de |£(1 + / 1)\ .
II n'en existe actuellement aucune qui permette d'obtenir une majoration acceptable.
Nous signalons cependant que R. R. Hall [8] a obtenu un majorant inferieur l en
utilisant notamment la formule de Plancherel:
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