Sur une somme liée a la fonction de Mobius

Par F. Dress de Talence, H. Iwaniec de Warszawa et G. Tenenbaum de Talence

1. Introduction

On consideére les fonctions arithmétiques

M(n, z):= | > u(d) et M (n):=max |M(n, z)|.
dindsz z
L’objet principal de cet article est 1’é¢tude de la somme
S M(n, 2)2=xS(z)+ 0(z?)
avec )
S@i= 3 f(m) p(n)

mn<z [ma n] )

Notre résultat essentiel est la convergence de S(z) vers une limite strictement positive.

Les premiers résultats connus portent sur la fonction M (n). La majoration fournie
par le théoréme de Sperner (cf. [1] et [3]):

<[ @0 )5 2 22"
Ve, Mm)ﬂ([%w(’l)] VA |/w(n),

est optimale. Mais des majorations de la forme
Ve>0, M) = (a+e)°™,

valides pour presque tout n, ont été établies avec les valeurs successives suivantes de
log2

3 \log3
o [/i[4], —z—= 1,1036. .. [6], (—e—> =1,0641... (conséquence du résultat de Hall et

Tenenbaum [7] sur la majoration de I’ordre normal de 4(n), le nombre maximal de
diviseurs de n dans un intervalle [, 2¢[). Erdds conjecture qu’il est possible de prendre
a=1.
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La fonction M(n, z) est ,presque toujours nulle”, comme le précisent les deux
théorémes suivants:

(i) pour presque tout n et tout ¢ >0,

S Mm@+ [5]

(ii) dens {n:M(n, z) 0} < (log z)~ 7 avec po=1-— % log 2=0,0579... [5], puis

_q _log(elog 2)

o= og2 = 0860 ... [9].

La majoration de la somme Y M(n, z)*® intervient dans la méthode de Vaughan

nsx
pour l'estimation de formes bilinéaires arithmétiques, utilisée notamment dans [10] pour
donner une nouvelle démonstration du théoréme de Bombieri-Vinogradov:

X 1
> max |Yy(X;qa)———|<,Y(og Y) 4+ Y2Q(log YQ)*.
4sQ a,X<Y ?(q)
(a,9)=1

Notre théoréme permet de remplacer I’exposant 4 du logarithme par toute constante
5

>—.
2

Les auteurs tiennent a remercier E. Fouvry pour son aide lors de I’élaboration de
ce travail.

2. Enoncé et démonstration

Théoréme. Pour tout réel x =1, on définit la quantité

S(y= 3 MM AN

mns<x [m, n]

Alors, lorsque x tend vers I’infini, S(x) tend vers une limite L et I'on a les expressions
suivantes:

© . 1
(a) L=H<1——~%2—+i3>. 3 longi ¥ p(m) p(n) I <1+i_iz> ;
P P~ P j=1 J

m,nsj mn plmn

b L=5 5 10t 5 AU g (1+%)" :

j=1 J m,n<j mn plmn

1 1 1 —p¥2 =1\ dt
o 1= fn(i-g) (1) &
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Le point de départ de la démonstration consiste a transformer I’expression de
S(x): ona

2
O sw- s KM s -y 20n(a L)

2
mn<x d|(m,n) dsx d d

ou l'on a posé

d
m=3x "oy w B0

e (n:lﬁil
De l'identité
Y pdnyn=p@d) [TU-p~7 " )7,
n=1

pld

on déduit, par la méthode classique d’intégration complexe, I'existence d’une constante
positive ¢ telle que 'on ait pour d=1, u=1, et, 0<e<1,

|m(d, ll)l <, )"e(d) exp {—CI/ logu}

avec

A(d)=T1(1+p"*).

pld

En reportant dans (1), il vient

2 2 @©
s= 5 “Pm(a ) ro (e x M) 5 aginrom
Vx <d<x d<yx j=1

avece

(2 a(j, x):= > o(d)d 2 m(d, )} <, j~le~2eVIot]

max (V/x,x/j+1)<d<x/j

1 si (a,b)=1

0 si @p>1"°"2

Avec la notation yx(a, b) ={

aGo= x MK » w(dY? o(d) d~25(d, mn).

mnsj mn max (Vx,x/j+1)<d<Vx

La somme intérieure peut &tre évaluée a I’'aide d’un théoréme taubérien (comme celui de
Ikehara) ou par une méthode élémentaire (comme celle du lemme 4 de [2]). On en déduit
que la quantité a(j, x) tend vers une limite a(j) dont la valeur est donnée par

. 2 1 j+1 u(m) u(n) 1 1\
= I B Y AL Lk 1+———) .
a(j) l;[<1 p2+p3> log 7 2 IT < +p p2>

mngj N p/mn

La majoration (2) permet d’appliquer le théoréme de Lebesgue sur la convergence
dominée. Cela montre ’existence de la limite de S(x) et la premiére formule du théoréme.

8t
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En utilisant, au lieu de (1), expression

_ o @y u(mn)
S(X) Bl dé:x d m,éx/d mn ’
(d,mn)=1

e}

on montre, avec des calculs similaires, la seconde formule du théoréme, i.e. L= Y b(j),

ou b(j)= hm b(j, x) et J=1
. u(d) p(mn)
b(j,x):= X 2 .
x/j+1<d<x/j d* m,n§)x/.: mn
(d,mn)=

Maintenant, introduisons pour chaque couple (g, t) de nombres réels la fonction
fortement multiplicative n+— f(n; o, t) définie par

fpso,)=[1—p=o7H?
pour chaque p premier. On a I’égalité

2 1

j‘ M(n, eu)e ou —mtdu___ 2 M(d)d a— zt

0 (2 ol ZFT
en l'interprétant comme une relation de Fourier pour chaque valeur des paramétres n =1
et 0 >0, on peut écrire la formule de Plancherel

3) })M(n, e“)ze_z"“du——— jf(n g, 1) prawel
0 +1

D’autre part, en utilisant la convergence absolue de la série > g(n)n
n=1
définie par I'identité f(n; o, t)= Y g(d), on établit que, lorsque x tend vers l'infini, la

relation asymptotique dln

“1 ol g est

T o—it|2
Zf(n o, z‘)~xl—[<1+|1 P » | 1)

a lieu uniformément pour 6=0,>0 et reR.

En sommant (3) pour n=< x et en utilisant 1’évaluation

X M e')?= X% M(m)u()[ }=x5(8“)+0(62“),

n<x m,n=< et

Lm, n]

on déduit de ce qui précede que I'on a pour ¢ >1

° ° © 1— —o—it 2_1 dt
x [ S(e") e"za“du-l-O(f e‘z("‘“"du)~i { 1’1<1+| p | ) a
0 0 »

S p or+ 1

En faisant tendre x vers 'infini, il vient

[ S(e") e ?*"du=
0

Q=
O e 8

|1_p—o—it|2_1 dt
1 .
I}( * p o +1?
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Les deux membres de cette égalité sont des fonctions analytiques de o, celle-ci est donc
encore valable pour ¢ >0. De plus, on a alors

lim S(x)= lim 20 [ S(e") e 2°*du
X = o >0+ 0

I

lim {(1+20)7" [ S(e*) e 2°"du
>0+ 0

Il

. 1 0 1— *a—ir2_1 dt
lim — n(i—p“‘“)<1+' p )
T 0O p )4

-0+ 0.2+t2'

En remarquant que I’expression sous 'intégrale est, pour ¢ >0,
1 ) log 1)?

5 << min (1, (iz)~> ,
+t t

on déduit finalement du théoréme de Lebesgue la troisiéme formule de notre théoréme.

< |{(e+1+it)|"? p

3. Etude numérique

Considérons la premiére formule du théoréme: L= Y a(j). Comme les a(j) sont
j=1
des limites de termes positifs, on peut utiliser cette formule pour minorer numériquement
L. Les calculs effectués sur ordinateur ont fourni notamment les valeurs suivantes:

1030
> a(j)=0,440693525. ..

ji=1

2060

> a(j)=0,440714260. . .

i=1

4120

S a(j)=0,44072359%. . . .

i=1

L’ensemble des résultats numériques suggere L # 0,440729. Il n’existe actuellement aucune

majoration explicite de m(x)= . M, ni a fortiori de m(d, j), qui laisse le moindre

nsx
espoir d’obtenir une majoration de L en utilisant les expressions (a) ou (b) du théoréme.
Une majoration directe de I'intégrale (c) nécessiterait une minoration explicite de |{(1+i¢)|.
Il n’en existe actuellement aucune qui permette d’obtenir une majoration acceptable.
Nous signalons cependant que R. R. Hall [8] a obtenu un majorant inférieur a 1 en
utilisant notamment la formule de Plancherel:

M?(x)
e

L<t [ ravin 4= dx <0,947
2 14+ S
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