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Répartition statistique des entiers
sans grand facteur premier dans

les progressions arithmétiques®

E. Fouvry (Orsay) et G. Tenenbaum (Nancy)

§ 1. Introduction.

L’ensemble S(z,y) des entiers n’excédant pas x et dont tous les facteurs
premiers sont inférieurs ou égaux a y a fait ces dernieres années 1’objet
de nombreuses investigations, concernant toutes les propriétés classiquement
étudiées en théorie analytique des nombres : cardinal, répartition dans les
progressions arithmétiques, dans les petits intervalles, sommes d’exponentielles,
etc. Le lecteur trouvera un panorama relativement exhaustif et une abondante
bibliographie dans larticle de syntheése de Hildebrand & Tenenbaum [20] et
dans le récent numéro thématique des Philosophical Transactions of the Royal
Society, rassemblé par Vaughan [30].

Dans ce travail, nous revenons sur la question de la répartition des entiers de
S(z,y) dans les progressions arithmétiques. Notons

(1.1) ¥(z,y)=|S(@,y)l,  ¥(z,y:a,q) =|{n € S(z,y) : n = a(mod q)}|.

Alors que la fonction W(x,y) est aujourd’hui relativement bien connue,
les résultats disponibles sur ¥(z,y;a,q) souffrent d’'un endémique défaut
d’uniformité en ¢q. Un résultat s’apparentant au théoreme de Siegel-Walfisz pour
les nombres premiers en progressions arithmétiques est énoncé au Lemme 2.1
ci-dessous. Les derniers travaux concernant cette question sont ceux de Fouvry
& Tenenbaum [12], et Granville [14], [15] : au prix d’un terme d’erreur tendant
arbitrairement lentement vers 0, le meilleur domaine de validité d’'une formule
asymptotique pour ¥(z,y; a,¢) uniforme en x,y nécessite ¢ < y°).

Il est donc naturel de s’intéresser au comportement en moyenne du terme
d’erreur

(1.2) E(z,y;a,q) = ¥(z,y;a,q9) — Yy(z,9)/0(q),
avec la notation
(1'3) \I/q(l‘,y) = |{n € S(l‘,y) : (nvq) = 1}|

* Nous incluons ici certaines corrections et modifications relativement & la version

publiée.
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La taille attendue pour ¥(z, y; a, q) est bien ¥, (z,y)/¢(q) lorsque (a,q) = 1 et,
ainsi que nous l’avons signalé dans [12], des considérations élémentaires perme-
ttent de se ramener systématiquement a ce cas. Une telle approche en moyenne,
visant essentiellement a des énoncés de type Bombieri-Vinogradov, est, en ’état
actuel des connaissances, seule susceptible de fournir des applications de crible
de qualité comparable a celles qui ont été obtenues pour d’autres ensembles
arithmétiques.

Rappelons dans un premier temps le résultat de Wolke [31], redémontré, par
une technique plus rapide mais sous une forme légerement plus faible, par les
auteurs — cf. [12], Théoreme 6.

Théoréme A (Wolke).
Pour tout A > 0, il existe une constante B = B(A) > 0 telle que 'on ait

(1.4) max max |E(2,y;a,q)| <a z/(logz)" (x> 2),
zgr (a,q)=1
‘N

avec Q = /x/(logz)5.

Compte tenu de la décroissance rapide de W(x, y) avec y, cette majoration est
une conséquence banale du grand crible lorsque y < z(A) 108z #/log2 = f par
exemple le lemme 7.1 de [12]. (Ici et dans la suite nous désignons par log,, la
k-ieme itérée de la fonction logarithme.) Il est donc souhaitable de rechercher
des majorations de la forme ¥(z,y)/(logx)?, ou méme ¥(z,y)/(logy)?, pour
le membre droite de (1.4), ce qui permettra, par exemple, de cribler I’ensemble

(1.5) Alx,y):=={n+1:neS(x,y)}

pour des valeurs de y plus petites que la borne critique indiquée ci-dessus. Dans
cette optique, Granville [14], Theorem 3, a établi le résultat suivant.
Théoreme B (Granville). Pour tout A > 0 il existe des constantes positives

B = B(A) et C = C(A) telles que I'on ait

(1.6) mgx(m:;mxl |E(z,y;a,q)| <a ¥(z,y)/(logy)? (x >2)
<@ 7T

avec () = min {\/E/(log x)B, yC log, y/ log, y}

Toutefois, la valeur de ) dans cet énoncé est trop faible pour permettre
les applications envisagées plus haut. On a en effet Q@ = z°) dés que
y < exp(logz)'=? avec § > 0 fixé : cela interdit de cribler substantiellement
la suite A(z,y). Notre premier théoréme établit qu’hormis le maximum sur z
Pestimation (1.6) persiste, avec @@ = x1/27¢ sous la condition

(Ce) =y =2, y > exp L2/3Fe.

Ici, et, par la suite, lorsque cela permettra d’améliorer notablement la
présentation, nous utilisons la notation

L :=logux.
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Par ailleurs, nous posons systématiquement

(1.7) u:= (logz)/logy (x >y >2)
et introduisons la fonction
(1.8) H(t) 1= e/ 108"+ (4> 1),

Théoréme 1. Soient ¢ > 0, A > 0. Il existe une constante ¢ = c(g,A) > 0
telle que I'on ait, uniformément pour x,y satisfaisant (Cc) et Q > 1,

\I/(x,y) Qx3/2H(u)CLA+2
Hwe LA " Wwy)

(1.9 > max [E(z,yia,q)| <ac
a<@ 0=

Insérons dans (1.9) I'estimation simple
(1.10) U(z,y) = cuvI+e)

valable pour y > (log )¢ (cf.[20], Corollary 1.3) et ol la quantité o(1) tend
vers 0 lorsque y et u tendent vers 'infini. Nous obtenons le corollaire prét a
I’emploi suivant.

Corollaire 1. Soient e > 0, A > 0. Il existe une constante ¢ = c(e, A) > 0 telle
que I'on ait, uniformément pour x,y satisfaisant (C.) et Q = \/x exp(—L'/3),

¥(z,y)
1.11 g E ; —_—
( ) = ((H}S‘):(l | (maya G,Q)| <<A’€ H(U,)CLA

La présence du facteur H(u)¢ au dénominateur rend, lorsque v — oo, la ma-
joration de (1.11) de bien meilleure qualité que celle de (1.6). Ce progres repose
sur I’exploitation dans toute sa force du théoréme d’évaluation individuelle de
U(xz,y;a,q) (cfle Lemme 2.1), ce qui permet de réduire notablement l'effet de
I’éventuel zéro exceptionnel des fonctions L.

Depuis les travaux de Bombieri, Fouvry, Friedlander et Iwaniec ([1], [2], [6],
[7], [10], [11]), on sait que la méthode de dispersion de Linnik, couplée & des
majorations de sommes de Kloostermann (individuelles ou en moyenne), est un
outil efficace pour étudier la répartition en moyenne des produits de convolution
arithmétiques. Grace a I'un de ces résultats (le Theorem 4 de [1]), et en utilisant
la souplesse de factorisation de la fonction caractéristique de S(z,y) pour y
assez petit, nous montrons que, pour tout o > 0, le niveau de répartition de
S(z,y) est Q = x3/59 dans le domaine

(112) xCO(é) lOgS '7:/ Ingw < y < xcl(é).

Plus précisément, nous obtenons le résultat suivant.
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Théoréme 2. Soit § > 0. Il existe ¢1(0) > 0 tel que, pour tous A > 0, a € Z,
on ait, uniformément lorsque 1 < y < z°(9),

(1.13) S max By, €aas o/loge)t (> 2)
a<Q, (a,9)=1 "

avec Q = x3/579,

Comme précédemment, on observe que la majoration (1.13) est banale lorsque
y est plus petit que la borne inférieure de (1.12). Il serait possible, mais
laborieux, de fournir une minoration explicite de ¢1(d) en fonction de 0.

L’exposant de répartition 3/5 est relativement élevé pour cet ensemble S(z, y)
dont la définition n’est certes pas faconnée artificiellement pour s’adapter
aux résultats disponibles. Quitte a se contenter d’un niveau de répartition
légerement inférieur, on peut pallier quelque peu ’absence d’uniformité en a en
faisant appel au Théoreme 2 de [6] ou au Corollaire 2 de [8] au lieu du Theorem
4 de [1]. Nous obtenons le résultat suivant, ot A(d) désigne un coefficient bien
factorisable, au sens défini dans [1]. En particulier, I’énoncé est donc valable
pour les coefficients A*(d) du crible de Rosser-Iwaniec.

Théoréme 3. Soit § > 0. II existe ¢1(d) > 0 tel que l'on ait, pour chaque
A > 0 et uniformément pour 1 < y < 40 |a| < z,

(1.14) Z max |E(z,y;a,q)| <as z/(logz)? (x >2)

q<Q1, (a,9)=1

avec Q = 28/1179 ¢t

(1.15) > Mo)E(x,y;a,q) <asx/(logp)?  (z>2)
4<Q>, (a,9)=1

avec Qg = x%/979.

Il serait bien sir tres intéressant de remplacer les majorations de (1.13),
(1.14) ou (1.15) par ¥(z,y)/LA. Une telle amélioration semble cependant
difficilement accessible par la méthode de dispersion employée ici, dont on sait
qu’elle n’est efficace, dans son état actuel, que pour étudier la répartition de
suites B suffisamment denses, au sens ou

{beB: iz <b<a}|>a/LP

pour une constante convenable B. Il découle trivialement de (1.10) que S(z,y)
ne satisfait pas cette condition pour y < z¢(B)logs @/ logy @

Les niveaux de répartition établis au Corollaire 1 et aux Théoremes 2 & 3
sont une invitation & cribler des suites liées & S(z,y). Nous nous restreignons
ici a la suite A(z, y) définie en (1.5). Le cas plus général de {n+/¢:n € S(z,y)},
¢ € Z, ou celui de la suite {N —n :n € S(N —1,y)} (avec N entier tendant
vers l'infini) se traitent en principe de la méme fagon, au prix de complications
techniques issues des conditions de coprimalité (¢,q) =1 ou (N, q) = 1.
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Pour appliquer directement les résultats de la théorie du crible pondéré telle
qu’elle est exposée par exemple au chapitre 9 du livre Halberstam & Richert,
il faudrait disposer d’approximations convenables de la forme

(1.16) Aq:;Yuﬁﬁ—%Rm

ou l'on a posé A = A(z,y), A; = {a € A : ¢gla}, et o X est indépendant de
g, w est une fonction multiplicative et R, se comporte en moyenne comme un
terme d’erreur. On a

(1.17) [Aql = ¥(z,y;—1,9) = Vy(2,9)/p(q) + E(z,y; —1,q)

et les Théoremes 1, 2 & 3 établissent que E(x,y; —1,q) est effectivement pe-
tit en moyenne. Nous verrons plus loin (Théoréme 5) que le terme principal
U, (x,y)/¢(q) de (1.17) peut effectivement étre approché par un multiple con-
stant (& z,y fixés) d’une fonction multiplicative de ¢ mais que 'approximation
obtenue, bien qu’essentiellement optimale, n’est pas suffisante pour permettre
un niveau de crible de 'ordre d’une puissance de x. En revanche, nous pou-
vons utiliser directement le crible de Rosser-Iwaniec sur le terme principal de
(1.17). Une simple interversion de sommation fournit alors, grace aux résultats
sur le comportement local de la fonction ¥, (x,y), des évaluations qui peuvent
a leur tour étre insérées dans la technique du crible pondéré. Nous énongons ci-
dessous le résultat obtenu, dans lequel nous employons les notations désormais
classiques de la théorie du crible S(A, P, z), F(t), f(t), définies dans [16]™V), et
dont, néanmoins, nous rappelons brievement les définitions.

Pour tout ensemble d’entiers A, tout ensemble de nombres premiers P, et
tout nombre réel positif z, on pose

S(A,P,2)=|{a € A:pePetp<z=pta}|

La fonction de Buchstab w(t), nulle pour 0 < ¢ < 1, est définie sur [1, oo[ comme
I"unique solution continue de I’équation différentielle aux différences

(tw®) =w(t—1)  (t>2)

avec la condition initiale tw(t) = 1 pour 1 < ¢t < 2. On définit alors les fonctions
de crible F| f par

F(t) = e{w(t) + ot —1)/t},  f(t) = e{w(t) — ot = 1)/t}

ol v est la constante d’Euler et o la fonction de Dickman (cf. infra pour la
définition). On a f(t) > 0 si, et seulement si, ¢t > 2. De plus (cf.par exemple [27],
Corollaire I11.6.1), on a les formules asymptotiques

F(t)
ft)
1. A la modification triviale prés de 'usage de l’inégalité stricte P~ (n)>z, qui est

I’exacte duale de la condition P*(n)<y et, partant, permet une cohérence “automa-
tique” lorsque ’on impose la répartition des facteurs premiers dans des intervalles.

=1+0((t-1)/t) =14+0@1"")  (t— o).




6 E. FOuvRy ET G. TENENBAUM

Théoreme 4. Soient
A=Az, y)={n+1:n¢e€ S(z,y)},
Agi={a€A:qla} (¢=1),
Pyi={p:pta}

Pour chaque € €]0, 1] et uniformément sous les conditions

(H) v >m,  exp{(logyz)’} <y<u,

etq<x,z2>21,s>21,D=2°<x,0na

S(AgPy2) < 22 T (1-2){F@e) + 00} + R

q p<z,pta b
ro(u) 1
S(‘A%:quz) 2 H (1—*>{f(5)+O(V)}—R,
q < p
p<z,ptq
avec
_ 1 logy y
" (log D)Y/3 " logy’
(118) (log D) gy

R:= > |E(z,y;—1,qd)| + |E(z,y; —1,2qd)|.
d<D

En insérant ces estimations dans la démonstration du Theorem 9.3 de [16] &
la place des évaluations issues du crible de Selberg, on obtient avec les mémes
calculs, grace au Théoréeme 2 & au Corollaire 1, les deux corollaires suivants,
correspondant respectivement aux inégalités %Ag > %16—1 > let %Ag > %% > 1.
Conformément a 'usage, nous désignons par w(n) (resp. Q(n)) le nombre des
facteurs premiers distincts d’un entier positif n, comptés sans (resp. avec) leur
ordre de multiplicité. Nous notons P*(n) (resp. P~ (n)) le plus grand (resp.
le plus petit) facteur premier de n > 1, avec la convention P*(1) = 1 (resp.

P~ (1) = ).
Corollaire 2. Soit § > 0. La double condition
P+(n) < nélogs n/loan7 Q(TL + 1) <2

est réalisée pour une infinité d’entiers n. Plus précisément, si y = y(x) =
0 logs z/loggx’ on a

|{n € S(z,y) : Qn+1) < 2}| > ¥(z,y)/logz.

Corollaire 3. Pour tout € > 0 il existe une infinité d’entiers n satisfaisant a
P*(n) < exp {(log n)2/3+6}, Qn+1) <3.

Plus précisément, si y = y(z) = exp {(log x)2/3+8}, on a

}{n € S(z,y): An+1) < 3}| > U(x,y)/logz.
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On peut mettre en perspective les deux résultats précédents en rappelant ce
qui est connu lorsqu’on impose (n + 1) = 1, autrement dit lorsqu’on cherche
des nombres premiers p tels que P (p — 1) < y. En employant une technique
entierement différente, reposant sur une idée de Balog, Friedlander [13] a montré
que 'on a

Hn e S(z,y) : Qn+1) =1} >, x/logx

pour y = 2%, et a > 1/(24/e) = 0, 303.

Par une manipulation supplémentaire reposant sur une inversion du roéle des
variables, nous pouvons encore déduire du Théoreme 2 et d’une 1égere variante
du Théoreme 4 le corollaire suivant.

Corollaire 4. Soient ¥ := 0,674, § > 0. La double condition
P+(’I’L) < n610g3 n/ logzn, P+(’I’L + 1) > n19

est satisfaite pour une infinité d’entiers n. Plus précisément, notant y = y(x) =
0 logs z/log, T on a

[{n € S(z,y) : PT(n+1) > 2"} > ¥(z,y).

Notre dernier résultat permet, ainsi qu’il a été mentionné plus haut, d’écrire
les énoncés des théoremes de type Bombieri-Vinogradov pour S(z,y), avec un
terme principal maniable, produit de ¥(z,y) par une fonction multiplicative
de ¢, au lieu du terme principal “abstrait” ¥,(z,y)/¢(q). Cependant, le terme
d’erreur global, tout en restant non-trivial, doit étre augmenté d’une quantité
U(z,y)(logy x)?/ logy.

Nous notons traditionnellement g(v) la fonction de Dickman, définie comme
I'unique solution continue pour v > 0 de ’équation différentielle aux différences

ve'(v) +o(v —1) =0,

avec la condition initiale p(v) = 1 (0 < v < 1). Nous posons, avec u défini
par (1.7),

—o'(u)
1.1 = = >y >2).
(119) F=Bly) = s (@2y>2)
Nous introduisons la fonction
sC(s+1)
1.2 Z(s) i = =——=
(1.20) (5) = 22,

ou ( désigne la fonction zéta de Riemann. Enfin, pour chaque « € [0, 1], nous
définissons la fonction fortement multiplicative

(1.21) gga) =T (1 -p).

plg
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Théoréme 5. Posant W, :=log{2 + w(q)} et

)

. log3 x + Wq2 n W log(u + 1) (g)l/(wq+6)
" logx logy logy x

la formule asymptotique

(1.22) Uy(z,y) = zo(u) Z(—B){g(q; B) + O(R)},
est valable uniformément sous les conditions (H) et
(@) PHa) <y, wlg) Syl ler?),

Ce résultat est de méme type que celui de [28], qui fournit un terme d’erreur
et un domaine de validité optimaux pour lapproximation de ¥, (z,y) par
(gp(q) /q)\I!(ac,y) Ici, une telle approximation serait inadéquate car le terme
d’erreur engendré dans les inégalités des Théoremes 1, 2 & 3 rendrait ces
résultats triviaux.

Le Théoreme 5 peut étre utilisé pour sommer certaines fonctions arith-
métiques de (n—1) sur S(x,y). A titre d’application conjointe de ce résultat et
du Théoreme 1, nous pouvons obtenir I’énoncé suivant, qui s’interprete comme
une évaluation quantitative de I'indépendance des répartitions de PT(n) et
w(n — 1), et que 'on pourrait qualifier de théoreme d’Erdés-Kac pour les
translatés des entiers sans grand facteur premier.

Corollaire 5. Soit A > 0. On a uniformément pour

log x
T =3, exp{m}<y<$a teR,

(1.23) negm 1= \I/(:v,y){@(t) +O(\I/O%)},

w(n—1)<log, z+t4/log, x

ot 'on a posé ®(t) := /t e~ /2 du
’ .V
Le terme d’erreur est optimal au facteur logs x pres, ainsi que l'on peut
facilement s’en rendre compte dans le cas y = x, qui correspond au théoréme
classique d’Erdos et Kac et pour lequel Rényi et Turan ont fourni une estimation
optimale du terme résiduel — cf.par exemple [27], § 111.4.4. Notre objectif
essentiel étant ici d’illustrer le cadre d’application des résultats précédents,
nous n’avons pas cherché a optimiser le domaine de validité de (1.23) ou d’une
formule analogue avec un terme d’erreur dépendant explicitement de x et .
Nous tenons cependant a souligner que, puisque le domaine de variation de
y autorise des valeurs de W(x,%) beaucoup plus petites que z/(logz)?, cette
application nécessite toute la force du Théoreme 1 : en particulier, aucun énoncé
du type des Théoréemes A ou B ne serait suffisant.
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§2. Démonstration du Théoréme 1

2.1. Le théoréme de Siegel-Walfisz pour S(x,y). Le point de départ de la
démonstration du Théoreme 1 est le résultat suivant, établi dans [12] (Théoreme

4). Nous posons
Y = eVicey

et désignons, dans cette section, par cg, c1,... des constantes positives dépen-
dant au plus du parametre A.

Lemme 2.1. Soit A > 0. Sous la condition
(2.1) x> 3, exp {co(log2 x)2} <y<u,

et pour tout caractére de Dirichlet x non principal de module q, on a
(i) si 1 < q < (logz)?, alors

(2:2) > x(n) < Ula,y)Y
neS(x,y)

(ii) si (logz)? < ¢ < y°2/1°%27  alors

—es | 4 —cs/lo loggq 1o\
(23) D ) < W) (YT oy ()1 () |
neS(z,y)

ott ¥(x) vaut 0 ou 1 et est non-nul pour au plus un caractére non principal de
module q.

Dans la démonstration du Théoreme 1, n’interviendront que des caracteres
primitifs, que nous noterons x*. On peut alors affiner (2.3) en incorporant dans
la démonstration du Lemme 2.1 le fait que, pour tout @) > 1, le produit

II II Zex)

Q<¢<2Q x* (mod q)

posséde au plus un zéro dans la région o > 1—4b/log(Q(1+|7|)) (s = o +i71),
ou b est une constante absolue positive — cf.[5], Théoreme 8.3.

Par ailleurs, il nous sera utile d’insérer une hypothese de coprimalité, disons
(n,e) = 1, dans les conditions de sommation de (2.2) et (2.3). Cela peut étre
effectué au moyen de la majoration

o< X | Y x| +ar(e),

neS(z,y) d<z/y n€S(z/dy)
(n,e)=1 dle

valable pour tout caractere x non principal de module ¢, et ou 7(e) désigne le
nombre de diviseurs de e. En notant de plus que, dans le domaine concerné en
(z,y), on a ¥(x/d,y) < ¥(z,y)z~/3 pour d > /z d’apres (1.10), on parvient
ainsi a la variante suivante du Lemme 2.1.
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Lemme 2.2. Soient A > 0 et e € ZT. Sous la condition (2.1) et pour tout
caractere de Dirichlet x* primitif non principal de module q, on a :
(i) si 1 < q < (logz)4, alors

(2.4) S () < e W)Y
neS(z,y)
(n,e)=1

(i) si (logz)? < ¢ < y°/1°827  alors
1
(25) > ¥ < (@)W, y){y o 4y () 22 p ()~}

neS(z,y) logy
(n,e)=1

ot J(x*) vaut 0 ou 1 et satisfait & Y55 ;o0 2y (modq) V(X*) <1 (Q = 1).

2.2. Contribution des caractéres de petit module. Désignons par BV (z,y; Q) le
membre de gauche de (1.9). On a classiquement (cf.par exemple [1], formule

(2.4))
1
(2.6) BV(2,y;Q) < W := > () > ) >

e<@ P\ a<i<qye x* (mod f)

> o x(n)

neS(z,y)
(n,e)=1

)

ou n’apparaissent donc que des caracteéres primitifs. Pour évaluer W, on scinde
la sommation sur f en introduisant le parametre F := Y/2 o c3 est la
constante de la formule (2.5). Comme F > (logx)? pour x > xo(A), on peut
écrire

(27)  BV(r.y:Q) <W(f <L+ W(EA<fF<F)+W(f>F),

ou W(---) désigne la sous-somme de W correspondant au domaine indiqué.
Par (2.4), on a, sous la condition (C.),
(2.8)

7(e) (z, L% U(z,y)
W(f <L) - ve < —
TR < e

Pour estimer W (£4 < f < F), on scinde la sommation sur f en intervalles
dyadiques Fy; < f < 2F; et on applique (2.5). On obtient, en notant que
y—¢ y—C3/logF LY~ 5 e3 <2,

W(LA< f<F)

oes, Hw) " log f
< Uy 3T ZZ > {res fp)logoj i
c<@ ¥

P F1<f<2F x*(mod f)

1
)< W,y H ) LA,

< U(z, y)L2{FY—CS +LHu) ™Y —
1
F:

1

ol nous avons utilisé la condition (C.). A fins de référence ultérieure, nous
pouvons récapituler les estimations obtenues jusqu’a ce point sous la forme

(2.9) W(f <F) < U(x,y)H(u)" L7473,
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2.3. Utilisation du grand crible. Pour estimer W(f > F'), nous procédons de
maniere similaire & la démonstration du Théoreme 6’ de [12], en faisant appel
a I'inégalité du grand crible

(2.10) > S > ‘Zx*(n)’QS{NJrZLFfHNI

Fi<f<2F @(f) x*(mod f) neN

valable pour tout ensemble d’entiers A inclus dans un intervalle de longueur
N. L’étape liminaire de la démonstration consiste a factoriser chaque entier
n > 1 de S(x,y) sous la forme

(2.11) n =mp, avec p=P"(n)<y, meS(x/pp).

Les variables m et p deviennent les nouvelles variables de sommation, mais elles
ne sont pas indépendantes. On circonvient cette difficulté en introduisant un
découpage des domaines de variation de m et p en petits intervalles. Lorsqu’on
modifie la sommation de maniére a sommer indépendamment m et p sur chaque
pavé élémentaire, on introduit une erreur que 'on peut traiter globalement par
le résultat suivant établi dans [12] (Lemme 7.1) et qui est une conséquence
immédiate de (2.10).

Lemme 2.3. Pour tout ensemble d’entiers B C [1,x], on a

1 1 .
(2.12) Z@ 3 0 D> xw)

esvs T\ aci<yase x-(mod )| neB
(n,e)=1

< L%\/z|B|.

Soit G := exp(L2/?). Par (1.10), on a
U(z,G) =zexp{— (3 +0(1))L*log, z}.

Le Lemme 2.3 nous permet donc d’inférer que, sous la condition (C.), la
contribution Ry des entiers de S(x,G) a W(f > F) satisfait

(2.14) Ro < U(z,y)H(u)" L4,

Comme annoncé, nous traitons la contribution complémentaire par une tech-
nique de découpage. Nous choisissons le pas multiplicatif

U (z,y)?

A=14+——77 .
+ 22 H (u)20s L2A

Notant P; := GA7 et désignant par W; la contribution & W (f > F) des entiers
de la forme n = mp avec P; < p < Pj41,m € S(x/Pj+1,P;), on peut écrire

(215) W(f>F)<ZW]+:Ro+.{R1 (PJ<:I/<PJ+1)
JsJ
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ol R; est la contribution du sous-ensemble B de S(z,y) constitué des entiers
n qui, bien que vérifiant (2.11) avec p > G, ne participent a aucun des Wj.
Chaque entier n de B doit nécessairement satisfaire, pour au moins un j < J,
a I'une des conditions suivantes

n=mp, P;<p<Pji1, x/Pjy1<m<ax/Pj,
n =mp, PJ <p<Pj+1, \J,'/Pj+1, et Pj<P+(m)§Pj+1.

On a donc

x(A—-1) x
Bl<y X (Fpot X )
J<IPj<p<Pn T papp BT
U(z,y)*
<zL(A-1) < W’
compte tenu de I’hypothese (C.), et grace a une forme forte du théoréme des
nombres premiers. Le Lemme 2.3 nous permet donc d’estimer R;. Il suit

£ V(z,y)
N max W, + 7H(u)C3LA—3'

(2.16) W(f > F) < JmaXWj + Ro + R <
On majore W; en scindant la sommation sur f en intervalles dyadiques, en
utilisant l'indépendance des variables m et p sous la forme d’une double
application de l'inégalité de Cauchy—Schwarz, et en appliquant finalement
Pinégalité du grand crible (2.10). Ainsi, on a d’abord

(217) W< XL o ax Z . Z

\ 1\QF1<f<2F1 (f) X*(modf)

> x*(pm)“
Pj<p<Pjia1
meS(z/Pjt1,P;5)

Ensuite, on majore la somme en f par

> Sp(lf) > ‘ > ><*(p)’2 > ‘ > X*(m)‘2

Fi<f<2F x*(mod f) P;<p<Pji1 x*(mod f) meS(x/Pjy1,P;)

<{FZ< (1f) > ) > Xp)

*(mod f)  Pj<p<Pjt+1

‘ 2

) 1/2
x D (1f > ‘ > x*(m)‘}

F1<f<2F1 X*(modf) mGS(I/Pj+1,Pj)

< {Fil((A ~1P ) (A - 1P, f{l(P; + 4F12)5(Pj”+1,pj)}1/2,
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ou la derniére inégalité découle de (2.10). En majorant trivialement la quantité
S(x/Pji1,P;) par ©/Pjy1, on obtient

A—-1
W; < L/ (A — l)x{(Fig)I +(A-1)P; + % +F12}
1 J

<oV B=D{ M BT+ [5 1)

Fy
< tVE- TR YOS Va5 Q)

On peut supposer y < /z, car la conclusion du théoréme découle du Théoréme
A dans le cas contraire. Cela implique

1/2

W, < LA — 1)x{7V(AF_1)x +Vz/G+ Q).

En reportant dans (2.16) et en tenant compte de (2.9) et de (C.), on obtient
bien l'estimation annoncée.

§3. Démonstration du Théoréeme 2

3.1. Réduction préliminaire. Dans un premier temps, nous montrons comment
déduire (1.13) de la validité de I’estimation

(3.1) > |E@y0,9)| €aas v/(logz)?
9<Q, (a,q)=1

sous les hypotheses du Théoreme 2.

A cet effet, introduisons le parametre de découpage A := 1 + (log x)‘A/ 2 et
posons z; := x/AJ pour 0 < j < J := 1+ [(logz)/logA] < (logz)?. Pour
chaque z < z, il existe un j € [1, J] tel que z; < z < Az;_;. Cela implique

|E(z,y50,q9)| < |E(25,y;50,q)] +2(2 — 25) /¢(q) + 2

et donc

max |E(z,y;0,9)| < Y |E(zj,y50,0)] +2(A — Dz /o(q) + 2.

1<zLx
h 1<5<J

En sommant cette inégalité pour ¢ < @, (a,q) = 1, et en appliquant (3.1), on
obtient que le membre de gauche de (1.13) est

< z/(logz)* 2+ (A —-Dzlogz + Q <« x/(logx)(A/Z)fl_

Cela implique bien le résultat souhaité.

On peut réduire semblablement la preuve de (1.14), mais les estimations
disponibles pour ¥ (Ax,y;a,q) — ¥(x,y; a,q) ne sont, a notre connaisance pas
suffisantes pour permettre d’insérer un second maximum dans (1.11).
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3.2. Factorisation des éléments de S(x,y). Le principe de la démonstration
du Théoreme 2 consiste a tirer parti de la souplesse de factorisation des
éléments de S(x,y). Il est en effet possible, grosso modo, de transformer la
fonction caractéristique de S(x,y) en une combinaison linéaire de produits de
convolution de trois facteurs ou chacun des diviseurs impliqués est astreint a
varier dans un intervalle fixé a I'avance. Cette propriété est de méme nature
que celle des coefficients bien factorisables apparaissant dans le terme d’erreur
du crible de Rosser-Iwaniec.
Rappelons d’abord un lemme tres simple de Vaughan ([29], Lemma 10).

Lemme 3.1. Soient x > M >y > 2, et n € S(x,y), n > M. Il existe une
unique décomposition de n sous la forme n = ¢pm avec les conditions

(3.1) PHO) <p< P (m), M/p<m<M.

L’intérét principal de ce lemme, d’autant plus facile a appliquer que y est
petit, est la grande latitude de choix pour le parametre M. En I'appliquant
deux fois consécutives, on obtient le résultat suivant.

Lemme 3.2. Soient x >y > 2, My >y, My >y, n € S(z,y), n > My Myy. 1l
existe une unique factorisation de n sous la forme n = mopimipame avec les
conditions

(i)  Pt(mo) <p1 <P (m1), P*(my)<ps <P (ma),
(ii) Mi/pr <my < My, Msy/ps < mg < M.

Démonstration. Par le Lemme 3.1, on peut écrire n = £1pamso avec
P*(£1) < pa < P (ma), Ms/pa < mg < M.

Comme ¢; € S(x,p2), {1 = n/paMs > n/yMs > My, une seconde application
du Lemme 3.1 fournit £; = mgp;m1, avec

PT(mg) <p1 < P~ (my), My /p1 < my < M.

Les encadrements annoncés sont donc bien réalisés. L’unicité découle de celle
du Lemme 3.1.

3.3. Un théoréme de Siegel-Walfisz pour les entiers sans grand ni petit facteur
premier.
Ainsi que nous 'avons signalé dans l'introduction, nous faisons appel, pour
la démonstration du Théoreme 2, a un résultat concernant la répartition en
moyenne de certains produits de convolution arithmétiques. Cet énoncé, rap-
pelé au Lemme 8 ci-dessous, est soumis a I’hypothése technique simplificatrice
(la condition (Ay4) de [1]) de travailler avec des entiers sans petit facteur premier.
Cela nous conduit a examiner la répartition dans les progressions arithmétiques
des entiers sans grand ni petit facteur premier.

Posons

S(z,y,2) :={n<x:P (n) >z PT(n) <y}, Hax,y, 2) :=|S(x,y, 2)|
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Nous obtenons le résultat suivant comme conséquence directe du point (i) du
Lemme 2.1. Nous nous sommes contentés ici d’estimations suffisantes pour
la suite de la démonstration du Théoreme 2, et nous n’avons pas cherché a
optimiser les domaines de variation des divers parametres. Nous conservons la

notation
Y = eVliogy

introduite a la section précédente.

Lemme 3.3. Soient A > 0, ¢ > 0. Il existe une constante ¢y = c4(A,e) > 0
telle que, sous la condition
(3.2)

z>23, exp{(logz)°}<y<z 1<2<Y, 2<q< (logx)A, e>1,

la majoration
(3.3) Y x(n) <ea T()I(w,y, 2)Y

nes(z,y,z)
(n,e)=1

soit uniformément valable pour tout caractére de Dirichlet non-principal de
module q.

Démonstration. On peut se restreindre au cas e = 1, le passage au cas général
étant traité comme indiqué au paragraphe 2.1. Par la formule d’inversion de
Mébius, le membre de gauche de (3.3) vaut encore

> uldx@) Y x(m)

P+(d)<z meS(x/d,y)
Cac Y @YU/ + Y |udxd) Y x(m)|
deS(z/y,z) PH(d)<z m<a/d
z/y<d<z
<<A,€ Y—Cs\I](x,y) H (]— +pﬁ2_1) + q\I’((IJ, Z)’
p<z

avec ¢5 = c5(A, ) > 0, et ol nous avons utilisé successivement le Lemme 2.1 et
Iestimation (4.2) (avec ¢ = 1) du Lemme 4.2 de la section suivante, dans lequel
B2 < log(u + 1)/ logy. Sous 'hypothese (3.2), le produit en p est < log z. De
plus, on déduit facilement de (1.10) que I'on a dans les mémes conditions

qV¥(z,2) < (log )W (z, 2) <ac W(z,y)Y .
Compte tenu de la minoration
W, y,z) > ¥(z,y)/log 2,

qui découle, sous I'hypothese (3.1), du Corollaire 1 de [12], on obtient bien le
résultat souhaité.

En utilisant ’orthogonalité des caracteres, on déduit du Lemme 3.3 le résultat
suivant, auquel il est naturel de donner le nom de Théoreme de Siegel-Walfisz
pour les entiers sans grand ni petit facteur premier.



16 E. FOuvRYy ET G. TENENBAUM

Lemme 3.4. Soit A > 0. On a uniformément pour x > y > 2,1 < z <Y,
(a,q) =1, e>1,

1
Z 1= 2@ Z 1+ 0a(z7(e)L™4).
neS(x,y,z) i neS(z,y,z)
n=a (mod q) (n,eq)=1
(n,e)=1

Le résultat est banal des que y < z¢(A18s2/108:2 oy ¢ > (log )4, mais il

sera suffisant pour la démonstration du Théoréme 2.

3.4. Formes trilinéaires et progressions arithmétiques. Nous rappelons ici le
Theorem 4 de [1] qui traite de la répartition en moyenne du produit de
convolution de trois suites. Nous nous placons dans le cadre un peu moins
général de suites a valeurs dans le disque unité, ce qui évite de faire intervenir
les normes ¢2 dans les énoncés.

Dans ce qui suit, nous considérons des nombres réels positifs x, L, M, N tels
que

(3.4) LMN =z,

et nous nous donnons trois suites {Ae}72, {am }oo_1, {Bn}oz:, de supports
respectifs inclus dans [L,2L], [M,2M], [N,2N]. Nous supposons que {£,}52
est bien répartie dans les progressions arithmétiques au sens de la condition
(A3) de [1], c’est-a-dire que la formule asymptotique

(3.5) S Ba= = > Ba+O0a(r(e)N(log2N)~*)
v(q) (nom =1

n=a (mod q)
(n,e)=1

est valable, pour chaque A > 0 fixé, uniformément en a, q tels que (a,q) = 1.
Nous supposons également que A, et [, s’annulent sur les entiers ayant de
petits facteurs premiers, soit

(3.6) P~ (¢n) < exp{(logy )%} = M\, = 0,
ce qui correspond a la condition (A4) de [1]. Pour mesurer la répartition de

Ag % iy, % B, dans les progressions arithmétiques, nous introduisons le terme
d’erreur abstrait

1
Ao(L,M,N;R) = )~ Yo NomBa——= D Aeomfal.
R<r<2R l,m,n QP(T) £,m,n
(r,a)=1 fmn=a (modr) (fmn,r)=1

Avec ces hypotheses et notations, nous avons le résultat suivant.
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Lemme 3.5 (Bombieri, Friedlander et Iwaniec). Soient ¢ > 0, A > 0.
Pour tous x, L, M, N satisfaisant (3.4) et toutes suites

{)‘4}?.;17 {am}ﬁzlv {Bn}zo:lv

a valeurs dans le disque unité, vérifiant les hypothéses précédentes, on a
(3.7) Au(L, M,N;R) <. 4.4 z/(logz)"

uniformément sous la condition
(3.8)
min{L, M,N} > 2°, L>N?<2'"°R, 2°R< LN, L3N*+ L?N® < a?°,

Le premier auteur saisit I'occasion fournie par le présent article pour signaler
que ce lemme apparait dans [9] (comme le Lemme 5), mais sous une forme
incomplete ; en effet, la condition L3N* < 22~¢ est absente, comme elle le fut
dans la version préliminaire non publiée de [1]. Cette lacune n’affecte nullement
le résultat du Lemme 9 de [9]. En revanche, sans remettre en cause l’argument
combinatoire du §IV.2 de [9], il faut alors poser, avec les notations de [9],
Y(9) = $(12 - 139), et 6(9) = (9 — 89) lorsque 17 —e < ¥ < 2, ce qui amene
a modifier la définition de C'(¥) dans le Théoreme 3 de [9] (Théoreme de Brun-
Titchmarsh en moyenne), soit C'(9) = 14/(12 — 139) —max(0, log(4(1 —9)/39)

pour % —e < U< % Finalement, le Théoréme 1 de [9] (concernant 1'ordre
de grandeur du plus grand facteur premier de p — 1) est valide pour une

valeur de &y légerement moins bonne, mais toujours suprérieure a %, a savoir
0o = 0,6683 au lieu de 69 = 0,6687. Cette correction n’affecte nullement
I’application au premier cas du Théoreme de Fermat. Toutes ces techniques,
le Lemme 5 en particulier, réapparaissent de fagon cruciale, parmi d’autres
innovations importantes, dans le récent travail de Baker & Harman [3], qui
conduit & une substantielle amélioration de la valeur de &g évoquée plus haut, &
savoir dg = 0,675. Par une curieuse coincidence, notre Corollaire 4, qui traite du
probléme dual de celui de [3], fournit un exposant numériquement tres proche
de (50

Le Lemme 3.5 est une conséquence classique du grand crible lorsque R <
z'/27¢ . Un calcul de routine permet d’en déduire la description explicite d’une
classe de suites de longueur z ayant un niveau de répartition z3/°~¢. Plus

précisément, on a le résultat suivant.

Lemme 3.6. Soit ¢ > 0. Le systéme d’inégalités (3.8) est vérifié, lorsque
x > xo(e), pour tous nombres réels positifs L, M, N, R satisfaisant &

g3/5=100¢

LMN = /2=
(3.9) { x, x R

<
xl—lle < LR < 1,1—105’ R2$_1+125 < N < R2JJ—1+136.

Le résultat suivant sera utilisé pour estimer l'erreur impliquée par certains
découpages.
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Lemme 3.7. Soit B un ensemble d’entiers inclus dans [1,x], et {& }pen une
suite & valeurs dans le disque unité. On a, uniformément pour @ < z, |a| < z,

(3.10) > ‘ > &;—(p(lq) > G| < Va[BIL? + Q.

a<Q beB beB
(g,a)=1 b=a(modq) (b,q)=1

Démonstration. Le membre de gauche de (3.10) n’excede pas

Z( > 1+ﬂ) < ) r(b—al) + Q+[BJO(L).

4<Q beB v(a) beB
b=a (mod q) b#a

On en déduit l'estimation annoncée en appliquant l'inégalité de Cauchy-
Schwarz et la majoration classique Y 7(n)* < z.L°.

3.5. Préparation des variables. Pour démontrer le Théoreme 2, nous pouvons
supposer sans perte de généralité que 'on a

(3.11) p/ 1082 T Ly L g/ Q = £3/3-100n,

ou 77 est un nombre réel positif assez petit. En effet, on déduit immédiatement
de (1.10) et du Lemme 3.7 que l'estimation (1.13) est satisfaite lorsque y est
plus petit que la borne inférieure de (3.11). On peut alors choisir, dans 1’énoncé
du théoréme, ¢ (d) = 6/400 pour & assez petit.

Avec ces réductions préliminaires, et compte tenu du Théoreme A, on voit
qu’il suffit de montrer que, pour tout R satisfaisant & /277 < R < 23/5-100n
I'on a

(3.12) T(R) := Z ‘E(m,y;a,'r) — E(x/2,y; a,r)| Lpaav)LA
R<r<2R
(r,a)=1

Maintenant, observons que

(3.13)  E(z,y;a,r)— E(x/2,y;a,r) = Z {h(d; a,r) — h(d; T)/ga(r)}
z/2<d<z
PH(d)<y

ou h(d;a,r) (resp. h(d;r)) est la fonction indicatrice de I’ensemble des entiers
d tels que d = a (mod r) (resp. tels que (d,r) = 1). Nous appliquons le Lemme
3.1 pour factoriser les entiers d appparaissant dans cette sommation. Nous

choisissons
My :=2'"*"/R,  My:=z'""""/R,

de sorte que l'on peut décomposer d de maniere unique sous la forme d =
mop1mipams avec
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On a

(3.14) mo < x/MyMy = R* /2t ~137

et

(3.15) mo = x/2p1 Mypa My > R? /22172512 = My > 2197,

On peut des a présent noter que, posant
Z = exp (L1/2),

le nombre des entiers d tels que p; < Z n’excede pas

g z/my <, x/Z,
Mo<mo< Mox"
Pt (mo)<Z

ot la derniére estimation découle de (1.10) par sommmation d’Abel. Grace au
Lemme 3.7, on en déduit que la contribution a T'(R) des entiers d tels que
p1 < Z satisfait bien a la majoration (3.12). Nous nous bornerons donc dans la
suite & estimer la somme 7™ (R) définie en restreignant la somme en d de (3.13)
aux entiers d tels que p; > Z.

Nous employons une technique voisine de celle de la démonstration du
Théoréme 1, et opérons dans 7*(R) un découpage de pas multiplicatif

A:=1+L"5,
ot B = B(A) est suffisamment grand. Pour j > 1, nous posons
Pj = ZAJ, MOj = M()Aj, et Mz] = Ml/AJ (7,: 1,2)

Nous désignons par W* 'ensemble des quintuplets w := (j1, ja2, ho, h1, ha) tels
que

Zng1<Pj2<y, Ml/Pj1<M1h1<M1/A, Mg/Pj2<M2h2<Mz/A,
I/Q < Pj1Pj2M0hoM1h1M2h2 <.
On a |W*| < L£>B+5 et 'on peut écrire
(3.16) T*(R)= > T*(R,w)+¢&*(R)
wewWw*
avec
T (Row)i= Y. | eldiw){h(diar) — h(dir)/e(r)}

R<r<2R d
(r,a)=1

7
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ou, pour chaque w = (j1,Jo,ho,h1,h2), o(d;w) vaut 1 ou 0 selon que d
admet ou non une représentation (nécessairement unique) sous la forme d =
P1p2mMpImimsy avec

Mihi <m; < AMihi (’L = 0,1,2), ij < pr < AP]' (k = 1,2),
PT(mo) < Py, P™(mg) = AP, (k=1,2), P"(m1) < Pj,, P (mz) <.

On peut estimer €*(R) en appliquant le Lemme 3.7 aprés avoir majoré le
nombre des entiers d tels que o(d;w) = 0 pour tout w € W* et dont la
contribution & T*(R) est cependant non nulle. Cette derniere opération est
semblable & la majoration des quantités Ry et Ro apparaissant dans (2.15), et
nous omettons les détails. On obtient finalement pour B = B(A) assez grand

(3.17) &*(R) < x/L4,

ce qui est bien compatible avec (3.12).

3.6. Factorisation de mq et fin de la démonstration. Le travail de préparation
de la sous-section précédente nous a permis d’exprimer dans (3.16) la somme
T*(R) en fonction des T*(R, w), ot apparaissent cinq variables indépendantes
des que lon explicite la fonction o(d; w). Toutefois, il est encore nécessaire de
controler la taille du produit des petits facteurs premiers de my. A cette fin,
nous posons

my = mymy, avec  mg = H P’ (U := exp(£'/7)).

p”[Imo
p<U

D’aprés le Theorem 07 de [17], on a, posant V := exp(£L/4),
Hd<z:my >V} < z exp(—cg L1/20)

ou cg est une constante absolue positive. Le Lemme 3.7 nous permet donc
d’inférer que la somme des contributions a T*(R,w) des entiers d tels que
mg > V est négligeable.

Il reste & rendre les variables m{, et m{ indépendantes par un nouveau
découpage et & appliquer le Lemme 3.5 pour chaque somme T™*(R,w) en
choisissant les variables

e R !/ N 1
{ = pamao, m = myp1Mma, n:=my,

les quantités Ay, auy,, B, valant 0 ou 1, selon que leurs indices admettent ou
non une décomposition (alors nécessairement unique) sous la forme indiquée
ci-dessus. La condition (3.6) est vérifiée par construction puisque ps > p1 > Z
pour tous les entiers d comptés dans T*(R). Le Lemme 3.4, appliqué avec
y = P;, > Z, z =V, montre que 3, satisfait bien a la condition (3.5). Par
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(3.14) et (3.15), on voit que, pour chaque w = (j1, jo, ho, h1, h2), le support de
{Bn}52, est inclus dans un intervalle [V, 2N], avec

R?/x* 121 < Mop, /V < N < Mop, < R? /2713,
De méme, le support de A est inclus dans [L, 2L], avec
' "M/ R = My < L <yMp <z'"'7/R.

Les conditions (3.9) du Lemme 3.6 sont donc vérifiées, et 'on en déduit que
I’on a pour tout D l'estimation

T*(R,w) <p z/LP.

En sommant cette estimation sur w € W* et en appliquant (3.16) et (3.17),
on obtient bien le résultat requis (3.12). Cela acheéve la démonstration du
Théoreme 2.

84. Démonstration du Théoréme 4

Commengons par rappeler les propriétés essentielles des coefficients du
crible de Rosser-Iwaniec — cf.[22], [23]. Outre les notations indiquées dans
I'introduction, nous posons, étant donné un ensemble de nombres premiers P,

P(z) =[], p<s P-

Lemme 4.1. Soit D > 1. Il existe deux suites {\[}32, et {\;}32,, nulles
pour d > D ou p(d) = 0, vérifiant \ = 1, |A\E| < 1, et telles que 'on ait

/\_*1<,u*1</\+*1,

et

w(d) w(p) eVI—s
PO e O A D)
peP
w w eVL—s
ORI S| (1—?>{f(8)+0(w)}
d|P(=) <

pour tout z € [2, D], D = z*°, tout ensemble de nombres premiers P, et toute
fonction multiplicative w vérifiant

(i) 0<w(p)<p (peP),

-1
@ J] (1—M) glog”(ur L ) 2<u<y<2).
<. peP P log u log u

Les estimations suivantes concernant le comportement local de la fonction
U, (x,y) sont des conséquences immédiates des Lemmes 2 & 3 de [21] et du

Théoreme de [28] — ou du Théoreme 5 du présent travail. Nous désignons par
& = £(¢) P'unique solution positive de I’équation
(4.1) et =1+t

pour t > 1 et posons (1) = 0.



22 E. FOuvRYy ET G. TENENBAUM

Lemme 4.2. Posons (1 = fi(z,y) = &(u)/logy, et fo = fa(z,y) =
B1+ ¢/ logy, ol ¢ est une constante absolue assez grande. On a, uniformément
lorsque x,y satisfont a ’hypothése (H) du Théoréme 4 et q vérifie la condition
(Q) du Théoréme 5,

@2 w/dy) = 20N G oU )} (1<d<y)

(4.3)  Vy(a/dy) < “Oéq)qm

(1<d< ),

_ logd N log(1 + u)log{l + w(q)} + logy vy
~ logz logy '

ou I'on a posé U(x,y;q,d) :

Nous pouvons maintenant établir le Théoreme 4. Supposons par exemple que
q est impair, le cas complémentaire se traitant similairement et en fait un peu
plus simplement. En remarquant que les entiers comptés dans S(A4, Py, 2) sont
nécessairement impairs puisque z > 2, on peut écrire
(4.4)

S(Ag, Py, 2) = > Y. )

2meS(z,y) d|(2m+1,Py(z))
2m=—1 (mod q)

<Y Y u-Yuoy o
2meS(z,y)  d|(2m+1,Py(z)) d|P2q(2) 2meS (xz,y)
2m=-—1 (mod q) 2m=—1 (mod qd)
= > /\I{‘P(w,y;—l,qd)—‘P(fv,y;—lﬂqd)}
d|Paq(2)
v -
= Z )\j{ qd(xay) qu(xvy) + E(SL’,y, —1,qd)—E(:r,y, —].,2qd)}
dPta) (qd)

N
(]
Gmy

> 14> |E(x,y;—1,qd)— E(x,y; 1, 2qd)|
d|P2g(z) 2meS(z,y) d<D
(gd,2m)=1

1 Al
S o) > > (il) R
P meS(x/2,y) d|Pagm(z) v
(m,q)=1

1 1
<o S 1 (1—ﬁ){F(s)+O(V1)}+R

meS(x/2,y) pLz
(m,q)=1 pt2gm

{F(s) +0(W)} 1
< I (t-— > H(m)+R,
#(9) p<z,p12¢q ( p= 1> meS(z/2,y)

(m,q)=1

ot 'on a posé Vi = (log D)~1/? et olt H est la fonction fortement multiplicative
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définie par

—— si2<p<z
p—2

Soit alors h = H*p. Ona h(p) =0sip=2oup >z h(p) =1/(p — 2) si
2 <p< zeth(p’) =0 pour tout p si v > 2. En écrivant H(m) sous la forme
Zt‘m h(t) et en intervertissant les sommations, on obtient

1 sip=2oup>z,
H(p)=qr=1

(4.5) SO Hm= Y h0)¥(e/2y).
meS(z/2,y) teS(z/2,y)
(m,q)=1 (t,g)=1

Nous scindons la somme en ¢ en plagant la variable relativement a (logy)?
et faisons appel aux estimations du Lemme 4.2. On a w(q) < logz, et donc
U(z,y;q,t) < (logyy)/logy dans les hypotheses du théoreme. Nous obtenons
donc que (4.5) vaut

(4.6)
v(q) h(t) log, y v(q) h(t)
t<(log y)® t>(log y)®
(t,q)=1 Pt )<y

On a par exemple h(t) < 1/y/t. Cela permet de majorer la derniere somme en
t par < 1/logy. De plus

. h(t —1)? —1)? 1
NI = R | et (R G3)
t=1 2<p<min(y,z) pip 2<p<z p\p Yy
(t,q)=1 ptq rtq
En reportant dans (4.6), puis dans (4.4), on obtient

$(Ay, Py, ) < LTV I1 (1—1){1@(3)+0(Vl)}{1+o(1fg2y)}+R

o
9 p<z,piq p &Y

Cela implique immédiatement la majoration de I’énoncé. La minoration peut
bien entendu étre traitée de maniere parallele.

§5. Démonstration du Corollaire 4
Soit € > 0. On considere la somme de Tchébychev-Hooley

TH(z,y) := Z log(n + 1),
zl f<n<a
PH(n)<y

ol 'on décompose log(n + 1) sous la forme ;) A(t). On scinde alors
TH (z) en trois sous-sommes, TH; (z,y), THa2(x,y), THs(z,y), correspondant
aux conditions respectives de sommation

t < T o= a%/%F, T<t<a? et t>a’
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Nous allons montrer que, pour la valeur indiquée de ¥, on a THs(z,y) >
U (z,y)logx pour z > xq et

(51) y = $610g3 z/logzm'

Cela implique bien la propriété annoncée puisque les ¢ fournissant une contri-
bution non nulle & T H3(z,y) sont nécessairement des nombres premiers.

Dans toute la suite, nous supposons que y = y(z) est donné par (5.1). D’apres
les évaluations classiques de U(z,y) (cf.par exemple (6.11) infra), on a par
sommation d’Abel

(5.2) TH(x,y) ~ zo(u)logz (x — 00).

On traite T'Hy(z,y) par interversion de sommations. Il vient

THy(z,y) < ZA(t)‘If(fvvy; —1,1)
t<T

ZA

+10gxz |E(z,y; —1,1)]

(5.3) t<T t) t<T
A(t)
th(p—t a(z/(log z) )
( 1))96@ (u)log z,

ou nous avons fait appel au Théoreme 2 pour évaluer la somme des restes
|E(z,y; —1,t)| et choisi A = A(5) de manicre & ce que o(u)(logz)4 > 1.

Bien que le théoreme 2 ne fournisse aucune information pour ¢ > T, nous
pouvons majorer T Hs(x,y) grace a une technique de crible assortie d’une
inversion du role des variables. Pour chaque entier n compté dans T Hs(z,y),
nous décomposons n + 1 sous la forme n+ 1 = pm avec p = PT(n+1). On a
alors nécessairement

t=np, My =277 <m < My = 2/5%2%,

De plus, a m fixé, le nombre N,,, de p admissibles est égal au nombre des entiers
n tels que

n = —1(modm), n e S(z,y), (n+1)/m est premier.
Posant B(m) := {(n+1)/m:n € S(x,y), n = —1 (modm)}, on a donc

S(B(m),P,\/z/m),

ou P est I'ensemble de tous les nombres premiers. Ce nombre est majoré par
S(Am, P, /2/m), avec les notations du Théoreme 4. Cependant, partant de
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Iégalité |B(m)q| = |[Amad|, on peut montrer, par la méme méthode et des calculs
presqu’identiques, que la majoration un peu plus précise

S(B(m), P, 2) < %(“) (- ;) [F(s) + O(V)} + R,

Pz

est valable dans les hypotheses du Théoreme 4, les quantités R et V étant
définies par (1.18) avec ¢ = m. En utilisant cette estimation et le Théoréme 2
pour z = \/T/m et D = 22 = T'/m, il suit

THy(z.y) < ), log((x+1)/m)S(B(m), P, \/T/m)

Mi<m< M2

<(t+o() Y log(x/m)xi(lu)n(l—;)F(Q)
Mi<m<Ma Pz

<(ro)agn) Y 2P

Mi<m< M,

puisque F'(2) = e7. Par sommation d’Abel, on obtient
(5.5) THy(z,y) < (14 0(e))I(¥)zo(u)logz,

avec

1) 2/2/5 Lol =209 3 4 2log(50 — 2))
= ———dt= -2+20o -2)L
o 3/5_t 575008

Compte tenu de (5.2) et (5.3), on voit donc que T'Hs(x,y) > ¥(x,y)logz des
que

S42{0—2+42log(50 —2)} <1, soit 50+ 2log(59 —2) < 4.

Cette inégalité est bien satisfaite pour ¥ = 0,674. Cela achéve la démonstration
du Corollaire 4.

§6. Démonstration du Théoréeme 5
Nous aurons besoin de deux lemmes concernant la fonction de Dickman. Nous
introduisons la notation

(6.1) r(t) = 28 _ i 1)

o(t) to(t)
Lemme 6.1. Onapourt>1,0<v<t—1,
(6.2) o(t —v) = o(t)e”" {1+ O(v?/1)},

(6.3) ot —v) = Q’(t)e”(t){l + o(m + “7) }
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Démonstration. Comme o(t) et —o'(t) sont positives et bornées pour ¢ > 1
(cf.par exemple [27], chapitre II1.5), le résultat découle du lemme 4.2 de [12]
pour t borné, et 'on peut supposer t assez grand. Rappelons que la fonction
& = &(t) est definie par I'équation (4.1) pour ¢ > 1. Une simple itération & partir
de Vestimation triviale 1 < £(¢) < 2logt, valable pour t assez grand, fournit

(6.4) &(t) =logt +logy t + O(1).

En dérivant j fois I’équation fonctionnelle (4.1), on en déduit par récurrence
I’estimation suivante

(6.5) f(j)(t) _ (—l)j_lu

—L(1+0,(1/1081) (> 1).

Smida [25] a obtenu par la méthode du col un développement asymptotique
de o(t) en fonction de £(t) et de ses dérivées. A l'ordre 3, on peut écrire ce
développement sous la forme

(6.6) o(t) =1/ %g)e’y—ff Sl L n(t) + 0(1/1%))

ou 7 est la constante d’Euler et h(t) est une fonction dérivable qui est définie
explicitement & l'aide de £(t). Nous n’aurons besoin que des estimations
suivantes, que 'on peut vérifier facilement a partir de la définition de h donnée
dans [25] et de (6.5) :

(6.7) h(t) < 1/t, W) <1/t2 (t=1).

Appliquons (6.6) pour ¢ et t — 1 et insérons les estimations

gi-1) w1
e~ e tOa)

" tw dw—/ (£(8) — we'(t) + O(w?/12)} dw
—¢(t) - 1e/(t) + O(1/2),

t—1

W — 1401/
11 suit
// £ )
0= {1 5gi +0(2)} T ow{- 1w+ o(z)}{1+0(z)}
~ {13 0@ Hew = i Hi-1ew+o(z))
— 60 - dee' - 58+ 1 o(5
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Compte tenu de (6.5), cela implique

(6.8) r(t)—rt—1) -1/t < 1/tlogt,
et donc
(6.9) () =rE){rit)—r@t—-1)—1/t} < 1/t (t>2).

Nous sommes maintenant en mesure de prouver facilement (6.2). Pour
0<v < \/75, on a

o(t —v)
o(t)

ce qui établit bien (6.2). Lorsque v/t < v < t, on utilise le fait, établi par
Hildebrand [18], que r(t) est une fonction croissante. Il suit

Q(Z(_t)v) < exp { /Ov r(t) dw} =m0,

ce qui implique encore (6.2).

On procede similairement pour montrer (6.3). Lorsque 0 < v < Vt, on peut
écrire

o'(t—v) t o(t—1-v)

_ -—wp{Av@u—1—wy+u@—w»dw}

odt)  t—v o(t—1)

_ exp{/ov (r(t—1) + 1/t + O(w/t)) dw}

2

= epr®) + 0+ 7))

= exp { /Ov r(t —w) dw} = exp{vr(t) + O(v*/t)},

grace & (6.9) et (6.8). Lorsque v > +/f, on remarque que l’on peut supposer
v < t—1 puisque ¢'(t —v) = 0 dans le cas contraire. Par la croissance de r, on
obtient alors

Q’(t—v): t g(t—l—v)< t
o' (t) t—v ot—1) “t—w

Cela acheve la preuve de (6.3), et partant du Lemme 6.1.

evr(t) < ev'r(t)UZ/t.

Lemme 6.2. On a
r(t) < 2log(t +2) (t=1).

Démonstration. On fait de nouveau appel a la croissance de r. On a d’abord,
par la forme intégrée de ’équation différentielle de p, pour ¢t > 1,

t—l—l:/olQ(Z(—;_:)U)dv:/olexp{/ovr(t—l-l—s)ds}dv

! er® —1
2/‘wmhw—Uj>1+§dﬂ+éﬂﬂ”+iﬂw?
0 r
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Notant que ’on a, pour tout nombre réel x > 0,
iv+ Lo = La(1 4+ 2%/12) > 2%/V12,
on obtient une premiere estimation grossiere
r(t) < @/K)Y? (t=1)

avec K = 1/6 + 1/4/12. Maintenant, nous avons pour ¢t > 1

1
t+Drit+1)= Q(f(—it-)l) = exp { /0 r(t 4+ v) dv} > er®,

Il suit

log K
2log 3

r(t)é%log(thl)f%logKé(%f )1g(t+2)<2log(t+2)

Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du Théoreme 5. Nous
appliquons la formule (2.7) de [28], valide uniformément sous la condition (£2),
et qui est en fait une conséquence presqu’immédiate d’estimations prouvées
dans [12]. Nous obtenons

(6.10) U, (z,y) = Ag(2,9) + O(¥(x,y)/Le(y)),
avec les notations
g(u—v)dR (y") (xeRNZT)

(x+0,y) (xeZ™"),
Le(y) = ex logy )¥oey,
ol Ry(t) est défini par 'identité
N = Y 1= t{“pgq) + Rq(t)} (t > 0).
n<z, (n,q):l

D’apres Hildebrand [18], on a dans le domaine (H)

(6.11) U(z,y) —xg(u){l—f—O(l()gl(:g—‘y_l))}.

De plus § = o(1) lorsque x — o et (z,y) reste dans (H). On a donc
(6.12) Z(-B)=1+0(1)

et le terme d’erreur de (6.10) est bien de I'ordre de grandeur requis.
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II reste a évaluer Ay(z,y). A cette fin, nous faisons appel a la formule
d’intégration par parties

(6.13) Ay(z,y) = x{(pEIQ)Q(u) + Ry(z) + /000 o (u—v)Ry(y") dv}.

Nous allons procéder en deux temps : remplacer ¢ par un diviseur ¢g; sans grand
facteur premier, puis utiliser le Lemme 6.1 pour estimer l'intégrale de (6.13)
relative a ¢ .
Nous choisissons
q1 = H pua

p*|lq, p<T

avec T := {14+w(q)} log x log y/ log, z. Désignons par A,(x, y) le terme d’erreur
de (1.22). Nous allons montrer que

(6.14) Ag(@,9) = Ag, (2, y) < wo(u)Aq(z,y)

en estimant séparément les différences des trois termes apparaissant dans (6.13).
On a d’abord

e w(g)
T) L —= < Ay(z,y).

_7<1_<1_
T

q1 q

Pour majorer les deux autres différences, nous faisons appel a ’estimation
(6.15) R,(t) < t7*@ (¢t >0),
établie dans [12] (formule (6.12)), et ou1 'on a posé
(6.16) a(q) =5/(6 +1og P (q)).

On observe des a présent que, sous les conditions (2) et (H),

(6.17) a(qi)logy > §log(u + 2).
En effet,
6 + logT < logu + 2logy y + log{1 + w(q)}
logy logy
< ——8Y 49 _ %Y 4
log(u + 2) Tale Y log(u + 2) *
20logy

= 9log(u + 2)

pour xg assez grand.
On a pourt >0

R - By)= Y M Dr
(6.18) dlq/q1,d>1

< t_a(ql){(l T Ta(ql)—l)w(Q) _ 1} < t—a(ql)Aq(%y),
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puisque 7%(®) <« 1. En appliquant (6.18) et (6.17) pour ¢ = z, on obtient
immédiatement

Ry(x) = Ry, (2) < (u+ 1) 7" Ay (2,y) < o(u)Aq(z,y),

ce qui est bien compatible avec (6.14).

II reste a traiter la différence des intégrales de (6.13) relatives a R, et
R,,. Outre (6.17) et (6.18), nous utilisons I'estimation suivante concernant
la fonction de Dickman, et qui découle par exemple des corollaires I11.8.1 &
I11.8.2 de [27],

o' (u—v) < log(u + 1)o(u —v) < log(u + 1) o(u)e’*™).
11 suit
/O°° o' (u—v){Ry(y") — Ry, (y") } dv

< log(u+ 1)o(u)Ag(z,y) / ev{é(w)—ala)logy} g,
0

(6.19)

Lorsque u est assez grand, on a par (6.4) et (6.17)
olar) logy — £(u) > §log(u+ 1)

L’intégrale précédente est donc < 1/log(u+1) et le membre de gauche de (6.19)

est < p(u)Ag4(z,y). Cette estimation est encore trivialement vérifiée lorsque u

est borné. Elle est donc valable sans restriction. Cela acheve la preuve de (6.14).
Nous allons maintenant montrer que ’on a sous les conditions (H) et (£2)

(6.20) Mg (,y) = 0(u)Z(=B)g(q; B) + O (e(u) Aq(z,y)).
Nous avons, avec la notation (6.1),
(6.21)

AQl(xay) = /Oio Q(u - U) dRm(yv)
= zolu > evr(u) v > u—1v) — olu evr(u) vy
o) [ e aRy 7) + [ {oluv) = ow)e ™} dRy, ()

La premiere des deux intégrales ci-dessus releve de la formule (4.17) de [12] :
elle vaut Z(—3)g(q1; 8). Or, on a T < 1 par (6.17). Donc

0< g(qi;8) — 9(g:8) < 1— (1= TP < w(q)/T < Ay(x,y).

On voit ainsi que (6.20) sera établie dés que nous aurons montré que la
derniere intégrale de (6.21) est < o(u)A4(x,y). Une intégration par parties
permet d’écrire la quantité a majorer sous la forme

Ry (1) + / {0 ) — ()} Ry, () do
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On a
Ry, (z) < o(u)Ag(z, y).

Grace a la formule (6.3) du Lemme 6.1, on peut écrire
| et o) - dem Ry () o
0
6.92 < 2 v+ 02 log(u 4 1) be—{ala) logy—r(}v g,
(6.22) g
uJo

o(u)
<l Ploggr

10g(U+1)> < 2w)(logT)?
ofq1)logy logzlogy ’

ou nous avons utlisé le Lemme 6.2 et (6.17) sous la forme

alqr)logy —r(u) > %a(ql) log y.

Comme logT < logyz + log{l + w(q)}, la majoration de (6.22) est bien
< o(u)Aq(x,y). La démonstration du Théoreme 5 est donc complete.

§7. Démonstration du Corollaire 5.

Ainsi que nous l'avons signalé dans lintroduction, la démonstration du
Corollaire 5 repose essentiellement sur les Théoremes 1 et 5. En fait, nous
aurons besoin d’une légere variante du Corollaire 1, a savoir que ’estimation

U(z,y)

3 . ’

(7.1) >~ 7(q) ((%3)‘5:(1|E(%Z/aa7Q)\<<A,s H{u)eLA
q<Q

est valable dans les hypotheses du Corollaire 1. Le lecteur se convaincra
aisément que le membre de gauche est majoré par la quantité analogue au
W de (2.6), ou 'on a inséré un facteur 7(e)® dans la sommation en e et un
facteur 7(f)® dans la sommation en f. Tous les calculs des sections 2.2 et 2.3
restent valables a ceci prés que les majorations sont augmentées d’un facteur
L ou ¢ est absolue. Comme ’exposant A du Théoréeme 1 est arbitraire, cela
n’affecte pas la majoration finale.

Désignons par ¥(z,y;t) le membre de gauche de (1.23) et introduisons la

fonction
wn,Y):= Z 1.
pln, pLY

Nous allons montrer que l'on peut approcher ¥(z,y;t) par

U(z,y;t,Y) := |{n € S(z,y) :w(n—1,Y) <logy x + ty/log, z}|

pour une valeur convenable de Y = Y (z,y).
La premiere étape de la démonstration consiste a déterminer une fonction
Y (x,y) et une constante positive C' = C(A) de sorte que I'on ait

(72) [{neS(x,y) :wn—1)—wn—1,Y) > Cloggz}| < ¥(x,y)/log, .
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Nous choisissons

(7.3) Y = exp{u(llsggzyx)z}.

Il est utile de noter des a présent que 'on a

log
logY

(7.4)

Pour établir (7.2), nous utilisons, dans un cas particulier, une inégalité
classique de van der Corput [4] sous une forme effective donnée par Landreau
[24], soit

(7.5) Tm)<3® Y 7@ (m=>1).
d|m,d<m?1/3
Nous appliquons cette inégalité & m = m(n) = prl‘n_l)p>yp”, de sorte que
7(m) est un majorant de 2#("~H=«(=1LY) Te membre de gauche de (7.2) est
donc au plus égal a
Z Qw(n—l)—w(n—l,Y)—ClogSw
neS(z,y)

<B(logyz) 72 3N r(a)?

n€S(z,y) dm(n)
d<al/3

< (logyx) 52 Y 2(d)°U(a,y;1,d).
d<z1/3, P~ (d)>Y

On peut majorer la somme en d grace a (7.1). On obtient qu’elle est

7(d)? 3 .
< Z \Ild(xay)+ Z T(d) |E(x,y,1,d)|

d<z1/3, P~ (d)>Y d<al/3

8
< I (1+2)9(y) < Wiz, y)logy )4+,
Y <p< p
b

ou nous avons utilisé (7.1) pour estimer la contribution des E(z,y;1,d), et (7.4)
pour évaluer le dernier produit en p. On a donc (7.2) dés que C'log2 > 16A+17.

Dans un second temps, nous allons établir la validité de la formule asympto-
tique

(7.6) U(zr,y;t,Y) = ¥(x, y){fb(t) + O(logs x/+/logy x)}

uniformément pour exp {logz/(log 2)*} <y < z et t € R. Compte tenu de
I’encadrement

Clogs x Y) _O(\I/(x,y)

Viog, x’ log, @

\If(x,y;t— ) < U(z,y;t) < U(z,y;t,Y)
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qui découle de (7.2), on voit que (7.6) implique facilement l'estimation (1.23)
du Corollaire 5.

Pour établir, (7.6), nous utilisons la méthode des fonctions caractéristiques
et le théoreme d’inversion de Fourier quantitative de Berry-Esseen. Plus
précisément, nous allons montrer que 1’on a dans les hypotheses indiquées plus
haut et en posant £ :=log, Y

(77 eyt Y ETITONE = 2 O (R(a, )
neS(z,y)
avec

. o |9 si 9] <1/logY,
( .8) (xaya )<< {6_192/2(1% _’_|Q9|3)/\/g_’_ 1/52 si l/logY < |,19| < \/E

Soit U*(z,y;t,Y) = {n € S(z,y) : win — 1,Y) < £+ t/&}. Le théoreme de
Berry-Esseen sous la forme

U (x, y,t,Y / dd
— - 0()| K ;0) | —
flelng‘ U (x,y) )‘ f Rl 5 9)l
permet de déduire immédiatement de (7.8) que l'on a
(7.9) U (w451, Y) = Wl y){@(1) + 0(1/VE)}.

Comme ¢ = log, Y = logyz + O(logs ) d’apres (7.4), il est clair que (7.9)
implique (7.6) et partant suffit & établir le Corollaire 5.

Il reste donc & montrer (7.8).

Dans le domaine |9 < 1/logY’, nous pouvons nous contenter d’insérer dans
(7.7) Pestimation triviale |e??* — 6_192/2| < |9{|z| +1} avec z = (w(n—1,Y) —

€)/VE. 1l suit
9|

R(%y;ﬂ)<<|19|+W Y lwn=1,Y)=¢
77 neS(x,y)
(7.10)
1 2
< 9] + |9 D) MGSZ(W) (win—1,Y)—¢)".

La derniere somme en n est aisément estimée grace au Corollaire 1 et au

) 1 A+1
dw) < (log, 2) , et donc Z(—f) =
o(u)logy log x

1+ 0O(1/y/logz), on a par exemple

Z w(n —1,Y)? Z\Il(a: y;1,p) + Z U(x,y;1,pq)

Théoreme 5. En notant que 8 =

neS(z,y) p<Y p,gLY
p#q
V. (z,y
_Z + X —pi])(( _)1)—|—O(\If(x,y))
p<y pa<y P T
P#q

= ‘Ij(x?y){€2 + O(f)},
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ou nous avons utilisé le Théoréme 5 sous la forme

v =¥ {1+0( 2+ p))

\qu(x,y)z\lf(x,y){l—l— (\[—F\l[ \/li@)}

On montre similairement que

Y wn-1Y) =¥,y {+001)},

neS(z,y)
d’ou 'on déduit que

(7.11) S (win—-1,Y) &) < Uz, y)k.

neS(x,y)

en reportant dans (7.10), on obtient R(z,y;9) < |¥], ce qui établit bien la
premieére des deux estimations (7.8).
Pour prouver la seconde estimation, nous utilisons la formule de Mobius

(7.12) e S (1)

dlm, PH(d)Y

avec f(d) = p(d)*(e W/\E )w(d) Il est utile de garder & l’esprit que ’on
a |f(d)] < 1 pour tout d lorsque |9 < /€. L’estimation de type Bombieri-
Vinogradov (1.11) ne permet pas d’insérer directement (7.12) (avec m =n—1)
dans (7.7) car on ne peut exclure la présence de diviseurs d de m excédant la
borne supérieure ) du Corollaire 1. Cependant, cette éventualité n’est possible
que si la quantité ¢(m,Y) := Hp"Hm, p<y PV est elleméme anormalement
grande. Nous pouvons ainsi écrire

(7.13) GPmINVE— N f(d) + O(x(m, V)24
dlm, PT(d)<Y
d<al/?
oll ( Y) est la fonction indicatrice de ’ensemble des entiers m tels que
{(m,Y) > 213, Le lemme 2 de [26] fournit alors lestimation

Z X(n —1, Y)Qw(n—l) < l,l—co/logY7

n<x

ol ¢y est une constante abolue positive. Par (7.3) et (1.10) cette majoration
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est < U(z,y)/logx, et il découle alors de (7.13) que 1'on peut écrire
(7.14)

Z Pw(n—1Y)/\/E _ Z Hd) (2, 1,d) + O(\I/(x,y))

log x
neS(z,y) d<zl/3, P+(d)<Y

-y gy +0(\I/(x’y))

d<al/3, PH(d)KY w(d) log

—veyz-s Y L <d;g(;?@ +0(%§Z’5))
d<zl/3, P+ (d)Y

— W(z,y) 3 f(d)g(d; B) +0( Y(z,y) )

2
e ey @ (logz )

ol nous avons successivement utilisé le Corollaire 1, le Théoreme 5 et
lestimation Z(—f) = 1+ O(1/(logyx)?logY). La majoration universelle
(cf.[27], théoreme IIL.5.1)

V(a,y) <aze ™ (z2y2>2)
implique facilement par sommation d’Abel que

xR L

d>z1/3, P+ (d)<Y

En reportant cette estimation dans (7.14), nous obtenons finalement
(7.15)

3 =1 /VE Z (g ) 11 <1+ f(p)g(psﬁ)) +O((‘P(x,y) )

_ 2
neS(ay) p<Y p—1 log, x)

On a g(p; B)/(p—1) = 1/p + O(Blog p/p?). Le dernier produit en p vaut donc

exp{ 5 (f;m . O(IBf(p)lloiI;Jr |f(p)|2>)}
(7.16) s o
:exp{pgzypl—k()(@)}.

Lorsque |9] < /6 nous utilisons 'estimation

¢VIVE 1= i)\ € - 9%/26 + O(|9}/€¥/?).

Comme la somme en p vaut log, Y + O(1) = £ + O(1), nous obtenons que le
produit de (7.15) est égal a

eiﬁ\/é—ﬂ2/2{1+o(|19| :;gﬁl?’)}.
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En reportant dans (7.15), on obtient que la seconde des estimations (7.8) est
valable dans ce cas.
Lorsque £'/6 < |9] < €'/2, nous nous contentons d’insérer 1'inégalité

1 — cos(9/~/€) > 202 /x%¢

pour majorer le membre de droite de (7.16). Cela implique que le terme
principal de (7.15) est alors englobé par le terme d’erreur, et cela confirme
encore la seconde estimation de (7.8). La démonstration du Corollaire 5 est
ainsi complete.
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