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UNE REMARQUE
SUR LA CONJECTURE DE SCHINZEL

PAR

JacQues MEYER et GErRaLD TENENBAUM (*)
[Univ. Reims; Univ. Nancy-I]

RESUME. — Nous établissons que I’ensemble des entiers satisfaisant a ’hypothése (H) de
Schinzel posséde une densité asymptotique inférieure au moins égale a 1/4.

ABSTRACT. — A remark on Schinzel’s conjecture. We show that the set of those integers
satisfying the hypothesis (H) of Schinzel has lower asymptotic density at least 1/4.

1. Introduction

1.1. Un cas particulier de la célébre conjecture (H) de ScHINZEL s’énonce
ainsi :

Pour chaque entier n>1 il existe une infinité d’entiers u tels que les
nombres u—1 et nu—1 soient simultanément premiers.

Autrement dit :

Tout entier n>1 admet une infinité de représentations de la forme :

@ n= ‘Iil (p, q premiers).
q+1

SCHINZEL et SIERPINSKI conjecturent méme que la validité de cette affirma-
tion s’étend en fait a tous les nombres rationnels positifs [4]. Ce probléme
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438 J. MEYER ET G. TENENBAUM

parait de nature et de complexité comparables a celui de linfinitude des
nombres premiers jumeaux ou la conjecture de Goldbach.

1.2. Soit #, ’ensemble des entiers positifs qui admettent au moins une
représentation du type (I). A défaut d’établir que %, contient tous les
entiers, on peut chercher a montrer que cette classe est néanmoins assez
étendue en un sens a préciser. ELLIOTT a prouvé dans [1] que la densité
logarithmique inférieure de &, est strictement positive et 'un des auteurs
a produit une minoration effective de sa densité asymptotique inférieure
d% , soit [3] :

dF  >1/17,62.

L’objet essentiel de cet article est d’améliorer cette inégalité par une
méthode dont la limite naturelle est le résultat optimal d % ,=1. Nous
établissons le théoréme suivant :

THEOREME. — Soit M un élément de N* et & ,, I'ensemble des nombres
entiers d>1 qui peuvent s écrire sous la forme :

p+1

=— (p, q premiers).
M(@g+1)

La densité asymptotique inférieure de F ,; est au moins égale a 1/4.

1.3. La conjecture de ScHINzEL laisse naturellement supputer que % ,,
est, pour chaque M, de densité unité. Notre méthode conduirait directe-
ment a ce résultat moyennant la véracité de deux conjectures classiques
de la théorie du Crible : la conjecture de Hardy-Littlewood — qui permet-
trait de diviser par 2 la majoration obtenue au paragraphe 2. 1 et la
conjecture d’ELLIOTT-HALBERSTAM — qui permettrait d’appliquer a toute
valeur du paramétre v figurant dans G,(x, v) (cf. § 2.1) le théoréme de
Bombieri-Vinogradov.

2. Démonstration

2.1. Soit v un élément de ]0, 1], x un nombre réel suffisamment grand
et G,(x, v) le nombre de couples de nombres premiers ( p, q) tels que :

p+1=Md (g+1)
{ g<x’—1 ’
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Soit g la fonction numérique définie sur les entiers >2 par :

p—1
g(n) ]._I2<p|n(n 1)p 2

Posons :

1

b= ZZ<de/M G4 (x,v)>0 (Md)Gd(x v).

Une modification triviale de I'argument employé dans [3] fournit
I'inégalité :

v

1 X
S<4l—[,,>2 ( (p_l)z)vzLogzxZZSde/M,Gd(x,v)>01

+0 x”"LogLogx>.
M Log?x

Remarquons que cette majoration est le double de la valeur asymptoti-
que conjecturée de S. Le crible de Selberg appliqué a chaque terme G, (x, v)
n’aurait donné qu’une majoration quatre fois supérieure a la valeur conjec-
turée. L’amélioration obtenue ici d’un facteur 2 est due a la majoration
globale de S, ce qui autorise 'emploi du théoréme de Barban-Davenport-
Halberstam a la place du théoréme de Bombieri-Vinogradov.

2.2. Définissons la fonction fortement multiplicative k,, par :

‘ 1 si p|2M,

ky(p)= p—2 .
— si 2M
Ip—l pX
et posons :
_ p—1
Sl_ n2<p|MpT2$.
Ainsi :

S1= Y scacum Ga(% 0)kp (@) kpe (Md—1)

= Zq$xv—l Zpr(q+l)—l,pE—1 (M(@+1),pFM(q+1)—1

(arn)o (551)
M\M@+1)) M\ g+1)
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440 J. MEYER ET G. TENENBAUM
Utilisant la fonction multiplicative p * k,,, qui vérifie :
L ]

pxk,(m)= (o0
0 si (n, 2M)>1,

on obtient :
H(n)
S,= v L, —
1 Zqﬁx 1 Zn$x/M,(n,2M)—1(p(n)
pP—q
prSx(q+l)—1,pE—1(Mn(q+1)),p#=M(q+1)—1kM <q+1>

Lorsque I’entier n est supérieur ou égal a Log?x, on peut utiliser la
majoration grossicre :

p<x(g+1)—1,p=—1Mn(g+1)),p#FM(g+1)—1 M

q+1
X
<stwqﬂ),msﬂ(Mn(q+1))1<2]\/In'
Il vient :
_ p(n)
8= quxv~1 ZnSLogz x, (n, 2M)=1 o (n)
P—q
XZpr(q+l)—l,pE—1(Mn(q+1)),p#=M(q+1)—1 M( >+R1’
q+1
avec :
1+
lwm] X

2x
R, < — T .
Ry qusx Z">L°92" ne(n) vMLog®x

Utilisant de nouveau la fonction p * k,,, nous écrivons :

P—4q
b R ik
p<x(q+1)=1,p=—1(Mn(g+1), p#M (g+1)—1 <q+1

umﬂz )

= Zn'Sx, (n', 2 Mn)=1 p<x(q+1)—1,p=1(Mnn'(q+1)),p¥FM (g+1)—1
o)

(la progression arithmétique {m=I1(Mnn’(q+ 1))} étant I'intersection des
progressions {m=—1(Mn(q+1)} et {m=q(n’ (q+1))}).
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Pour n’ > Log? x, la majoration grossiére :

5 X
2p<x(q+l)—1,pEI(Mnn’ (q+1))1\ M nn’ + 1’
permet d’écrire :
~ u(n) H(n)
Sl_zq$x')—1 z:rISLog2 x, (n, 2M)=1 (p(n)Zn’$ Lug2 x,(n', 2 Mn)=1 (p(n/)
xZp$x(q+l)-1,pEI(Mml'(q+1)).p=#M(q+l)—l 1+R,,
avec .
QI
|R2| <|R1|+Zq<x” ZnSLogzx n
|u(n/) X x1+v
X 2o ——— | —+1 | K———.
ZLog x<n'<x (P(n/) <Mnn’ > vML0g3x
Ainsi :
$,=Y u(n)z H(n)
1 IS nSLog2x,(n, 2M)=1(p(n) n’SLogzx,(n’,ZnM)=1(p(n/)

XY a<w®(x(@+1), Mnn'(g+1), D+R;

avece |

xl +v

Ry| €« ——.
[Rs] v MLog>x

2.3. Calculons maintenant la somme Zquun (x(g+1), Mnn'(g+1), I).
Comme v<1, le théoréme de Bombieri-Vinogradov ([2], p. 115) permet
d’écrire :

li(x(g+1))
w(x(q+1), Mnn' (g+1), )= v———————+R,,
Zqu ( (q ) (q ) ) zqu (p(Mnn'(q+1)) 4
avec :
1+v
|R4|<'J a 5 "
M nn’ Log> x
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Pour évaluer la somme du membre de droite, on utilise le lemme
suivant :

LEMME. — On a uniformément pour tout entier K> 1 et tout nombre réel
z>2 Pestimation :

5 g+l _CK) z +0<1 Z >
S*o(K(g+1) @(K) Logz ¢(K) Log?z )’

avec :
1
c®-=T1 ( 1+ —)
REE (p—1)
Démonstration. — On a :

no(K) =
<p(Kn)_l—["’"‘<1 p) 2ayshx @),

disons, ou Ay est la fonction multiplicative définie par :

. 1/(p—1) si v=1 et P K
M (p )={ 0 si v>l1 ou pl|lK

En particulier 0<Ax(d)<1/¢p(d) pour tout d>1.
La somme a évaluer est égale au produit de 1/¢ (K) par :

stz)"K(d)Zqu—l,qE—l (mod d) L.

Pour (logz)?<d<z, on majore trivialement la somme intérieure par
2z/d. Cela fournit une contribution ne dépassant pas :

Ak (@) 1 z
ZZZd>(log z)z—d <222d>(log z)z—d(p @ < —(logz)2 s
Pour d< (logz)?, on utilise le théoréme de Siegel-Walfisz sous la forme :

li(z) ( z )
. _ 1: +O .
Zq\z 1,g=—1(modd) (p(d) (logz)3

On obtient une contribution égale a :

Ax(@),. z = ; -
st {0+ (@riogas )| ~C®80+0 (25)

Cela est suffisant.
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Revenons au calcul de :
57 li(x(g+1))
IS 0 (M nn’ g+1))

En appliquant le lemme, on obtient par intégration par parties :

Z q+1
"o (Mnn' (g+1)) Log (x (g +1))
_CMnn) x° 15 ( x? )
e (Mnn’) v(1+v)log?x @ (Mnn)vLog>x

Donc :

li(x(g+1)) _'C(Mnn') e
1< o (Mnn'(q+1)) o (Mnn') v(1+v)Log?x

b

+0< & > >+0< 2 B e >
o (Mnn')vLog®x Log?x ™" @ (M nn’ (q+1))
Soit :
li(x(g+1)) C(Mnn') X
qu""<p(Mnn' @+1) oMnn) v(1+v)Log?x

xl +v
0 ( )
@ (Mnn)vLog?x
2.4. On obtient alors pour S, :

u(n)z p@m) C(Mnn')

S,= 2 =l i Lt 2%, =
1 Zn$Log x,(n.ZM)—l(p(n) n’ < Log x,(n,ZMn)—I(p(n/) (p(Mnn’)

xl +v xl +v
X +0 < )
v(1+v)Log?x MuvLog3x
Il reste a calculer la partie principale du membre de droite de la derniére
égalité. Elle peut s’écrire :

1 1 1 =4
e — = i
H"“( +(p—1)2>(p(M)n"'“< (,,_1)2>
u(n) l: §=
X ZnSLogzx,(n,ZM)=l—l—[p|n <1+ W) Zn’<L092x,(n',2Mn)=1

9% (n)
w() 1o\
gt 1B <1+ (,,_1)2>
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444 J. MEYER ET G. TENENBAUM
et vaut :

1 1 1 =1
w155 o (155
pe (p—12) o(M) *M (p—1)?

v (m) -1
u((pn;)(fn) l_[,,|m<‘+ 7(;;—11)2) (140(1)

1 1
11, ( +<p—1)2>(p(M)
1 -1 9
T ) “vm(”ﬁ)“"“”
1 2
:21—[p>2<1+(P_1)2> <l+1—+-(‘p—> l_[2<p|M (1+0(1))

En définitive :

B P2—2P x1+u
S=211,-. <(p—1)2> v(1+u)MLog2x(1+0(1))'

2.5. Rapprochons cette derniere égalité de la majoration de S page 439;
on obtient :

XZm 1, m, M)=1

1 v

ZZ$d$x/M, G (x, .;)>ol Z5 1—+U — +0(X)

On en déduit que la densité asymptotique inférieure de & ,, est au moins
égale a v/(2(1+v)) et on obtient le théoréme en se rappelant que v peut
étre choisi arbitrairement proche de 1.
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