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UNE REMARQUE
SUR LA CONJECTURE DE SCHINZEL

PAR

Jaceurs MEYER et GÉRALD TENENBAUM (*)

[Univ. Reims; Univ. Nancy-I]

RÉsuMÉ. - Nous établissons que l'ensemble des entiers satisfaisant à l'hypothèse (H) de

Schinzel possède une densité asymptotique inférieure au moins égale à ll4.

Ansrnncr. - A remark on Schinzel's conjecture. We show that the set of those integers

satisfying the hypothesis (H) of Schinzel has lower asymptotic density at least 1/4.

1. Introduction

I . 1. Un cas particulier de la célèbre conjecture (H) de ScnrNzu s'énonce
ainsi :

Pour chaque entier n>l il existe une infinité d'entiers u tels que les

nombres u-l et nu-l soient simultanément premiers.
Autrement dit :

Tout entier n)l qdmet une inrtnfté ile représentations de la forme :

(r)
p+l

n:-
q+l

(p, 4 premiers)

ScnrNzsr- et SrERprNsKr conjecturent même que la validité de cette affirma-
tion s'étend en fait à tous les nombres rationnels positifs [a]. Ce problème

(*) Texte reçu le 23 février 1984.
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438 J. MEYER ET G. TENENBAUM

paraît de nature et de complexité comparables à celui de l'infinitude des
nombres premiers jumeaux ou la conjecture de Goldbach.

1 . 2. Soit 9 rl'ensemble des entiers positifs qui admettent au moins une
représentation du type (I). A défaut d'établir que 9, contient tous les
entiers, on peut chercher à montrer que cette classe est néanmoins assez
étendue en un sens à préciser. Er-lrorr a prouvé dans [1] que la densité
logarithmique inférieure de 3, est strictement positive et l'un des auteurs
a produit une minoration effective de sa densité asymptotique inférieure
dg b soit 137:

il I 1>- I ll7 ,62.

L'objet essentiel de cet article est d'améliorer cette inégalité par une
méthode dont la limite naturelle est le résultat optimal dgr:1. Nous
établissons le théorème suivant :

TnÉonÈnn. - Soit M un élémenr de N* et gM l'ensemble des nombres

entiers d>-l qui pew)ent s'écrire sous la forme :

d: P+l
M (q+t)

(p, q premiers).

La densité asymptotique inférieure de fr * est au moins égale à ll4.
1.3. La conjecture de ScHrNzer- laisse naturellement supputer que g*

est, pour chaque M, de densité unité. Notre méthode conduirait directe-
ment à ce résultat moyennant la véracité de deux conjectures classiques
de la théorie du Crible : la conjecture de Hardy-Littlewood 

- qui permet-
trait de diviser par 2la majoration obtenue au paragraplte2.l 

- et la
conjecture d'Err-rorr-HALBERSTAM 

- qui permettrait d,appliquer à toute
valeur du paramètre u figurant dans Gr(x, u) (cl § 2.1) le théorème de
Bombieri-Vinogradov.

2. f,)émonstration

2.1. Soit u un élément de ]0, 1], x un nombre réel suffisamment grand
et Go(x, u) le nombre de couples de nombres premiers (p, q) tels que:

p+l:Md(a+t;
4<x'- I
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CONJECTURE DE SCHINZEL 439

Soit g la fonction numérique définie sur les entiers )2 par :

g(n):llr.rt,<,-rrI=.

Posons :

s: I, -+ Go(x, u).(d(x/M, Gdu, at>o g (Md) - "'"' - ,'

Une modification triviale de I'argument employé dans [3] fournit
I'inégalité :

s (4 fl,'z (' - #rp ) a#A;»24^ xt..Ga(x, u)>o I

.,(#i*)
Remarquons que cette majoration est le double de la valeur asymptoti-

que conjecturée de S. Le crible de Selberg appliqué à chaque terme G, (x, u)

n'aurait donné qu'une majoration quatre fois supérieure à la valeur conjec-
turée. L'amélioration obtenue ici d'un facteur 2 est due à la majoration
globale de S, ce qui autorise l'emploi du théorème de Barban-Davenport-
Halberstam à la place du théorème de Bombieri-Vinogradov.

2.2. Définissons la fonction fortement multiplicative k, par :

1 si tlz tvt,

k*(p): p-2
p-l si p,y2M

et posons

sl fI,
p-l

.otu rq
s

Ainsi :

Sr: Ir<o<- 1*Ga(x, u)ku{d)k*(M d-l)
: Ir<*'-, Ir"r,r* rr- r, p= - 1 (M (q+ r)), p+ M (q + 1l - |

"o-(#h)r"(:,;)
BULLETIN DEs SCIENCES MATHÉMATIQUES



440 J. MEYER ET G. TENENBAUM

Utilisant la fonction multiplicative p*k*, qui vérifie

p* kr(n):
si (n,2M):1,

(n,2M)>1,

p (n)

q(n)

t 0si
on obtient

Sr: In<*,-r I,

avec

p(n)
( x/M, (r, , *)=, q (n)

" Ir*, (o* r)- l, p= - | (Mt (q+ t)'), p+ M iq+ t)- rk M

Sr: Is<,'-, I,<"on',, ,,r*r=rffi

(:,;)

(:,:.,)

Lorsque I'entier n est supérieur ou égal à Log2 x, on peut utiliser la
majoration grossière :

I, 
" 

*,n * t) - r, p = - t (M i (q + t rt, p + M (q + r, -, k * (j;)

(I.=, 
tn* rl, m= - t (Mn (q+ rrr' *' L'

Il vient :

" Irar ln* r1- 1, p= - t (Mn(q+ Lrr, p+M (q+ r't- rkM *R,,

,-, 2xn -,r-. , lr,tn)l u ,'*'.
lRt I ( *Lr.*u Ln,tos2- *(n) u M Log" x

Utilisant de nouveau la fonction ÿ*ku, nous écrivons :

Ir=r,n* rr- r, p= - t (Mn (q+ 1l), p+ M (q+ rl- rk * (:,+)
:ÿ tr(n')ç r
- Ln'1x.ln',2 Mnl=, 

,0 @) 
Lplx (q+ 1l- t, p=l (Man' (q+ rll, p+ M 14 + 1) - 1 r

(la progression arithmétique {m:l(Mnn'(q+ l))} étant l'intersection des

progressions {* = - I (M n (q + I )) } et {^ = q(n' (q + l)) } ).
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Pour n'>Log' x, la majoration grossière

* *,

44t

X1 
+v

(..........._.
uMLog'x

Ir"r,o* t)- 7, p=t(Mnr' (q+ 1))t < rfu + I

permet d'écrire :

Sr : Is<r'- r I,<I-os2 x, tt, 2M): rffi »,
p(n')

( Log2 x, (n', 2 Mn)=, 
A (t

t lr*r1n*r;- 1, p=tlMnn' (q+ lll, p+M <q+r1-1 I *Rr,

ln, I < ln, I + In*,, In*ron,, lr,(r)l

aYec

Ainsi :

n

rÿ" LLon' ( )
p(n')

x(r,(x 
e (n,) M nn'

§ -s - P(n)s
" | - Lnl Losz x. tn, 2Mt= t 

* (n)L"'

p(n')
( Log2 r, (n', 2 nrl: t g (r)

x Irç,, n (x (q I l), M nn' (q* l), I) + R.

l*-lu,*iL

tn.t<#fi
2.3. Calculons maintenant la somme Io=,,n(x(S+ l), Mnn' (q+ l), l).

Comme u<1, le théorème de Bombieri-Vinogradov ([2], p. 115) permet

d'écrire :

Ir*,,n(, (q+l), M nn'(qtl), l): Z^*##»+ Rn,

avec

avec :
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Pour évaluer la somme du membre de droite, on utilise le lemme
suivant :

LBvun. - On a uniformément pour tout entier K)l et tout nombre réel
z)-2 lestimation :

r,*,ffifi:ffi *.,(*ra #),
auec :

c(K):[,.. (,.C+)
Démonstration. - On a:

nq(K) _ n
,(Kr) - LtPtlx :Lo1,X*(il)'( r-1

p

-1

)
disons, où l.* est la fonction multiplicative définie par

7'*(p'): U(p-l) si v:l et p,l K
0 si v>1 ou plK{

En particulier 0 ( )v* (d ) < Uq (d ) pour toû il) l.
La somme à évaluer est égale au produit de l/rp(§ par :

Ir*, X* (d ) I q4z- t, q=- I (mod d ) 
1.

Pour (logz)2<d4.2, on majore trivialement la somme intérieure par
2zld. Cela fournit une contribution ne dépassant pas :

2 rZo, 
<ron n \f 42 rLo, 

oon.r, ; 
^" 

@ ry

Pour d( (logz)2, on utilise le théorème de Siegel-\ilalfisz sous la forme :

In*"-r,r: - I (modd r' : ffi* " (é*)
On obtient une contribution égale à :

r,=,,.n ,r{ffirtQ)+o (;a**)}:.," ti(z)+, (*æ)
Cela est suffisant.
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)

Revenons au calcul de

\. l,(x(q+l))
z'**' 

,p114 n 'q+ù
En appliquant le lemme, on obtient par intégration par parties :

q+l
», (rD

g (M nn' (q + l)) Log (x (q + l))

C(Mnn') xu

q(Mnn') u(l+u)log2x

/i (x (q + l)) 'C (M nn') xt+o

/,'\
\ «p (rvl nn')uLo{ x )

+o

Donc :

Io",'
ç (M nn'(q + l)) q (M nn') u (l + u) Log2 x

. 
" ( - *rîrrær) * o ('"*- »,

q+l
=" gç14 nn'1q+ly

In*

Sr: Ir<r-"g 2 x,(a,2rrr=, ffiL'

il,,, ('. #r)rr,ail,,
x Ir* Los2 x, (t, r rr= rffiflr,

Soit :

BULLETIN DEs scIENcEs MATHÉMATIeUES
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\ q (,vl nn')oLogt x )

L (x (q + l)) C (M nn') xl +o

<p(M nn'(S+ l)) q(M nn') u(l +u)Log2 x

+o

2.4. On obtient alors pour S, :

( Log2x, (t',2 Mnl= 1

*l *o

p(n') C(Mnn')

ç(n') 9(Mnn')

X
u(l +u) Log2 x

+o

Il reste à calculer la partie principale du membre de droite de la dernière
égalité. Elle peut s'écrire :

(#)

"(

,(

'.#,r) '

'.c+)
t P(n')

g2 (n')

trr,*"*, 
x,(n,,2Ma)=r

1r,,'('- r+)

t
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En définitive
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n,,-0,(, . c-o) * *,-n,,, (, * #rp)'
,ri= t, (u, M)=}##",,. (,. ri)' (, *,(,))

=11,,,(,.r+)#
' n,,.(,. C+)-' to*,,, (, * r;ÿ) (r +o(r))

: 2il,.,(, . r,, _,r ) (, . c;t) in,.,, -'rjrr+ o (r))

2. 5. Rapprochons cette dernière égalité de la majoration de S page 43t;
on obtient :

s:211,,, (p'-zp\__ r'* (l+o(l)).
\ tp- 112 ) u1l -tu) MLog2x\r 

I v \"/'

Lr*o*,,*. Gdtx. Dt>ot, : # 
L + o(*)'

On en déduit que la densité asymptotique inférieure de fr * est au moins
égale à ulQ(+o)) et on obtient le théorème en se rappelant que u peut

être choisi arbitrairement proche de 1.
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