Compositio Math. 144 (2008) 339-376.
Moyennes de certaines fonctions
multiplicatives sur les entiers friables, 3

Gérald Tenenbaum & Jie Wu

Abstract. We consider logarithmic averages, over friable integers, of non-negative
multiplicative functions. Under logarithmic, one-sided or two-sided hypotheses,
we obtain sharp estimates that improve upon known results in the literature
regarding both the quality of the error term and the range of validity. The one-
sided hypotheses correspond to classical sieve assumptions. They are applied to
provide an effective form of the Johnsen—Selberg prime power sieve.
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1. Introduction

Ce travail est le troisieme volet d’une série consacrée a 1’étude des valeurs
moyennes de certaines fonctions arithmétiques sur les entiers friables.

Dans la premiére partie [19], nous avons essentiellement examiné le cas de
fonctions multiplicatives f(n) pour lesquelles les nombres f(p) possedent, lorsque p
décrit la suite des nombres premiers, une valeur moyenne strictement positive. Dans
la seconde [8], écrite en collaboration avec Guillaume Hanrot, nous avons exploré
les conséquences de renseignements concernant directement la série de Dirichlet
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associée a f, supposée analytiquement proche d’un produit de fonctions zétas de
Dedekind — ce qui a permis de relacher dans une certaine mesure ’hypothese de
multiplicativité.

Nous nous proposons a présent de considérer des moyennes de type logarithmique,
a priori plus régulieres, et partant susceptibles d’étre controlées sous des hypotheses
plus faibles concernant les nombres f(p). Les moyennes de ce type sont importantes
pour les applications, notamment dans les méthodes de crible : voir par exemple [7]
et [4].

Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier naturel positif n,
avec la convention P(1) = 1, et par N, := {n € N* : P(n) < y} I'ensemble des
entiers y-friables. Pour tous > 1, y > 1, nous posons

S(z,y) =Ny N[1,z], S*(z,y) := NyN]xz,o0[.

Soit f une fonction multiplicative. La série de Dirichlet de f1y, s’écrit, dans son
domaine de convergence,

(1-1) F(s,y) = Z %:HZ%

n€ENy p<yv=0

Nous supposons systématiquement dans la suite que f est positive ou nulle et
que F'(s,y) converge en s = 1 — et donc sur toute la droite verticale fes = 1.
La raréfaction a l'infini des entiers y-friables laisse alors augurer que la fonction
sommatoire pondérée

(12 vy = 3 10

neS(z,y)

converge rapidement vers F(1,y). Nous verrons que c’est effectivement le cas sous
des hypotheses assez générales. Il est alors plus pertinent (et bien entendu plus
délicat) d’évaluer le terme résiduel

* f(n
(13) Vi(e,y) = F(Ly) —vplmy) = %
neS*(z,y)
Notons u := (logz)/logy. Nos résultats principaux consistent, d’une part, a

établir, sous une hypothese de majoration unilatérale en moyenne des nombres
f(p)(logp)/p, une inégalité du type

(1-4) Wi (2, y) < F(Ly) A (w)uCr/ 108y

dans un trés vaste domaine en (z,y), et, d’autre part, & montrer, sous une hypothese
d’estimation bilatérale en moyenne des mémes quantités, une formule asymptotique
du type

(1-5) Vi(z,y) = F(LyAe(w) {1+ O(R)}
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ol R est un terme d’erreur essentiellement comparable a u(logu)/logy. Ici, Ay
désigne une fonction & décroissance tres rapide, définie comme la solution d’une
équation différentielle aux différences. Nous renvoyons le lecteur aux énoncés
respectifs des Théoremes 3.1 et 3.2 pour une formulation précise. Bornons-nous ici
a deux remarques : d’une part, (1-4) est valable dans les hypotheses classiques du
crible, d’autre part, U'estimation (1-5) établit 'optimalité de (1-4) dans I'intersection
des domaines de validité.

Comme indiqué plus haut, le comportement asymptotique de la somme pondérée
w;‘c(x, y) est par nature plus régulier que celui de la somme non pondérée

Up(a,y) = > fn).

neS(z,y)

Un aspect remarquable de ce phénomeéne concerne, ainsi qu'’il a été souligné dans [8],
le terme d’erreur en 1/(logy)” dans la formule

Uy(z,y) = Cn(f)x(logy)“l{l + O((logly)” - logl(oug:; 1)) }

établie dans [19], pour un domaine adéquat en (z,y).) Lorsque f(p) est en
moyenne proche de k, ce terme résiduel n’est en fait nécessaire que lorsque z/y
est relativement petit et, partant, comme nous le verrons plus loin, ne contribue
pas, lorsque xk < 1, & un terme d’erreur spécifique dans la formule asymptotique
correspondante pour ¥}(z,y).

La suite de cet article est organisée comme suit. Le paragraphe 2 contient
les prérequis, relatifs aux solutions d’équations différentielles aux différences,
nécessaires a ’énoncé de nos résultats, ainsi qu’une breve présentation des estima-
tions de ¢} (z,y) antérieurement disponibles dans la littérature. Le paragraphe 3 est
dévolu a la formulation précise de nos énoncés ainsi qu’a la description d’une exten-
sion possible. Nous y décrivons également I'incidence sur les évaluations de ¢} (z,9)
de la connaissance d’hypotheses plus fortes, mais standard, relatives aux moyennes
non pondérées des nombres f(p)logp. Le paragraphe 4 concerne l'application des
résultats d’hypotheses unilatérales au crible a puissances de Gallagher—Selberg.
Nous donnons un énoncé général et détaillons un exemple pratique représentatif.
Les paragraphes suivants sont consacrés aux démonstrations. En particulier, les
équations fonctionnelles, qui forment le coeur de la méthode, et leur traitement via
I’équation dite adjointe au probléme, sont présentés au paragraphe 7.

1. La constante Ck(f) est précisément définie & la formule (5-9) infra.
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2. Historique

2-1. Solutions d’équations différentielles aux différences

L’énoncé des résultats de la bibliographie nécessite quelques brefs rappels relatifs
a certaines fonctions de la théorie du crible définies comme solutions d’équations
différentielles aux différences.

Nous désignons par g, la solution continue du systéeme

{Q,@(u)zu“_l/F(/ﬁ) si0<u<l,
ugl(u) + (1 — k)ox(u) + kox(u—1)=0 siu>1,
ou I' désigne la fonction d’Euler. Ainsi, g, est, pour tout x > 0, la puissance de

convolution fractionnaire de la fonction de Dickman ¢ := ;. Pour chaque «, la
fonction g, hérite de la propriété de décroissance rapide de ¢. On a par exemple

(2-1)

0n(u) = (ulogu) "™ (u— oo).

Plus précisément, désignons par &(u) I'unique solution réelle non nulle de ¢ = 14+ué
siu >0, u7#1 et posons {(1) = £(0) = 0. Définissons alors

&x(u) := max{1, &(u/k)},
(2:2) I(s) = /0 =1,

v

0j(u) == KID (& (w)),
de sorte que, d’apres le lemme I11.5.8.1 de [17] et le lemme 4.5 de [14],

logy u

¢x(u) = logu + logy u + O(@>

o5 (u) = u{l +0<1O;u>}

ou, ici et dans la suite, log; désigne la k-ieme itérée de la fonction logarithme. I
résulte alors du théoreme 1 de [14] ou du plus général théoreme 2 de [9] que I'on a

(24) s ={1+0o(H) T o),

U 2moa(u)

(2:3) (u — o0),

ou 7 est la constante d’Euler.
Nous posons encore

@9 M= [ @ hw=1-M0 (@0,

de sorte que A, (0) = ju(00) = 1 — voir par exemple [6]. Ainsi qu’il a été noté
dans [8] — formule (4.12) —, nous avons
1\ e "o (u)
26 o = {1+o(L) ) w>o.
(26) w={1+o(1) Y w0

Nous observons immédiatement, & fins de référence ultérieure, que cela implique,
grace par exemple aux estimations de [14],

(2-7) A (Ut — ) € Ao(u)e?sr ) (uz1l,0<v<u—

).

N[
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2-2. Résultats antérieurs

Pour C > 0, § > 0, kK > 0, désignons par M(C,d, k) la classe des fonctions
multiplicatives réelles positives ou nulles f satisfaisant aux conditions

(2:8) > 10 “EP _ plogs| < Cllog2)™* (:22)
(2-9) Z Z &;ﬂ) logp” < C.
p v=2 p

Sous I'hypothése supplémentaire 0 < § < 1, Song [15] a montré que l'on a

log(u+ 1)
2-10 vi(z,y) = F(l,y {/\Ru —&—0(7
(210) o) = Py de(w) + O S5
uniformément pour f € M(C,0,k), x >y > 2, ou, ici et dans la suite, nous notons
systématiquement

o log x

211 =
(2-11) K vy

(x>1,y>1),

La formule (2-10) peut étre considérée comme une version quantitative d’un
résultat dit & de Bruijn & van Lint [1] établissant, sous certaines hypotheses de
méme nature mais plus faibles, une conclusion de la forme

Yp(w,y) ~ (logy)“L(logy)  (y — o0)

uniformément en u sur tout compact de ]0, o[, ot £ est une fonction & croissance
lente au sens de Karamata.
En raison de la majoration triviale

la formule (2-10) est sans intérét hors du domaine 1 < u < exp {c(logy)°} ol ¢
est une constante positive arbitraire. Il n’est donc pas anecdotique de supprimer
le facteur log(u + 1) dans le terme d’erreur. C’est I'un des objets du résultat de
Tenenbaum dans [18], qui fournit ainsi une évaluation non triviale pour toute valeur
de x et y, bien que de moindre qualité pour les grandes valeurs de u. Le méme travail
contient également une extension au cas de fonctions a valeurs complexes, sous une
hypothese plus forte concernant les moyennes des nombres f(p).

Une étude récente due a Greaves [5] concerne essentiellement le cas § = 1,
assujetti a certaines restrictions supplémentaires. Plus précisément, étant données
deux constantes A > 0, k > 0, et notant

(2:13) ry(z) = Zf(p) logp _ klogz (z21),

Pz p
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pour chaque fonction multiplicative positive ou nulle f, Greaves place son étude
dans les hypotheses

(2:14) ) W) <A (zw>),

(2-15) fe")=0 (p=22,v=>2).

Pour toute constante B > 1 telle que

logp
<B >2),®@
logzz p+ f(p (= )

il introduit alors
ulog(u/B) —u+ B, siu> B,
hp(u) = .
0, dans le cas contraire.

Avec ces notations, les résultats principaux de [5] peuvent étre énoncés comme
suit.

Théoreme A ([5], th.1). Soient A et k deux nombres réels positifs. Il existe une
constante c¢,,, ne dépendant que de k, telle que, pour toute fonction multiplicative
positive ou nulle f vérifiant (2-14) et (2-15), on ait

. ecﬁA hp(u)
210 wien) < PO (M + ) @z,
Théoréme B ([5], th.2). Soient A et x deux nombres réels positifs. Il existe une
constante c¢,,, ne dépendant que de k, telle que, pour toute fonction multiplicative
positive ou nulle f vérifiant (2-15) et

(2-17) Irr(2)] < %A (z21),
(2.18) S I
on ait
) uean—hB(u)
219 wilen = Fap{ao("L ) @z,

La constante implicite ne dépend que de k.

Remarques. (1) Il résulte de (2-4) et (2-6) que la minoration contenue dans la formule
asymptotique (2-19) n’est non triviale que si

(2-20) u < (logyy)/log,y, ie —y>agclosaz)/loga

Dans ce méme domaine restreint, (2-16) fournit donc une majoration asympto-
tiquement optimale de ¥ (z, y).

2. Il résulte de (2-14) que B = A + k est un choix admissible.
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ii) Comme I’hypothese (2-15) implique que ¥%(x,y) = 0 pour
y Y

(2-21) x> Ny =[] p=eW,

PLY

I'inégalité (2-16) et la majoration contenue dans (2-19) sont triviales deés que
x> Ny.

(iii) Les lemmes 1 et 2 de Rawsthorne [12], permettent de déduire immédiatement
du Théoréme B une assertion de méme type que le Théoreme A, mais légeérement
plus faible, a savoir que 1’on a, sous les mémes hypotheses,

U eAlth (u)

(222) wj‘«(x,y)éF(l,y)<Aﬁ(u)+ ) (2>y>2)

logy

ou A; dépend au plus de A et k.

3. Résultats
3-1. Objectifs
Au vu des estimations décrites plus haut, il est naturel d’examiner, sous

I'hypothese naturelle 7¢(2) < 1, les possibilités d’extension du domaine de validité
de la formule asymptotique

et, sous une hypotheése unilatérale comme (2-14), de celles de la majoration
asymptotique correspondante

(3-1) Vi, y) < {1+ o)} (L, y)Ax(u).

En effet, la décroissance rapide de Ai(u) & linfini complique singulierement
I'obtention d’un terme d’erreur relatif de bonne qualité : on notera, par exemple,
que la formule (2-19) peut étre essentiellement réécrite sous la forme

32) st = FLsfi+o( T

Notre méthode étant relativement flexible, les hypotheses concernant r¢(z) peu-
vent étre notablement relachées. Nous précisons sans démonstration au paragraphe
3.3 les résultats qui peuvent étre obtenus sous I'hypothese plus faible (2-8) ou sous
une hypothese unilatérale de méme type.

Une seconde motivation de ce travail réside dans une clarification de la nature
méme des hypotheéses nécessaires concernant la fonction multiplicative f.

Alors qu’il apparait indispensable, en vue d’élargir le champ des applications, de
s’affranchir de la condition (2-15), qui restreint le support de f aux entiers sans
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facteur carré, il est opportun de distinguer et d’établir deux types de théoremes,
selon que les hypothéses portent sur une condition faible, comme (2-14) ou (2-17),
relative aux nombres f(p)(logp)/p ou sur une condition forte — voir (3-11) infra
— concernant le comportement en moyenne de f(p)logp. Les énoncés de la
premiere catégorie fourniront des estimations valables dans un domaine restreint
en (z,y) mais applicables & une vaste catégorie de fonctions f, ceux du second, au
contraire, concerneront des évaluations plus précises, valables sous des conditions
plus restrictives pour le choix de f.

3-2. Enoncés

Etant donnés des parametres A > 0, C > 0, k> 0 et n €10, %[, nous introduisons
la classe M. (A, C,n) — resp. £.(A,C,n) — des fonctions multiplicatives réelles
positives ou nulles f satisfaisant, avec la notation (2-13), aux conditions (2-17) —
resp. (2-14) — et

(3-3) >3 p{ff:))y <C.

p v>2

Nous avons
(3'4) mﬁ (A’ C, 77) C EN(Aa C» 77)'

Nous établissons le résultat suivant.

Théoréme 3.1. Soient A > 0, C > 0, k > 0 et n €]0, %[ Pour une constante
convenable B > 0, nous avons

(3:5) D@, y) < F(1,y) A (w)eBues()/ 1oy
sous la condition
(36) f S EK(A, C, 77), T =3, (logx)?’/’fl <y<uz.

En particulier, pour tout ¢ > 0 fixé, nous avons

(37) (2, y) <F(Ly>An(u){1+O(%>}

uniformément pour

feLi.ACm), z=3, exp{c\/logxlogQw} <y <z

Sous I’hypothése supplémentaire (2-15), I'inégalité (3-5) est valable pour x > 2,
y =2
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Le Théoreme 3.1 apporte en particulier les précisions suivantes sur le Théo-
réme A :

(i) Dans le sous-domaine (3-6), ’hypothese contraignante (2-15) peut étre rem-
placée par U'inoffensive condition (3-3) tout en réduisant significativement le majo-
rant.

(ii) Sous I'hypothese (2-15), le facteur exponentiel du membre de droite de (3-5)
peut toujours étre remplacé par 14-e© () /logy : en effet, comme ’(/J;Z (z,y) = Osousla
condition (2-21), nous pouvons sans perte de généralité supposer que &, (u) < logy.
Cela représente un renforcement conséquent de (2-16).

(iii) Le domaine de validité (2-20) pour une inégalité asymptotiquement optimale
de type (3-1) a été étendu a

u:o<10gy> (y — o).

logy y

Introduisons la notation

2 o 7
(38) Z( 5 =14 3 LOELERY )

PLY P

11 résulte par exemple de (5-2) et (5-6) infra que, sous la condition (2:14), on a

Zi(y; f) < logyy, Za(y; f) < logy,

alors que
Zi(y; /) + Za(y; f) < 1,

si, par exemple, f(p) < p/(logp)**< avec e > 0.
Sous I’hypothése bilatérale (2-17), nous obtenons une formule asymptotique
pour ¥} (z,y).

Théoréme 3.2. Soient A >0, C >0, k >0 et n €]0, %[ 11 existe une constante
positive ¢; = ¢1(A, C, k,n) telle que 'on ait

(3-9) Ui(@,y) = F(Ly)A(w) {1+ O(Eay) }

uniformément pour
(3-10) fem.(A,Cn), z>3, exp {cl (log x) log, x} <y<uz,

oti I'on a posé

Fap = min p Zyif) | wlog(ut D) fy o0 (14 22w H)loglut DA 1Y
’ logy logy logy
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Le Théoreme 3.2 répond aux objectifs précédemment décrits en renforgant le
Théoreme B dans quatre directions :
(i) La relation (3-9) fournit un équivalent asymptotique lorsque

r>3, exp {w(x)(logx)2/3(10g2 xlogs x)l/s} <y<=z

ol w(x) est une fonction arbitraire tendant vers I'infini. De plus, ce domaine peut
étre étendu a
x >3, exp {w(x) (log x) logy x} <y<z

des que Zs(y; f) < 1, ce qui représente une hypotheése trés peu contraignante
pour les applications. Dans tous les cas, le domaine (2-20) a été significativement
agrandi : la borne supérieure autorisée pour u est passée de < (log,y)/log,y &
une puissance de logy.

(ii) Le terme d’erreur de (3-9) est au plus quadratique en ulogu, alors qu'il croit
exponentiellement en ulog, u dans celui de (3-2).

(iii) L’hypothese (3-3), modérant la croissance des nombres f(p¥) pour v > 2,
remplace & présent la drastique condition (2-15).

(iv) L’hypothese (2:18), relative aux moyennes pondérées des nombres f(p)?, a été
supprimée. Cependant, par le biais d’une majoration de Z5(y; f), toute information
quantitative de ce type permet de préciser le résultat obtenu.

D’un point de vue méthodologique, il est intéressant de noter qu’on ne peut faire
appel aux résultats de Rawsthorne dans [12] pour déduire du Théoréme 3.2 méme
une version affaiblie du Théoréme 3.1. En effet, le principe mis en ceuvre dans [12],
consistant essentiellement & réduire le cas f € £,(A4,C,n) au cas f € M, (A4,C,n)
grace au calcul des variations, ne fonctionne, en ’état actuel des connaissances, que
sous 'hypothese (2-15).

Nos démonstrations des Théoremes 3.1 et 3.2 reposent sur la méthode itérative
mise en ceuvre dans [18]. Nous traitons directement (o (z,y) sans préalablement
approcher f par une fonction de Piltz 7,;, mais cette modification technique n’est
pas essentielle. En revanche, nous utilisons de manieére cruciale une majoration
initiale précise obtenue par la méthode de Rankin avec un choix essentiellement
optimal des parametres.

Ainsi qu’il a été mentionné au paragraphe 3.1, il peut étre utile de disposer
d’évaluations de z/);(x,y) sous des hypotheses plus fortes concernant les valeurs
moyennes des nombres f(p). Dans cette perspective, la méthode de [19] est di-
rectement applicable. Au prix de quelques modifications mineures, nous obtenons
le résultat suivant, pour I’énoncé duquel nous rappelons a présent certaines nota-
tions.

Par souci de concision, nous renvoyons librement & [19].

Pour k > 0 et b 6]0,%], nous désignons par R(b, k) la classe des fonctions
croissantes R € C1(]1, oo[, R**) introduite dans [19] — page 124. Pour la commodité
du lecteur, rappelons que la plupart des fonctions « naturelles» R(v) dont la vitesse
de croissance est située entre celles de (logy v)'*< et exp{(logv)®/®°~¢}, ot ¢ > 0
est arbitraire, appartiennent & R(b, k).
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Etant donnés des paramétres A > 0, C > 0, k > 0, b €]0, 11,1 €]0, 3], et une
fonction R € R(b, k), nous définissons, comme dans [19], la classe

M, = M,;(A, C,n; R)

des fonctions multiplicatives réelles positives ou nulles f satisfaisant & (3-3) et

(3-11) ‘Zf(p) logp — kz| < Az/R(z) (2> 1).

p<z

Notons toutefois, que, pour la cohérence des définitions de M (A4,C,n; R) et
M. (A, C,n), nous avons permuté les roles joués par les constantes A et C' dans
la définition de M, (A, C,n; R).

Pour tous b €]0, 3], € >0, K > 0 et R € R(b; k), nous posons

(3:12) U*(y) == R(y") /{1 + [log R(y")|} et Y& :=yY W5

et introduisons le domaine J*(R) du plan en z, y, défini par la condition

(JZ(R)) 2<y <z <Y

Théoréme 3.3. Soient A > 0, C > 0, ¢ > 0, k > 0, b €]0,1], n €]0, 3],
R € R(b;k). On a

(3-13) Vi, y) = F(Ly)Ac(u){l1 + O(Es )}

uniformément pour f € M, (A,C,n; R) et 2 <y <z <Y, ot 'on a posé

e ulog(u+1) log(u+1) /y dt {ulog(u + 1)}?
@y = :
2

R(yb/?) logy tR(t) R(y*)logy

Pour illustrer les champs d’application spécifiques des Théoremes 3.2 et 3.3,
considérons trois exemples.
(i) Lorsque R(z) = exp{(logz)®=9)/%} avec 0 < ¢ < 1

5, la formule asympto-
tique (3-13) a lieu uniformément pour

(H.) >3, exp{(log, x)5/3+5} <y<z
et I'on peut choisir
log(u+ 1)
Eay = omy
ogy

Nous obtenons ainsi un renforcement considérable de (3-9) sous une hypothese
beaucoup plus restrictive.
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(ii) Lorsque R(z) = (log 2)° avec & > 0, il existe une constante ¢ > 0 telle que la
formule asymptotique (3-13) ait lieu uniformément pour

(3-14) x >3, exp {(logmlog2 x)l/D} <y<z

avec D :=min{1+§,1(340)} et

1 1
%u—:) sid<1,
(logy)
1 1 1
g, — (utlosylosutl) o5
logy
2
fuloglut 1)}” si 6> 1.
(logy)'+e

Notons que 'hypothese (3-11) implique, avec la notation (2-13),

(log2)'=% sid <1,
T7(2) < < log, 2 sid=1,
1 sid > 1.
Ainsi, lorsque § > 1, le Théoreme 3.3 fournit-il en toute circonstance, moyennant

une hypothése légerement plus forte, un terme d’erreur relatif sensiblement plus
petit que celui du Théoreme 3.2.

(iii) Choisissons a présent R(z) := (logz)(log, 2)17¢, avec ¢ > 0, de maniere a
approcher encore davantage I’hypothese 7¢(z) < 1 par une condition de type (3-11).
Nous obtenons alors la validité de (3-13) dans le domaine

T >3, exp {(logm)1/2(log2 a:)_c/z} <y<z

avec

e log(u+1) ulog(u + 1) 1 ulog(u+1)
T logy - (logy)(logy y)tte logy

Cela met en évidence une cohérence opportune entre les Théoremes 3.3 et 3.2. 11
est en effet & noter que notre hypothese sur les nombres f(p) implique & présent
Zo(y; f) < L.

3-3. Description sommaire d’une extension

Si, dans les applications usuelles, 'on est effectivement amené a comparer la
fonction r¢(z) a une constante, notre méthode s’adapte sans difficulté a d’autres
types d’hypotheses. Dans cette perspective, une étude exhaustive, parallele a celle
effectuée dans [19] pour le cas des moyennes standard, pourrait étre envisagée.
Les majorants des quantités r¢(z) ou r(z) — ry(w) seraient alors susceptibles de
varier dans une classe de fonctions relativement large, définie par des conditions
de croissance peu restrictives. Nous nous contentons ici de décrire brievement les
résultats obtenus dans le cas de majorants de type (2-8).



Moyennes de certaines fonctions multiplicatives sur les entiers friables, 8 13

Introduisons donc, pour chaque valeur du parametre § dans ]0, 1], la sur-classe
£.(A,C,6,n) de £,(A, C,n) obtenue en affaiblissant la condition (2-14) en

(3-15) ri(z) —rp(w) < A(log 2)' =0 (zzZw>=1)
et la sur-classe M, (A, C,6,7n) de M, (A4, C,n) définie en remplagant (2-17) par
(3-16) re(2)] < 3AQlog2)!° (2> 1).

Nous obtenons alors que, pour tous 4 > 0, C' >0, § €]0,1], s > 0 et 5 €]0, 1],
la majoration

(317) i () < (1L y)Ag(w)eBue )/ Gozw)”
est valable, avec une constante convenable B > 0, sous la condition
(3-18) felA, o n), ==3, (logz)*"<y<z.

Semblablement, nous pouvons établir, pour tous A, C, §, k, n fixés comme indiqué
plus haut, 'existence d’une constante c; telle que 1'on ait

(3-19) Vi(z,y) = F(L,y () {1+ O(E; )}
uniformément pour
(320)  feM(A,C6,m), z>3, exp{ci(logzlogyz)/ ) <y a,

ou l'on a posé

.o Zi(y; f) | ulog(u+1) Za(y; f)log(u + 1)
Fa, '_mm(l’ logy | (logy)? {Hmog<1+ (logy)>—0 )}>

4. Application au crible a puissances de Johnsen—Selberg

Pour chaque puissance de nombre premier p¥ (v > 1), soit W(p”) un ensemble
de résidus modulo p¥, identifié a la classe de ses représentants dans Z. Supposons
que W(p*) N W(p”) = @ si u # v. Posons alors

(4-1) W(d) == () W"),
p¥|ld

de sorte que n € W(d) si, et seulement si, n € W(p”) dés que p”|d. Convenons
également de poser W(1) = Z.
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Soient A une suite finie d’entiers (non nécessairement distincts), P un ensemble
de nombres premiers et z > 2 un nombre réel. Posons

P, =PNI[L,z].
Nous cherchons une majoration de la quantité
S(A,P;z):=|{ac A:ag WP (peP.,v=1)}|

Le cas particulier ot A est un intervalle a été initialement considéré par Johnsen
[10] sous des hypotheses sensiblement plus restrictives que celles que nous avons
effectuées plus haut. Celles-ci apparaissent dans le travail [13], ol Selberg étend
sa méthode au crible par des puissances de nombres premiers. Gallagher [2], [3],
a fourni une preuve plus simple de 'estimation de Johnsen. Motohashi a ensuite
obtenu dans [11] une nouvelle démonstration, via le grand crible, du résultat de [13],
répondant ainsi & une question posée dans le méme travail.

La majoration finale pour S(A,P;z) est explicitée dans [13] lorsque A est un
intervalle. Nous nous proposons, dans un premier temps, d’étendre la formulation
au cas général. Supposons que ’on puisse écrire

(42) S =Dy @,
acA
aeW(d)

ol X > 0 est une quantité indépendante de d, w est une fonction multiplicative
positive ou nulle, et r4 est, en un sens convenable, un terme d’erreur. Nous pouvons
supposer sans perte de généralité que

(4-3) wp’) =0  (p¢P,v=1)

et que

(4.4) S oy e,

ce qui, dans les cas usuels d’application, équivaut au fait que n ¢ U,>1W(p”) a
lieu pour au moins un entier n.

Soit D > 1. Pour toute suite réelle {\;} vérifiant A\; = 1 et Ay = 0 pour d > D,
on a

(4-5) S(A, P;2) Z(Zxd).

acA aeW(d)

En effet, le terme d’indice a dans la somme de (4-5) est toujours positif ou nul
(puisque les Ag4 sont réels) et il vaut Ay = 1 si a est compté dans S(A, P; z).
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Introduisons la fonction multiplicative (au sens de Selberg dans [13])

(ot p) = {1 sip=wvoupur=0,

0 dans le cas contraire.

La condition initiale de disjonction des classes W(p*) implique que l'on ne peut
avoir W(p*) N W(p¥) # @ que si e(p*, p”') = 1. Par multiplicativité, il s’ensuit que
e(d,d") =1 deés que W(d) N W(d') # &. En développant le carré de (4-5), nous
obtenons donc

S(AP2) < Y Aada > 1
d,d’<D acA
aeW(d)NW(d')

(46) = > Nadee(dd) D1

d,d'<D acA
aeW([d,d'])

!
=X Y Adee(d, d’)M +R,
d,d’<D [d7 d }
ou
(4-7) Ri= Y Xadae(d,d)rga.
d,d'<D

Le calcul de Selberg ([13], pp. 239-240) pour minimiser le terme principal du
membre de droite de (4-6) est valable sans changement. Posons

Ip)=1- Y W) Sy (2.0 0)

n
1<psy
Le minimum est atteint lorsque 1'on a Aq = A pour tout d, avec

ngp t*(m,d)t*(m,1)/g(m)
> m<p t*(m,1)2/g(m)

ou g et t* sont les fonctions multiplicatives d’une et deux variables respectivement
définies par

(4-8) A= (d< D), AN;:==0 (d>D),

Y o =) — 92
g(@”) ={9@" ") = J(p )}ﬁ(py_l),
—{I(p ") = 9"} /9 t) siv =0,

p—1y _ iz pn—1 i
£ (ph p¥) = ?9(29 ) = I}/ ) i Z;Vf s

0 siv > p.
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Nous observons que t*(m, 1) = 0 si P(m) > z. Un calcul élémentaire montre que

w([d,d]) 1

NS e(d, d) - .
ngz,:dng o [d,d'] > d<D Hp””d{]‘/ﬂ(pu) —1/9(pr—1)}
P(d)<=
D’autre part, comme sup, |[\j| = 1, nous pouvons écrire
R< Y Y cdd)rml= Y 30|,
m<D? [d,d']=m m<D?
P(m)<z P(m)<z

ot w(m) est le nombre de diviseurs premiers distincts de m.

Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant.
Théoréme 4.1 (Selberg). Sous les hypothéses (4-2), (4-3) et (4-4), nous avons

S(A,T;z)\w —|— Z 390 |y,

m<D
P(m)<z

ol f est la fonction multiplicative définie par f(p*) := p¥/9(p") — p*/I(p"~1).

Effectuons ’hypothese supplémentaire qu'il existe une constante positive n €0, %[
et un entier s > 1 tels que

(4-9) Hp”) =n (pefP v>1),
logp
(410) P D R D) D= (1 v <
p 1<v<s P V>S

Nous pouvons alors utiliser les résultats du paragraphe 3.2 pour minorer ¢¢(D, z),
en utilisant la décroissance en z de S(A,P; z) pour traiter les trés petites valeurs
de z. Notant f, la fonction multiplicative définie par

Zf siv=1,

fs p” = 1<]<~;
»") 0 sil<v<s
f(¥) siv>r,

on vérifie aisément que 1’on a

Vi, y) <vi(ay) (@=1,y>1).
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L’hypothese fs € £.(A4,C,n) est alors satisfaite pour des constantes convenables
k>0, A, C,nel0,3] des que

(4-11) >y W8P  rogt/y) +00) (¢

pl/
1I<r<s y<p<t

WV

y>1).

Posons )
w(p”
W) =] (1—Zy )
p<= 1 P
de sorte que, avec la notation (1-1) pour la série de Dirichlet friable associée a la
fonction f définie plus haut, nous avons W(z) = 1/F(1, z).

Corollaire 4.2. Soient £ > 0, n €]0, 3. Sous les hypotheses (4-2), (4-3), (4-9),
(4-10), (4-11), il existe une constante B telle que 'on ait, uniformément pour
2 < z< DVs,

X +
S(A, :P, Z) < W(Z) {1 + O(/\n (U) er(logv)/logz) } + Z 3w(m)|7,m|

Jr(v) log z i
P(m)<z

otll nous avons posé

v := min {(log D)/(slog z),3(log D)/(snlogy D)}, A} (v) := Ax(v)vlog(l +v).

Ce résultat renforce significativement, dés que v — oo, la majoration analogue
déduite du Théoreme A.

L’énoncé suivant fournit, a titre d’illustration, un cas concret d’application. Un
autre exemple est fourni par le cas des entiers d’un intervalle représentables comme
somme de deux carrés; les détails seront développés dans un travail ultérieur.
Lorsque G € Z[X], nous désignons par o(d; G) le nombre des solutions dans Z/dZ
de la congruence G(z) = 0 (mod d).

Corollaire 4.3. Soient N € N*, I un intervalle contenant N entiers, q € N*¥,
et G(X) € Z[X] un polynéme de degré g, dont la décomposition canonique en
produit de polynémes irréductibles s’écrit G := legj@ Gj, oub e Z* et les Gy
sont distincts et unitaires. Il existe une constante Bg > 0, ne dépendant que de G,
telle que I'on ait

NW(g; G) B (log N)*
. < 077 GUN N 4
(4-12) > 1< ) 14+ O vAq(v)uye + 5
nel
p"llg=p" 1G(n)
ot I'on a posé 6, :=1/log{3 +w(q)},

. log N log N o o G)
v := min (210gP(q)’ Bo log2N>’ W(g; G) := pl,_llq <1 ——,

et vy = v{log(v +1)}/log N. La constante impliquée ne dépend que de G.
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Démonstration. Observons d’abord que, si W(¢; G) = 0, il existe une puissance de
nombre premier p”||q telle que G soit identiquement nul modulo p”. Le membre de
gauche de (4-12) est donc nul.

Dans toute la suite, nous supposons donc, sans perte de généralité, que
W(q; G) # 0. La minoration

Wi(q; G) > (%q))g > (log{3+w(q)})™7,

ol ¢ désigne l'indicatrice d’Euler, résulte alors immédiatement du fait que o(p”; G)
est uniformément borné et n’excede pas g sauf peut-étre pour un nombre fini de
valeurs de p”.

Appliquons le Corollaire 4.2 avec s := 1, A:={G(n) :n eI}, P:={p:p]|q},

z:= P(q), et
v 0} sipYlq,
iy = {0 92l |
o] dans le cas contraire.

Convenons d’écrire d||qg pour signifier que d|q et (d,q/d) = 1. Lorsque cette
condition est réalisée, on a

_ _ o(d;G) .
E 1= § 177d N+ 0(o(d; G)),
acA nel
aeW(d) G(n)=0 (mod d)

et le membre de gauche est nul lorsqu’elle ne ’est pas. Les hypotheses du Corol-
laire 4.2 sont donc vérifiées avec

v V.G ip¥llq,
w(p¥) := { o(p ) sip¥llq
0 dans les autres cas.

Nous notons, en effet, que la validité de la condition (4-9) résulte immédiatement
des propriétés rappelées plus haut de la fonction o(p¥; G) — voir, par exemple, [16],
§2, pour les détails. Comme on a

o’ G) =Y oln;Gy)

1<gisr
sauf pour un nombre fini de valeurs de p¥ — voir, par exemple [16], formu-
le (2.11) —, une application standard du théoréme des idéaux premiers — cf., e.g.,

[16], lemme 3.1 — permet de voir que ’hypotheése (4-11) est satisfaite avec k = r.
Choisissons alors D := /N dans le Corollaire 4.2. Nous obtenons, dans les
conditions de 1’énoncé,

(4-13) nze; 1<%{1+0(%+R>}

p”|lg=p"” 1G(n)
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avec
Ar(v) = Ap(v)o*log(v+1), Ri= Y 3*Wo(d; G).
d<N
dllq

Nous estimons R par la méthode de Rankin. Pour tout a € ]0,1[, nous pouvons
écrire, notant p; le j-ieme nombre premier,

3g)~@ 3
RS OO e T (14 2)

(4.14) qu pu”q
3
<N ] (1 + Z) < N' 7% (log{3 + w(q)}),
PSPuw(q) b
pour le choix o :=1 — ;. O

5. Estimations relatives aux nombres f(p)
Nous utilisons systématiquement la notation (2-11) et posons
€x(u)

logy

Pour les valeurs relatives de = et y considérées dans la suite, cette quantité est une
bonne approximation du point-selle associé au calcul de W¢(z,y) ou ¢5(z, y).

(5-1) oy = ag(z,y):=1-—

Lemme 5.1. Soient A et k deux constantes positives. Pour toute fonction arith-
métique f satisfaisant a (2-14), on a

(5-2) f(p) < (A+r)p/logp

pour tout nombre premier p. De plus, il existe deux constantes positives c4 et yo,
ne dépendant que de A et k, telles que 'on ait

(53) fo)/p <3
pouryo <p <y et 1 <u< cy(logy)/logyy.

Démonstration. La relation (2-14) appliquée avec z = p et w = p — 1 fournit
immédiatement

(5:4) FO)2EE = Rlog(1+1/p) + 75(p) = 75(p = 1) < 5+ A.

Pour tout ¢ > 0, on a t'=* /logt = (1988 out Y(v) := (1 — . )v — logv est
convexe. Il s’ensuit que, pour chaque yq fixé et yo < p < v,
Flo)p™ < (A+r)p' = /logp < (A+ k) (yp ™/ logyo +y' = /logy).

Soit K > 0. Pour ¢4 assez petite et yo assez grande, on a §,(u) < log, y — K dans
le domaine indiqué. La majoration précédente est donc < (A + k)e™ ¥, d’out 'on
déduit bien (5-3) en choisissant convenablement K. O
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Lemme 5.2. Soient A et k deux constantes positives. Pour toute fonction arith-
métique f satisfaisant a (2-14), on a

(5-5) Z f 4(A + r)2
Démonstration. La relation (2-14) implique, pour tout entier j > 1,

1
(5-6) Z f(p)logp <A+ k.
20 <p<2itl p
<p<2y
11 suit, grace a (5-2),

2 (A+
Zfi?pg) Z log2ﬁ2 Z 32 <A(A+R)*

p logp

Lemme 5.3. Soient A et k deux constantes positives. Pour toute fonction arith-
métique f satisfaisant & (2-14) et tous nombres réels x, y satisfaisant a © > 2,
(logz)® <y <, ona

p<y logy

(5-8) Zf P« Zu(y: /) + w?ulu) log (1+

Py

Zs(y; f)&(U))
logy '

Démonstration. Par (5-2) et (5-6), nous pouvons écrire

2(1 Q)
SR <t zf e
p<y <y
2(1—a)j
(10g2)2 , J?
1<j<(logy)/ log 2

On obtient (5-7) en faisant appel & Pestimation

283 287 _ 1
E — L e 1 (J =1, 8€]0,1]),
— BJ
1<G<T

qu’on établit aisément par sommation d’Abel.
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Montrons (5-8). Comme la quantité & estimer est une fonction croissante de u,
nous pouvons supposer u > ug, ol ug est une constante arbitrairement grande.
Nous avons

5o Zf QQISgp +Zf logp

Py Py

2 2 20%71

log p

Soient ¢ un parametre vérifiant 1/logy < ¢t < % z := y!~t. Scindons la derniere
somme au point z et observons que

p2—2a,§ -1 < 2{,2—204,€ -1 {ufﬂ(u)}Q_Qt
log p = log 2z logy

Nous obtenons

Z(y; f)

E < Zy(y; f) + {ube(u) % logy

+ FE,

avec
)2 2—20,, 1

Z f log p
logp

2<p<

Ensuite, nous avons

/ {Ufn } f Ing 2
< ——" Z . <L tu gn( ) s

logy sty

ol la seconde estimation résulte de I'hypothese (2-14). Comme nous avons supposé
u assez grand, nous pouvons choisir 2t log{ué, (u)} = log (1+ Z2(y; f)&x(u)/logy),
d’ott (5-8). O

Pour f € £,(A,C,n), nous posons

(5-9) Co(f) =[O =1/p)* > f")/p",

P v>=0
ou le produit infini est considéré comme nul lorsqu’il est divergent. Il résulte
de (2-17) que cette derniére éventualité est exclue lorsque f € M. (4, C,n).

Lemme 5.4. Soient A > 0, C > 0, k > 0, n €]0, %} 1l existe une constante
Co = Cy(A, C, k,n) telle que, pour f € £,(A,C,n), on ait

(5:10) ewnc,g(f)(logy)ﬂ(l— ) F(Ly) < Collogy)® (> 2).

logy

F(1
sy L) >u”<1— Co ) (y=>ax>2).
log x
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De plus, on a, uniformément pour f € M, (A, C,n),

(512) PLy) = Cu gy {1+0( o)}

Démonstration. Pour toute fonction f de £.(A4,C,n), nous pouvons écrire

iy <o { X 124 55 100

p v>=2

< exp {C + klogyy — klogy 2 + G(y)} < (logy)~e®®

ou l'on a posé, pour tout z > 2,
d t) —re(2—
o) [ et —ri)
9 logt

_rf(z)+f£log2+/er(t)+l~€log2 o A
N log 2 9 t(logt)2 = log2

(5.13)

+ K,

en vertu de 'hypothese (2-14). Cela établit I'inégalité de droite de (5-10).

Pour montrer 'inégalité de gauche de (5-10) et la formule asymptotique (5-12),
nous pouvons clairement supposer la convergence du produit infini Cy(f). Nous
pouvons alors écrire

F(l,y) = H Z f(Zi”)

p

—a]l (1 - %)_Rmu;y)l

pyv=0 Py
avec 1 K f(pl/)
v =TI (1-3) 7%
P>y v>0
fp) —w 1+ f(p)? f(®")
exp{ +O<+ V)},
=P p? ;2 P

ou nous avons fait appel & ’hypothese (3-3) et a l'inégalité (5-2).
La formule de Mertens fournit d’abord, classiquement,

L A E)

Ensuite, grace a la seconde formule de Mertens

Z%zloggt-i—a—l—O(L) (t>2),

< logt
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ol a est une constante convenable, nous pouvons écrire

ZM:/“ d{rf<t)—rf(2—>}+0( 1 )
p

= Y logt logy

et une intégration par parties analogue a celle de (5-13) fournit

A+k 1
< +O Si ESKA;Ca )
R (logy> Fesdd e
1
p>y p < si f S mn(Aa Ca 77)
logy

D’autre part, il résulte aisément de (2-14) et (5-6) que

Z L+ f(p)? 1
2
= P logy

alors que la condition (3-3) fournit

f®) f(p”)<p)”’ 1

Nous déduisons donc de ce qui précede que l'on a pour y assez grand

PiF {< exp{Co/(2logy)} si f € £:(A,C,n),
T = exp{O(1/1ogy)}  si f € Mu(A,C,n).

Cela implique bien I'inégalité de gauche de (5-10) et la formule (5-12).
Finalement, établissons (5-11). Avec les notations introduites plus haut, nous

.F]_7 f v 1 —K
Fgl,z;: H Z;Lu): H (1_1—9) Pe(f;z,9)

rz<py v=0 z<pyY

avec

Pulfizy) =[] (1_$>Hzf(€y><e"p{1ozow}'

r<p<y v2=20 p

L’inégalité annoncée découle donc de la formule de Mertens. O
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6. Majoration préliminaire

Les démonstrations des Théoremes 3.1 et 3.2 reposent de maniere essentielle sur
la disponibilité d’une « bonne» majoration pour w}(x, y). Dans le cas des fonctions
de £,(A,C,n), une estimation relativement grossiere est suffisante. C’est ce que
nous obtenons au Lemme 6.1 ci-dessous. Dans le cas des fonctions de M, (A, C,n),
en revanche, nous visons une formule asymptotique et la majoration optimale &
constante multiplicative pres

s’avere indispensable pour préserver la qualité du résultat final. Cette estimation
nous sera en fait fournie, dans le domaine requis en (z,y), par le Théoréme 3.1.
Nous obtenons notre majoration préliminaire par une simple application de la
méthode de Rankin. Grace au choix précis des parametres issu de la méthode du
col, cela fournit incidemment une amélioration significative du lemme 1 de [5].

Lemme 6.1. Soient A>0,C >0,k>0etn€l0,1]. Ona

(62) Ui, 9) € F(Ly) () Exlu)Vau T T oA/ 1050
uniformément pour

(6-3) fel(ACn), y=2, 0<u<y’/logy.
En particulier, on a

(6-4) Ui (2,y) < F(Ly)A(u) &e(u)Vu+1

uniformément pour f € £,(A,C,n), y = 3,0 < u < (logy)/log, y.
Sous I’hypothése supplémentaire (2-15), la majoration (6-2) a lieu pour tous
z>1,y>2.

Démonstration. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que y est assez
grand. Nous appliquons la méthode de Rankin. Soit o €]0, 1]. Sous I'hypothese

Ko = f(0")/p"7 < oo,

Py v=2

nous pouvons écrire

1—0o v
sl s 3 T2 <oy 10D

pVG'
n>x <yv>0
P(n)<y Py
<axo ! exp{z I )} <z texp {Kg—i— f(p)}
pl/O' pU

psyvzl PLY
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D’apres 'hypothese (3-3), nous pouvons choisir o = ay, > 1 —1 si (6-3) est réalisée.
Lorsque (2-15) est satisfaite, le méme choix est possible sans restriction puisque
€10,1[ si < Ny =[], p et ¢¥}(z,y) = 0 dans le cas contraire.
Comme on a, grace a (5-5),

F(l,y)>H<1+f;p)>>exp{ ) fp}

p

PLY y
il suit
11—y 1
09 vites) < Flpen] —ww+ [ IS )

La derniere somme en p n’excede pas

Y vlogy
/1151 dt+/ tvd{rf(t)—rf(y)}é/o e dw + Ay".

D’ou
En(u) quw _ A
viten) < FOpe{ —utto+ [T =t auy S
Compte tenu de (2-4) et (2:6), cela fournit bien le résultat annoncé. O

7. Equations fonctionnelles
7-1. Forme initiale

Dans le lemme suivant, nous explicitons la forme initiale de 1’équation fonc-
tionnelle approchée de type Wirsing-Hildebrand pour la fonction 1/); (z,9). Etant
donnés une fonction multiplicative f et un entier m, nous définissons une nouvelle
fonction multiplicative par la formule

(71) fnta)s= {0 S =

Nous convenons également de poser

(7-2) ri(z) =0 (0<2z<1).
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Lemme 7.1. Soient A >0,C >0, x>0, 7n€]0,%[ et f € £,(A,C,n). Pour tous
r>22,y>2 o0na

(7:3)  ¥j(x,y)logx + /OO ¢}(:,y) dt =k wf dt + Z (z,y; f

z z/y 1<5<3

oti I'on a posé

Beyh=— 2 1000 r (D)

n>z/y
P(n)<y

(7-4) Eo(a,y; f) : sz u+1 logp . vy, (/P y),

v>21p<y

Es(z,y; f) : sz logp o7, (@/p",y).

v>22py

Démonstration. Nous avons d’'une part

f(n)logn f
Z ()ng:Z

(7-5) Py Py
o0 bk (¢,
=i(z,y) logx+/ Mdt.

D’autre part, I'identité logn =3 log p”, fournit immédiatement

p” ||

n)logn m Y) log p¥
Zf()g: Z f(m)f(p”)logp

Pn>£ mp” >z mp”
(7-6) (M<y P(mp)<y7pfm
fp logp
,ZZ v} (/D" y).
v21p<y

Nous considérons comme terme principal du membre de droite la quantité

p)1 )1
S_Zf pogpwf Z f Z f )logp

Py n>x/y z/n<p<Ly
P(n)<y
_ Wy;q fsln) {Hlog( ) +rp(y) —7f (%)} + (2, y){klogy +r(y)}.

P(n)<y
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En observant que

S 0y _ [ D i),

z/y<n<z n x z/y ¢
P(n)<y
v it y) .
z/y
nous obtenons o Wi(ty)
S =k AL dt + Eyi(z,y; f).
z/y

Par ailleurs, on vérifie aisément que

> Wﬁp(l’/u y) =5 =Ex(.y: f).

PY

Cela implique bien le résultat annoncé. a

7-2. Ezxploitation de l’équation adjointe

Il résulte aisément de I’équation (2-1) et de la définition (2-5) que la fonction A,
est solution de I’équation différentielle aux différences
(7-7) uX, (u) = k{Ae(u) = Ae(u—1)}.

La relation (7-3) est une version discréte de cette équation écrite sous forme
intégrale. C’est la comparaison des deux formules qui conduira aux estimations
des Théoremes 3.1 et 3.2.

Comme dans [18], nous utilisons de maniére essentielle I’équation adjointe
de (7-7), soit

(7-8) {ug(u)} = w{glu+1) - g(u)}

dont une solution est la fonction décroissante

(7-9) e (u) = /000 exp ( —uv + /i/ov #dw) dv (u>0).

Nous observons immédiatement qu’une manipulation de routine fournit I’évaluation
asymptotique

(7-10) te(u) ~1/u (u — ).
L’identité
(7-11) e (1) e (1) = /@'/71 M0+ 1o (w3 1),

qui découle aisément de (7-7) et (7-8) est un outil technique particulierement bien
adapté a 'exploitation des diverses équations fonctionnelles du probleme considéré
dans ce travail.
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Pour z > 0,y > 2, et f € £,(A,C,n), nous posons

(712) viy(u) == 95(r,y)/F(1,y),

ou F(s,y) est définie en (1-1).
Nous posons, avec les notations (7-4) et (2-11),

(7-13) Ri(wy) == Y Ej(z,yf).

1<5<3

Lemme 7.2. Soient A > 0, C > 0, k > 0, 7 €]0,3[ et f € £.(A,C,n). Pour
y > 1, u > 1, nous avons

u

1#/{(U+1)Vf,y(’l)) dv—/:o ,un(v)d{FR}(v;y) }

(7-14) wpe(w)vyy(u) = “/ F(1,y)logy

u—

Démonstration. Reportons (7-12) dans (7-3), effectuons le changement de variables
v = (logt)/logy dans les deux intégrales et divisons par F(1,y)logy. Nous
obtenons

uv (u)—i—/oou (v)dv:m/u v (v)dv—i—M
T W et Y F(1,y)logy’

Apres différentiation relativement & u, multiplication par p,(u) et intégration de u
a l'infini, cette équation prend la forme

= [ o) gy 0) =5 [ ) a0) v~ D}

u

(7-15)

Or, une intégration par parties tenant compte des relations limy, oo up,(u) = 1,
lim,, o0 vy, (1) = 0, fournit, grace a (7-8),

oo

/ " e (0) gy () = —tan(W)rp () — | v 0)nlo + 1) = pul)} o

u

Nous obtenons donc le résultat annoncé en reportant dans (7-15). O
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8. Estimations initiales

Le processus itératif utilisé pour démontrer les Théoremes 3.1 et 3.2 nécessite
une évaluation précise des conditions initiales, qui correspondent ici au cas y = .
Ces renseignements sont obtenus au Lemme 8.2 infra. Pour établir ce résultat,
nous commencons par énoncer une équation fonctionnelle pour ¢ (z) := ¥ (z, z)
analogue a celle du Lemme 7.1 pour 9} (x,y). Nous conservons la notation (7-1) et
posons pour x > 1

Dia: )= 32 T w(%),
nx
Di(wif)=-3 3 e
(8:1)
f logp v
(@)= Z by, (/p"),
v>22p¥<e
Ry(z) := Z Dj(z; f).
1<5<3

Nous omettons la démonstration, qui est tres voisine de celle du Lemme 7.1.

Lemme 8.1. Pour toute fonction multiplicative f et tout z > 1, on a
_ C ()
(8-2) Yr(z)loge = (k+1) Tdt—i—Rf(m).
1

Les démonstrations des Théoremes 3.1 et 3.2 reposent sur ’exploitation de
l’équation fonctionnelle (7-3). Le lemme suivant permet fournit les valeurs initiales.
Rappelons que la fonction j,, définie en (2-5) vérifie

Je()=1—=Xs(1) =7 /T'(k + 1).

Lemme 8.2. Soient A>0,C >0, k> 0etnel0,i].
(i) On a

(3 bp(z) = F(1,2)jx(1 ){14—0( (x-f))}

log x

uniformément pour f € M (A,C,n) et x > 2.
(ii) II existe une constante positive Cy = Cy(A, C, k,n) telle que I'on ait

(s-4) vrl0) > P a1 - 5

pour f € £,(A,C,n) et x > 1.
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Démonstration. 11 résulte immédiatement de (8-1), (3-3), et (2-14) ou (2-17) que
l'on a

Ryp(z) <y(x)Zi(z; f) sifeMi(A,Cn),

Ry(z) < Byg(x) sife Lu(A Cn),
ol B est une constante positive convenable. En particulier, nous avons, pour xg
convenable,

Up(z) == Ry(2) /s (2) < 5logz (2 > o)
et nous pouvons déduire de (8-2) que la fonction

9, () = k41 / (1)

(log z)r+1

vérifie pour x assez grand

V@) (et DU)
9;(@) ~ a(log){log — Uy (a)}

Par intégration sur [z, oo], il suit, lorsque f € M. (A4, C,n), pour une constante
convenable K,
Zi(z; f)

log x

(85)

log {9 (x)/ K} < (x> wo),

d’oli, en reportant dans (8-2),

Yr(x) = K(logaf)“{l + O(M)}

log x

La valeur de K peut étre obtenue de diverses manieres. Nous employons, par
exemple, le théoreme taubérien de Hardy-Littlewood—Karamata sous la forme
donnée au théoréme I1.7.8 de [17], qui fournit, en posant F(s) :=>_, -, f(n)/n%,

G

K::# lim ?(J)(J—l)”fr(ﬁ_i_l)

F( + 1) a~>1+
L’assertion (i) de notre énoncé résulte alors de (5-12).

Lorsque f € £.(A4, C,n), nous commencons par fixer x > 2 et remplacer f(p”) par
Te(p”) = ('ﬁl’j*l) pour p > x, ce qui ne modifie pas la valeur de ¢¢(x). On vérifie
alors aisément, par exemple grace au théoreme taubérien de Hardy-Littlewood—
Karamata, que

050 m J¢(t)

t— 00 (logt>” - t—o00

Cx %
(8:6) = T(x (+f)1) = r(,.;1+ 0 [T =1/p)" > f ") /P

psT v20

=B (1 o(on))
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Ensuite, nous réécrivons (8-2) sous la forme

Pr(t) _ 0 Ry(t)
(logt)s T (logt)r+1

(87)

d’ol1 nous déduisons

d{ ¢f(t) }: de(t) _ d{Rf(t)—Rf(x)}
(logt)~ (logt)=+1 (log t)"+1 )

et donc, pour z > z,

. vi(z) _ ¥s(@) _ By(z) = Byl) * Ry(t) — Ry(x)
CON o e ey e OR  on e

dt.

Par (8-1), (3-3), et (2-14), nous avons, pour une constante convenable D et tout
t>uax,

Ry(t) — Ry(x) < Dyy(t) < DF(1,) < DF(l,w)(llsggDH{l + O(lo;x) }

En notant que (8-6) et (8-7) impliquent

i F(2) = Ry (a)

=0
Z—00 (10g z)"i"‘l ’

nous obtenons, en faisant tendre z vers Uinfini dans (8-8),

Ce(f x e DC,(f
F(l-@(qL)l) Bl (;i});(zl:))“ S llzgx( ){1+O(lo;x)}'

Compte tenu de la valeur de C,(f) donnée en (8-6), cela établit bien la validité de
lassertion (ii). O

9. Démonstration du Théoréme 3.1

Posons 07y (u) := vy (u)/As(u) = $j(2,y)/{F (L y) As(u)}
(u>0) et

67,(u) =1+ sup {df,(v)—1}" (u>3).
1/2<v<u

Nous devons établir I'existence d’une constante B = B(A, C,n, k) telle que, pour
toute fonction f de £,(A,C,n), on ait

(91) 5;,34(“) < eBuﬁn(u)/logy (1 <u< yn/S)’

I'inégalité étant valable sans restriction sous I’hypothése supplémentaire (2-15).
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Lemme 9.1. Soient A > 0, C > 0, k > 0 et 5 €]0, %[ 11 existe une constante
positive My telle que 'on ait

(9:2) —AMW@ﬁ%g%%?}gﬂ%&@ﬂ@wﬁMW—lﬂwM&@”%ﬂ

pour
(9-3) fel A Cmn), y=3 et 1<u<y"s

De plus, sous I’hypothése supplémentaire (2-15), Iinégalité (9-2) est valable pour
fe LA Cmn), z>1,y > 2, en omettant le terme exponentiel du membre de
droite.

Démonstration. Posons, avec les notations (7-4),

(94 L= g [ Bt 1<i<),

et notons d’emblée que, puisque la fonction FEs(x,y;f) définie en (7-4) est
décroissante en x, nous avons Is < 0. Nous pouvons donc déduire de (7-14) que

b L+1
(9-5) (g () <o [ g+ Dogy o) dot T
u—1 logy
Nous avons d’abord, par sommation d’Abel,
(96) == [ By ) - Bl i i) do

Le terme entre accolades vaut

> 0w -nemy- ¥ A 0 - )

n>x/y n>yv !
P(n)<y P(n)<y
f(n) f(n) v
= Y @ e+ Y S v n) = rp(e/n)}
z/y<n<y®~! n>yvt
P(n)<y P(n)<y

< AYi(z/y,y)-

Il s’ensuit que

I < = Ape(u)Ai(u —1)5 7y (u — 1)

(9:7) (z>1,y>1),

pour une constante convenable Ay, en vertu de (2-7) et (7-10).
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Une intégration par parties et le fait que p (v) < 0 permettent d’écrire

o by S ()

v22 py
Majorons ¢%(z/p”,y) en appliquant (6-2). Posant w, := (logp)/logy, nous
obtenons
G a/p”,y) < F(Ly)Ae(u — vuy )& (uu'/Zetvss(n/ loay
< F(1, ) A (w)p™/ 2, (u)ut/2eAuén(w)/ logy

lorsque p” < x/,/y. Dans le cas contraire, nous utilisons I'inégalité triviale
w}(x/p”,y) < F(1,y). 1l vient, pour des constantes positives M; = M;(A,C, k,n)
convenables,

(1) (w0 s

M\ (w)é, f®")
I3 < - : ul/? ZZ u(l n) +Z Z pV(l—f)xn/Q

v>2 p<y v=22 py
P>zl Y

< Mo, (u)eduerW/ 108y 4 =n/2 < NN, (u)eduen(w)/logy

puisque =~ "? = exp{—(n/2)ulogy} < exp{—(3/2)ulogu} < A.(u) dans le
domaine u < y"/3. Cela acheve la demonstratlon de l'inégalité (9-2).

Sous 'hypothese (2-15), 'intégrale I3 est nulle. Le résultat annoncé découle alors,
par les mémes calculs, de la validité inconditionnelle de (6-2). ad

Nous sommes a présent en mesure de compléter la démonstration du Théo-
reme 3.1.

Nous commengons par observer que, d’apres (8-4) et (5-11), nous avons, pour une
constante positive convenable D et tous x, y tels que 2 < x < y,

i(ay) = F(Ly) — bs(@) < F(Ly) — F(La)ju() (1 - L)

1+logx
— F(Ly){l - jm(l)f;&g <1 1 +ll)ogfv>}

< F(l,y){l —Jk(l)u"(l - %) }

Comme A\, (u) =1 — jo(1)u” pour 0 < u < 1, nous avons donc obtenu, I'existence
d’une constante M = M (A, C,n, k) > 0 telle que on ait

Mu®

9-9 1) <l4+———
(99) ) <1 i
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pour f € £,(A,C,n), y > 2 et en particulier

2M
9-10 5. (1) =1+ sup {6p,(u)—1}" <1+ .
(910) ) =1 s o) —1)T <1+ 0

Lorsque 1 < w < u < %, nous avons, en vertu de (9-5), de la premiére inégalité
(9-7) et de (9-8),

w

M,
0 () e ()0 .y (W) < ,i/ 0 D)3 () v 10g4y'

Ici et dans toute la suite de cette démonstration nous désignons par M; (j > 4)
des constantes positives convenables. Scindons 'intégrale a w — % et majorons la
contribution de l'intervalle w —1 < v < w— 1 en estimant &y, (v) par (9-9). 11 suit,

pour une constante convenable M5,

" Ms
B1(0) < 1+ alw) {8, (u) ~ 1} + -F
* M5
< % + %5f7y(u) + logy’
oll nous avons posé
a(w)'—;/w 1 (v + Do (v) dv < 1
. Wity (W) A (W) w—1/2 § " o

la derniere inégalité résultant de (7-11) et de la décroissance de la fonction
v = s (v 4+ 1) A ().
En prenant le supremum pour 1 < w < u, et en tenant compte de (9-10), nous
obtenons donc que
Mg

(9-11) 0ry(3) =1+ sup {0py(u) —1}F <14 —
1/2<u<3/2 logy

Pour tout u de [%, y"/3] et tout w de [u— 1,u], nous pouvons écrire, grace a (7-14)
et (9-2),

w

Wit (W) ()85 4 (w) < 5 / (0 + DA (0)85,(0) d

w—1

Mo)\,i(’u))

_ Awé,;(w)/ logy
log y {fﬁ(w)éf,y(w 1)+e }

Majorons 4y, (v) par &%, (u — 7) siv<u-— 3 et par 6%, (u) siu— 3 <wv < u puis
6fy(w—1) par 67 (u— 1). Divisons ensuite I'inégalité obtenue par ws,(w)A, (w).
11 suit

lu7£/~c(u) 1 7 13 ( )/ 1
<[([1l—-a - 7 * _ 1 * ! Awé, (w ogy
8,y (w) < (w) + ] 6%, (u—3) +a(w)d}, (u) + ) e
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A ce stade, observons que si 67, (u) > 0%, (u— 1), alors
0fy(u) = sup &}, (w).
u—1/2<w<u
D’ou, dans cette circonstance,
. IM7E,. (1) o, . 2 MpeAubs(u)/logy
o1 o< (1+ B s e gy

Par une récurrence immédiate, cela implique, pour un choix convenable de B, la
validité de (9-1) dans le domaine indiqué.

Sous 'hypothese supplémentaire (2-15), le second terme du membre de droite
de (9-12) peut étre omis et l'inégalité est valable pour z > y > 2. L’itération
de (9-12) conduit donc au résultat indiqué dans ce cas. O

10. Démonstration du Théoréme 3.2

La fonction vy, (u) étant définie en (7-12), il est commode ici de poser

Afy(u)

10-1 =\ LA

(101) vp () = M) + S

Notre démonstration utilise de maniére cruciale la majoration issue du Théo-

reme 3.1

(10-2) Yi(z,y) < F(LyAs(u) (1 <u< (logy)/log,y)

valable uniformément pour f € £,,(A,C,n). Nous exploitons & nouveau ’équation
fonctionnelle (7-14), réécrite sous la forme

b 11 (0 4+ 1) A gy (v) dv — /:O um(v)d{%}’

mais nous avons a présent besoin d’'une estimation bilatérale du terme d’erreur.
Dans toute la suite de la démonstration, nous utilisons la notation

Z1(y; f) Zz(@/;f)&(ﬂ))

104) Vo) =gl + 2O g o (14 RS

(103) wpna(w)Ds,y(w) = x [

u—1

Lemme 10.1. Soient A > 0, C > 0, > 0 et ) €]0, 3[. Il existe une constante
positive cg telle que 'on ait

(10-5) ’/:o um(v)d{%}‘ < Au(W) Vi (2, y)

uniformément pour

(10-6) feM(ACn), y=3 et 1<u<cy(logy)/log,y.
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Démonstration. Conservons les notations (9-4) pour les intégrales I; (1 < j < 3)
dont la somme est égale & l'intégrale de (10-5). Les assertions & établir résultent
donc de la validité, dans le domaine (10-6), des estimations
(10-7) I < M\(w)Vy(z,y) (1<75<3).

Le cas j = 1 est presque immédiat. Il résulte en effet de la représentation (9-6)
et du calcul qui la suit que 'on a

Vi /y,y)
uF(1,y)
ol 'on a utilisé (7-10), (10-2) et (2-7).
Le traitement de I est analogue mais plus délicat. Nous observons d’abord qu’il
résulte immédiatement de la définition de Eg(x y; f) que

I € s ZZf u+1 8D e /1, )

V>1 pLy

(10-8) L < < A (W)x(u),

Désignons par I5; la sous-somme correspondant a v = 1 et par I3 la sous-somme
complémentaire. Si v < 3, nous avons trivialement

Iy <Y = I ng < e (W) Vi (2, ).
PLY
Si u > 3, nous déduisons de (10-2) et (2-7) que, notant up := (logp)/logy,
1§~ f(p)*logp fp 2logp
e L L0082 5 SR

Py p Py

L Ae(w)Vy(z,y),
d’apres (5-8).
Nous avons ensuite, par (5-2),

1 @) sy
e S ) 0 )

Majorons ¢} (x/p**1,y) par
< F(L,y)Aa(u— (v + Duy) < Ag(uw)p”
et, trivialement, par < F(1,y) dans le cas contraire. Il vient

ZZ u(l n) Z Z V(l 771-7]/2

v>2 p<y v=22  py

P’ >z/\/y
A (1)

<=+ R P W(NE

lorsque p¥ < y“_l/2

puisque z~/2 < exp{—nu?/(2c)} < A, (u) dans le domaine (10-6).
Cela établit bien (10-7) pour j = 2.
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Le cas j = 3 est relativement plus simple. Nous avons

f(p”)logp” logp 5 (/0"
< W
p<y
v>2
et nous obtenons (10-7) avec j = 3 comme précédemment en employant (10-2) ou
la majoration triviale selon que ’on a ou non p” < /z.
Cela acheve la démonstration. O

Nous déduisons immédiatement de (10-5) et de (10-3) une inéquation fonction-
nelle pour Ay, (u).

Lemme 10.2. Soient A >0, C >0, k > 0 et  €]0, 3[. Il existe deux constantes

positives Cy et ¢y telles que I'on ait

U

(10-10) e (W) |A gy (u)] < n/ pr(v 4+ 1)|Afy(v)| dv 4+ Corg(w)Vi(z,y)

u—1
pour f € M (A, C,n), y >2etl<u<ci(logy)/logyy.

Le résultat suivant fournit une estimation préliminaire permettant d’initialiser le
traitement récursif final.

Lemme 10.3. Soient A > 0, C > 0, k > 0, n €]0,1[, ug > 1. Posons
k1 := min(l, k) et désignons par c¢; la constante apparaissant au Lemme 10.2.
Sous les conditions

(10-11) y>2, 0<u< ug,

la formule asymptotique

1+ u 12 (y; f))}

012wl = FL{ ) + 0 (FE

est valable uniformément pour f € M, (A,C,n).
Démonstration. Nous déduisons de (8-3) et (5-12) que, pour 2 < = <

by(,y) = Py(z) = (1z>]ﬁ(){1+0<zle>}

log 2
_ F(Olfig)l)(ulogy)n{l +O(%£>}'

Cela implique bien (10-12) pour 0 < u < 1, griace & une nouvelle application
de (5-12). Nous avons donc obtenu, avec la notation (10-1), lexistence d’une
constante Cy = Cy(A, C, n) vérifiant

(10-13) A gy ()] < Cofl + " Z1(y; )}
pour tous f € M, (A,C,n),y>2et 0 <u<1.
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Posons alors A} | (u) := supy jo<y<y [ A1,y (v)]- Nous allons montrer par récurrence
sur entier 7, 1 < j < 2uq, que

(10-14) A (w) < Zi(y; /) A<u<gi+1).
D’apres (10-13), nous avons d’abord

(10-15) sup  [Ayy (V)| < Z1(y; f)-
1/2<v<1

Ensuite, par (10-13) et le Lemme 10.2, nous voyons qu'il existe une constante C
telle que, pour tous u, w tels que 1 < w < u < %7

w—1/2

Wit ()| Ay (w)] < KCo / 0+ DL+ 05712, )} do
w—1
+A;,y(u)’i/w pi (v + 1) dv + C1 Z1 (y; f)-
w—1/2

Comme ’équation fonctionnelle (7-8) implique

Oém/ un(v—i—l)dvém/ (v +1)dv =wpg(w) —1 (w = 1),

w—1/2 w—1

il suit, pour une constante convenable Cs,
Wit (W) A gy ()| < {wps(w) — 1}AT (u) + C2Z1(y; f).

En divisant par wp,(w) et prenant le supremum du membre de gauche lorsque
w € [1,u], nous obtenons immédiatement que, si A% (u) > C2Zi(y; f), alors
A%, (u) est égal au membre de gauche de (10-15).
Il S’ensuit que la majoration (10-14) est vérifiée pour j = 1.
Supposons-la satisfaite pour j > 1. Sous I'hypothese 1+ 2j <u < 3+ 3(j +1),
nous avons alors, d’apres le Lemme 10.2, pour tout w de [1 + %j, % + %j]
w

Wit ()| Ay (w)] < ﬁ/ 0+ DAL () dv + C1 21 (y: f)
w—1
= {wpn(w) — 1}A%  (u) + C1Z1(y; f),
et donc, en faisant tendre [Ay ,(w)| vers A} (u),

by (W) < C1Z1(y; f).

Cela établit que la propriété annoncée est bien inductive et acheve la démonstration
de la formule (10-12). O
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Nous sommes a présent en mesure de terminer la preuve du Théoreme 3.2.

Soit ug > 1 tel que inf,>u, vpe(v) > 3. D’apres le Lemme 10.3, il existe une
constante C3 = C5(A, C, k,1n,ug) > 8C) telle que

Apy(u)] < Cadc(w)uVi(z,y) (1 <u<ug, y=2).
Pour y > 2 fixé, posons
ug = ug(y) :=inf {v = 1: A, (v)] > Csv:(V)V(y",y)}

et notons x5 := y"2. Nous avons trivialement us > wup. Si us < c¢1(logy)/logyy,
nous déduisons de (7-8), (10-10) et (7-11) que

Cud i (U2) A (u2) Vi (22, y) < uapie(uz)|Agy (us)]

< / (0 + DAy (0)] dv + Cod(u2)Vy (22, 1)

2—1

< {KJC;),/

ug—1

(10-16)
u2

(v + Dvdg(v) dv 4+ Co)\,i<’u,2)}Vf<l‘2, Y).

Comme la fonction v — p, (v + 1)\, (v) est décroissante, nous avons

N[

uz—1/2 U2
n/ (v + DA (v)do > KJ/ (v + 1) A (v) dv = Tuopu (u2) A (u2),
’U,Q—l u2—1

d’ou

n/ (v + Dvdg(v) do

a—1
Uo

uz—1/2
< K(ug — %)/ 1 (v + DA (v) do + /<m2/ s (v + 1) A, (v) do
u — Uz —

< (up — 3)uape(uz)Me(uz).
En reportant dans (10-16), il suit, apres division par A, (u2)Vy(z2,y),
$C5 < $Csuzpu(uz) < Co,

ce qui contredit la définition de C3. Cela acheve la démonstration.
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11. Démonstration du Théoreme 3.3

11-1. Etude d’un cas particulier

Nous établissons trois propositions préliminaires, qui sont respectivement des
modifications mineures des propositions 4.2, 4.3 et 4.4 de [19]. Dans toute la suite
les numéros de formules (a-b) de [19] sont identifiés sous la forme (I-a-b).

Comme dans [19], nous désignons par M7 (A; R) la classe des fonctions exponen-
tiellement multiplicatives, i.e. telles que

f®") =f)" /v (pz2,v=1),

satisfaisant (3-11). Nous conservons également les notations

Vi) = >, f), Rey) ::/3;1%62;)‘

neS(xz,y)

Par souci de concision, dans toute la suite de ce paragraphe, nous renvoyons
librement & [19] et nous nous limitons a signaler les modifications nécessaires des
énoncés ou des démonstrations de [19].

Lemme 11.1. Sous la condition supplémentaire x > y, la proposition 4.2 de [19]
reste valable en remplagant Ey(x,y) par

By(ary) = S

(x>y=>3).

Démonstration. La preuve de la proposition 4.2 de [19] reste valable, moyennant
les changements suivants.
e Page 150, ligne 3 de [19]. D’apres les estimations (I-3-35) et (I-4-12), on a

Wia <« T2 (37)%,(u) log)"

< Mfu)logy) S (5= 1,2)
d'od 2
(glgg;)ﬁ Wha + Way < Ag(u)(logy) " Ej(z,y).

e Page 150, ligne —2 de [19]. Les relations (I-4-18) et (I-4-12) impliquent

§H(u)2
(logy)?

Wi+ Wy K Qﬁ(u)(logy)”_l <1 + W)

< Ao(u)(log y) " Eg(z,y).
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ePage 151, lignes 1-5 de [19]. On a

0r(u)(logy)"~*logy(3x) sij=1,

Wis < { 0 (1) (log )<~

sij=2.
Il s’ensuit, comme précédemment, que

fﬁ(u)2
(logy)?

§,€(u)2 log, (3.%)
(logy)? * 1>

< Ae(u)(logy) " Ey(x,y).

Wiz + Was < 0,(u)(log )"~ <

ePage 151, lignes —7 & —1 de [19]. Estimons précisément les trois termes appa-
raissant a la ligne —4 de la page 151 de [19].
En utilisant (I-3-35) avec (¢, z) = (z,YZ"), nous avons d’abord

UYLy log Y\ (s
(0% * " 1 K
@z < e oy )18V

< (V) ox(u)(logy)" !

< Ae(u)(logy)"Ey(x,y).

Pour la seconde estimation, nous avons utilisé l'inégalité o < 1 et le fait que
v — 0, (v) est positive et décroissante (k < 1) ou unimodale (k > 1). La troisieme
estimation résulte trivialement de Y* > 1 et (I-4-12).

Semblablement, nous pouvons écrire

Y T *
x/ Vrlty) o / V(YY) 4
1

v t3 (Yz)? v3
<« C / " vV 04 (log V' /logy) (log )"~
(Y)2 /4 v3

< ox(u)(logy)™ " < A (u)(logy)“Ej(z, ),

ol la premiere majoration résulte d’une application de (I-3-35) avec (¢, z) = (v, Y").
En utilisant (I-3-26) avec « = t, on a de plus

Y* Y*
= Uy(t,y) w1 [ ox(logt/logy)
w/L ft—gdt < z(logy) 1/1- t—2dt

< ox(u)(logy)™ ! < A (u)(logy)"Ej(z,y).

Nous obtenons ainsi

CEY; \IJ t
x/ %dt < Ae(u)(log )" Bl (2, y).
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Il reste & examiner le troisieme terme. D’apres (I-3-25) et (I-4-12), nous avons

—u u o— u+ 1 10 e~ 7[{7_[/10
e () (log ) 1 Y o () (log ) Bl 6u(w) e
€ £
< 0x(u)(log y)" ™ < A (u)(logy)" Ey(, y)-
Cela acheve la preuve du Lemme 11.1. a

Lemme 11.2. Sous la condition supplémentaire x > y, la proposition 4.3 de [19]
reste valable en remplagant E(x,y) par

uys (u) +§K(U)Rb(y)
R(y®) logy

Démonstration. Nous allons établir, avec les notations (I-4-33) et (I-4-34), les
estimations asymptotiques

(11:2) I =An(u>{1+0(m)}7

(11-1) Bl(z,y) =

£(u,y)
Vi
Le résultat annoncé découle immédiatement de ces estimations au vu de (I-4-32)
et (I-4-20).
o Preuve de (11-2). Il suffit de démontrer que l'on a

(11-3) I < A(u)

-~ Aw(u)
I ::/ Je(w)e™ dt € ——L—
! [t|=>1logy ( ) (log y)l-‘rm

ol, par convention, w = —&(u) + it.

Soit T := max{1logy, 1 + u&(u)}. Désignons par I{; et I{, les contributions
respectives a I{ des domaines 1 logy < [t| < T et |t| > T.

Pour estimer I7;, nous pouvons supposer T' = 1+u&(u) > % log y car le domaine
d’intégration est vide dans le cas contraire. Nous avons alors, d’apres (1-4-24) et le
lemme 4.10 de [14],

| e/ ent 4
1 logy<|tI<T t

/(€ () 472 _ Asl(w)

<< QR(U)\/,Z_’LG 10gT<< (logy)l_;’_ﬁ?

en vertu de (I-3-25) et (I-4-12).



Moyennes de certaines fonctions multiplicatives sur les entiers friables, 8 43

D’autre part, on peut écrire, grace a (1-4-35),

o 1 1+ uée(u) -
7 k—u&y(u) K iut
Jy /ﬂﬂ {ww + 0( ) et at.

La contribution du terme d’erreur a la derniere intégrale est

< b (u) /T < u(u)/(logy) '+

Celle du terme principal e®! /w!T* peut étre estimée par la seconde formule de la
moyenne : nous avons

/ ezut eiut
—dt = / - dt
>T W st {—Ex () + it}te

oS}
itte /|t|>T [¢[ 1+ It]

€n(u) €n(u)
< wTi+r < u(logy)ttes’

Nous avons donc établi que

u€y(u) As () .
(logy)t*= = (logy)'tr

e Preuve de (11-3). Compte tenu de (I1-4-38), il suffit de démontrer que 'on a

I, < e uén(u)

= L D,(1+ YNz e(u,y)
122 : (1 )]n w)e™W dt < )\H u .
2 T2<|t|<% logy Y logy ( ) ( ) \/a

Nous allons procéder comme dans [19] dans le cas k = 1, u > 1.0)
Similairement & (I-4-40), nous pouvons écrire, en vertu de la formule asympto-
tique (I1-4-35),
Ipg = Ino1 + Ingo

_e—ubi(u)—y [3logy N\ dt
Iy = i / Re (Dy <1 + v )e“”) T
T T logy tite

puisque 'on a Dy (5) = Dy(s) pour |s — 1| <1, et

avec

Iz99 K

Tre(u,y) /logy t~1=rdt
euén(w)  fr 1+ e(u,y)t

e(u,y)
Vu

< e Wn W The(u, ) < Ag(u)

3. Voir [19] p. 156, lignes 6-19.
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Une intégration par parties fournit ensuite, compte tenu de (1-4-28), (I-4-29)
et (I-4-41),

Liogy |D, (1 +w/logy)| |D,(1+w/logy)]
I —uéy (u) E(’U,,y) /2 Y Y gy dt
221 K € 7T2"‘ + . e log y + o

2
1

5 logy
< e—u{,{(u)/ 6(“73/) dt < e—uﬁ,i(u)g(uqy) < )\n(u) E(U,y).
T:

tl+r \/Q_L

Cela acheéve la démonstration. O

Les Lemmes 11.1 et 11.2 impliquent immédiatement le résultat suivant.

Lemme 11.3. Sous la condition supplémentaire x > y, la proposition 4.4 de [19]
reste valable avec El(z,y) a la place de E*(z,y).

Le résultat suivant fournit la conclusion du Théoreme 3.3 dans le cas particulier
f € M%(A; R). Nous verrons au paragraphe suivant que le cas général s’en déduit
aisément grace a un argument de convolution.

Lemme 11.4. Soient A >0,e >0, x>0, b €]0, %], R € R(b;k). On a

(11-4) Vi(a,y) = F(LyA(w) {1+ O0(EL(z,y)) },

uniformément pour f € MY (A;R), y =2 et Jy <z <Y, ol

up(u) | &a(u)Ry(y)
E(z,y) = .
SO0 Ry T ogy
Démonstration. Puisque e 7" /T'(k + 1) < jeo(u) < 1, le Lemme 11.3 implique que
lon a, uniformément pour f € M%(A;R) e y<z <Y,

vey= Y Wy 0

(11-5) P(n)<y " i
P(n)<y

=F(1,9)jx(w{1+O0(\(w)E(z,y))}.

Nous allons maintenant établir que, sous I’hypothese \/y < = < y, cette formule

reste valable en remplacant Ef(z,y) par E(x,y). A cette fin, nous observons que
le cas particulier y = « de (11-5), (I-2-7) et la formule

e "
Je(uw) = 50—/ (0<u <)
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impliquent, pour \/y < z <y,

FLa)iul) = o Culloga) {1+ 0( i ) ot

(k+1)
= POi{1+0( 775 ) |
1 Ry ()

ul(u) | &u(u)Ro(y)
R(zb) + log x < H(u)<R(yb/2) log; )

Cela fournit bien I'extension annoncée. Il est & noter que E¥ (z,y) est, & y fixé, une
fonction croissante de x. Ainsi on a

Yz, y) = F(Ly)je(w) {1+ O\ (W) E}(2,y)) }

uniformément pour f € My(4A;R), y > 2 et \/y < x < Y. Cela équivaut au
résultat annoncé. O

et
MNe(D)E (2,2) <

11-2. Extension au cas général

Maintenant considérons une fonction quelconque f € M (A, C,n; R). On peut
écrire f = f* x g avec f* € M%(A; R), et

g®) = > (VM) /i (p=2.v>1).

jt+k=v
Posons z := max{x/y, \/y}, um := (logm)/logy (m > 1) et
F*(s,y):= ) ["(n)/n".
P(n)<y
En appliquant le Lemme 11.4 & f*,) nous obtenons
. gm) . (= x g(m)

- I e (2 F*(1 gm)

iy = Y p— (my>+ (Ly) > -

. m<T m>zx
(11 6) P(m)<y P(m)<y

= F*(Ly){T1 + O(Ei(x,y) Y1 + Ta) },
avec

T, := Z %)\K(U_um)a

m<z
P(m)<y

T ]

m>z
P(m)<y

(11-7)

ol nous avons employé I'estimation triviale ¢}. (x/m,y)<F*(1,y) pour z < m < x.

4. La formule (11-4) est bien applicable pour évaluer ¢ ¢« (x/m,y) puisque m < z implique
log(z/m)/logy > 3.
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Posons

= / 0r(u — v) dv.
0

55(”3 um) = )\n(u) - )\H(u - um)

11 résulte aisément de (2-7) que

(11-8)
A (u)ymi=« siuy <u— 3.

Nous majorons Yo par la méthode de Rankin. Lorsque z/y > ,/y, nous avons

grace & (I-4-51)

e Y lg(m)| (= \*™" logm
2 m \my) log(z/y)
m>z/y
P(m)<y
« T g gl logm
(11.9) (U - 1) logy P(m)<y me
—ué, (u) 2
< ¢ & (w) <1 + 2 gﬁ(bU))
logy R(y®)

U u? wlu
< Ap(u) i’;éy) (1 + Riyi))

Similairement si x/y < |/y, on a
lg(m)| (vT\* ' logm
logy

ne y (s
m>\/y

P(m)<y
lg(m)|logm

—(1-a)/2
(11-10) < Y Z
logy me
P(m)<y

e (14 )

+

< A (u)

puisque z/y < /J = u < 3. \
Il reste & évaluer le terme principal de (11-6). A cette fin, nous écrivons

1= 2w) 3 8 4 00 ()T + T,

(11-11)
m>1
ou Yo est définie par (11-7) et
|9(m) 6 (1, )|
T3 := .
1= ) .
m<z

P(m)<y
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Posons w := /(&) D’apres la premiere majoration de (11-8) et (I-4-51),
nOUS avons

s ol )6 Z‘g )| logm
e m ogy
P(m)<y

fn(u) uggn(u)
<Awlw) log y <1+ R(y®) )

En utilisant 'inégalité 1 < logm/logw, la seconde estimation de (11-8) et (I-4-51),
nous obtenons de plus que

S Lo Aelw) g~ lgtm)logm

m log w me
w<m<z P(m)<y
P(m)<y
€n(u) < u2£n(u)>
< Ae(u 1+ .
(u) logy R(y")
En rassemblant ces estimations, nous déduisons que
& (u) ( u2§n(u)>
11-12 Ts < As(u 14

(1112) (u) logy R(y")

et finalement

(11-13) Ti=Ae(u) Y otm) ( w(u )?:)Sgy) <1+ ulz%iz(;)t)»

P(m)<y

Maintenant le Théoréme 3.3 découle donc de (11-6), (11-9), (11-10), (11-12), (11-13)
et les faits que

Py Y M pay), Py = FLy).

Cela acheéve la démonstration. O
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