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1. Introduction

De"signons par P{n) le plus grand facteur premier d'un entier generique n, avec la
convention P(l) = 1. L'ensemble

a 6t6 abondamment etudie dans la litterature et plusieurs travaux tres recents (cf.
par exemple [1, 17-26, 34]) ont permis d'affiner notablement notre connaissance
de sa structure. La double motivation d'un interet intrinseque manifeste et d'une
disponibilite" nouvelle de techniques prometteuses porte done naturellement a
re"examiner le probleme de la repartition dans les progressions arithmetiques des
entiers de S(x, y) (cf. [9, 11, 16, 28, 33] pour les principaux travaux anterieurs
concernant cette question).

Conformement a l'usage, nous designons par W(x, y) le cardinal de S(x, y).
Nous posons

(1.1) W(x,y,a,q):= £ 1.
neS(x,y)

n™a(mod q)

Soit d = (a, q). Si P(d) >y, la somme precedente est nulle. Dans le cas contraire,
elle vaut ^(x/d, y ;a/d, q/d). Nous pouvons done sans perte de generality
restreindre l'etude au cas (a, q) = 1. Sous cette hypothese, l'approximation
naturelle pour (1.1) est

(1-2) cp{q)-^q{x,y),

avec

^q{x,y):= 2 I-
neS(x, y)
(".<?) = !

Contrairement au cas des nombres premiers et des suites arithmetiques
habituellement considerees dans ce type de probleme, *Vq(x, y) n'est pas
facilement approchable par une fonction simple des donnees—ici, q et ^{x, y).
Nous pourrions bien entendu nous fixer pour tache d'etablir une 'bonne
repartition' de S(x, y) dans les progressions arithmetiques sans rien connaitre du
'terme principal' (1.2). Une telle demarche, quoique sacrifiant a l'attitude
moderne qui consiste a ne se preoccuper exclusivement que des termes d'erreur,
laisserait l'etude arithmetique par trop incomplete et restreindrait singulierement
le champ des applications (cf. par exemple le theoreme 8, infra).

Nous avons done consider^ comme un indispensable prealable la determination
d'un assez large domaine de valeurs relatives de x, y, q pour lesquelles le rapport
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*¥q(x> y)/xV(x> y) possede un comportement simple. Nous posons, ici et dans tout
l'article,

w : ( j c ^ 2 )

logy
et nous notons log*, la fc-ieme iteree de la fonction logarithme. Nous obtenons le
r6sultat suivant.

THEOREME 1. Soit e un nombre reel positif. Sous les conditions

(He) x^xo(e), ^

et

on a uniformement

q a I \ logy / I '

II est a noter qu'une limitation evidente pour une formule asymptotique de
type (1.3) est

En effet, V^x, y) = 1 lorsque q = Up^yp = e*l+oW

Considerons la fonction de crible

6(x,y, z):=card{n^jc: p \ n^

Cette quantite a ete etudiee par Friedlander [10] lorsque y et z sont des
puissances fixes de x, et des estimations uniformes dans de plus larges domaines
de variation font Pobjet d'un recent travail de Saias [35]. A titre d'application
imm6diate du theoreme 1, nous pouvons enoncer le resultat suivant.

COROLLAIRE 1. Soit E > 0. Lorsque x et y satisfont (He) et sous la condition

on a uniformement

La formule d'inversion de Mobius implique, pour tous x, y, q 5s 1,

(1.4) V«(x,y)= S
d\q

On pourrait en deduire une evaluation du membre de gauche grace aux r6sultats
connus concernant le comportement local de ^(x, y) (cf. [25, 26]) etablis par la
me"thode du col. Nous avons prefere suivre une autre voie, qui implique une
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limitation du domaine de validite des estimations en x, y mais necessite des
hypotheses moins restrictives sur q et permet une plus grande precision finale.
Cela consiste a utiliser l'estimation recente de Saias [34],

(1.5) V(x)y) = A(

valable, pour chaque e > 0 , uniformement dans le domaine (He), avec

et

(1.7) ye:=

Conform6ment a la tradition, nous designons par p(v) la fonction de Dickman,
solution de l'equation differentielle aux differences

(1.8) vp'(v) + p(v-l) = 0 (u>l).

II sera agr6able par la suite de d£finir p sur U tout entier comme une fonction
continue a droite. Nous posons done

(1.9) p(v) = 0 ( -oo< v <0) , p(v) = l ( O ^ u ^ l ) .

Ainsi p(v) est l'unique fonction continue en v = 1 satisfaisant (1.8) et (1.9). Elle
est de classe Ck sur IR\{0,1, ...,&}. Aux points exceptionnels, p(/c) possede des
discontinuites de premiere espece. Nous pouvons done prolonger pw(v) en une
fonction continue a droite sur U.

La fonction A(x, y) est l'approximation de de Bruijn [3] pour W(JC, y), mais le
domaine (He) etend considerablement celui de [3]. II est en fait identique a celui
de la formule de Hildebrand [22],

(i.io) V ( I , , ) . X P (

Cette derniere evaluation est d'ailleurs strictement contenue dans (1.5). Posons
en effet, pour z > 1, k s= 0,

et

(1.11) %(z) := U [j + ekj(z), j + 1] U [k + 1, +»)
>=o

(noter que ^ ( z ) 3 [k + e, +°o) pour chaque e > 0 et z assez grand); il est etabli
dans [34] que Ton a pour tous e >0, k 2*0, et uniformement lorsque
y^x, u eulogy),

ou les ay sont les coefficients de Taylor en s = 0 de s£(s + l)/(s + 1). La formule
(1.10) de"coule done de (1.5) et du cas k = 0 de (1.12). II est a noter, au vu de
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l'estimation classique p{k)(u)~(-logu)kp(u) (w->°°), que (1.12) s'apparente a
un veritable developpement asymptotique.

Posons pour x > 0,

(1.13) Nq(x):= 2 l = x { — + *,(*)} (disons)
(«.<?)= 1

et

(1.14) \(x,y):=
d\

Une interversion de sommations permet de montrer que Ton a

(1.15) \q{x,y) = x\+ p(u-v)dRq(y
v) (x$Z+).

J — 00

Au vu de (1.4) et (1.5), la definition (1.14) laisse augurer que Aq(x,y) est une
bonne approximation de ^ ( x , y) lorsque x, y satisfont (He) et q n'est pas 'trop
grand'.

THEOREME 2. Soit e >0. On a uniformement sous les conditions (He) et (QE)

(1.16) Wq(x,y) = Aq(x,y){l + O(Y;1)}

ou Ye est defini par (1.7).

Nous deduirons les theoremes 1 et 2 d'une evaluation de type (1.12) pour
\{x, y). La question de l'uniformite en q se revele ici capitale et nous
de"velopperons au § 4 une technique relativement sophistiquee pour surmonter les
difficultes nouvelles qui surviennent dans ce probleme a trois parametres.
Quelques notations supplementaires sont necessaires pour enoncer le resultat.
Nous designons par aj(q) le coefficient de sJ dans le developpement de Taylor a
l'origine de

sL(s+ l,xo)_ n ^ -s-^s£(s + l)
1 / P 5 + 1n

s + l p i 1 /
ou Xo denote le caractere principal de Dirichlet modulo q. Posant, pour chaque

<PM := t f 2 *f (>og *T «Jf Cog2(« + 2))
(cf. (4.20) pour cette derniere evaluation), on a

(1.17) aj(q)= 2 ?„(*)«/<<>—Go&fo+2))'

Pour chaque entier k^O et chaque reel y^2 fixes, nous definissons une
fonction q>->q0ou q0 est le plus grand diviseur sans facteur carre" de q satisfaisant
a

(1.18) P(qo)^{a>(q) +log y}<*k+2\
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(Ici et dans la suite, (o(q) designe le nombre de facteurs premiers distincts de q.)
II s'ave"rera pratique d'introduire le symbole

(1.19)

sinon.

Nous posons alors

Ak{q) := min{2w(«o), 1 + S(^)(log P(qo))
k},

avec une interpretation evidente lorsque E = +00. De l'estimation classique
o)(q) ^ \og(2q), on d6duit en particulier que Ton a

(1.20) Ak(q)«k(\og2qy)k

des que

(1.21) lo
2)\og2x'

THEOREME 3. Pour chaque nombre entier k^O et uniformement sous les
conditions

x>2.

on a Vestimation
k

(1.22) A,0c,y)-x 2

REMARQUE. Saias a montre dans [34] qu'une restriction concernant u est
indispensable (et la condition correspondante optimale) lorsque q = 1. Nous
n'avons pas cherche ici a optimiser la dependance relative en q de cette
condition.

II est facile de constater que (1.21) a lieu des que les hypotheses (He) et (Qe)
sont remplies. On deduit done immediatement des theoremes 2 et 3 et de (1.20)
le re"sultat suivant.

COROLLAIRE 2. Soient e > 0, k s* 0. Sous les conditions (He), (Qe), et

on a uniformement

Cette Evaluation repre"sente une amelioration considerable sur les r6sultats
disponibles dans la literature. Les hypotheses du Theorem 4 de Hazlewood [16],
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par exemple, necessitent

exp{(log *)i+E} 3̂> ̂ x, ue <€k+

ou rj est une constante positive fixee. En employant (1.23) a l'ordre k + 1, on
obtient un terme d'erreur notablement moindre que celui de [16]. Cependant le
progres le plus significatif se situe dans la dependance en q: si Ton suppose, sans
perte de generalite, que fi(q)2=l et P(q)^y, on a certainement dans le
domaine utile des estimations de Hazlewood

log q« (logy)2.

Le legitime souci de demystifier le 'terme principal' etant dans une certaine
mesure apaise, nous pouvons tourner notre attention vers deux questions
naturelles concernant la repartition des entiers de S(x, y) dans les progressions
arithmetiques: quels sont les analogues des theoremes de Siegel-Walfisz et de
Bombieri-Vinogradov?

Dans la premiere direction, nous pouvons etablir les resultats suivants. Nous
designons par c, (y = 0, 1, 2,...) des constantes positives, dependant au plus du
parametre A, et introduisons, pour la concision des formules, les notations

THEOREME 4. Soit A un nombre reel positif. Sous la condition

(1.24) x s*3, exp{c0(log2 x)2} ^y^x,

et pour tout caractere de Dirichlet x non principal modulo q, on a:

(i) si 1 < q «£ (log x)A, alors

(1.25) 2 x(n)«nx,y)Y-Cl;
neS(x,y)

(ii) si (\ogx)A<q^yC2no&2X, alors

(1.26) £ ^(«)«W(A:,y)jy-c3 + >;-
c3/log9 + 6i(^)^ii//(M)

neS(x,y) I lOg^

OM 0(#) vaut 1 powr aw /?/WJ un caractere exceptionnel, reel, et vaut 0 pour les
q)(q) — 2 autres caracteres non principaux.

REMARQUE. On verra que la demonstration fournit en fait un re"sultat plus
pr6cis. Si fi(x) d^signe le plus grand z6ro re"el de L(s, x)> la majoration (1.26) est
valable en remplagant 6(x) par x^x)~l. Les estimations classiques concernant le
ze*ro de Siegel montrent alors que le terme correspondant dans le membre de
gauche n'est utile que pour au plus une valeur de x-

II est & souligner que la constante implicite dans (1.25) depend de A de fa§on
non effective. Cette majoration est a rapprocher du r6sultat de Hildebrand [24]

neS(x,y)
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Une majoration uniforme pour x ^ y 2= 2, etendant notablement le domaine de
validite de la precedente, est etablie dans [36] grace a une adaptation idoine de
la methode de demonstration du theoreme 4.

Dans l'enonce" suivant, A(JC, y ;a, q) designe la quantite implicitement d6finie
par

(1.27) W(x, y,a,q) = cp(q)-l\(x, y){l + A(x, y ; a, q)}.

THEOREME 5 ('Siegel-Walfisz' pour S(x, y)). Soit A un nombre reel positif. On
a uniformement pour x, y, a, q satisfaisant (1.24) et (a, q) = \:

(1.28) Mx,y;a,q)«\+ glogg

REMARQUE. Comme precedemment, on peut sensiblement affiner le resultat en
faisant explicitement intervenir le zero de Siegel. Si Ton note j8 le plus grand z£ro
re"el de Ilx#Xo L{s, x)> ou % decrit les caracteres modulo q, on peut multiplier le
terme impliquant H(u) dans (1.28) par x~^l~p\

II serait souhaitable, et peut-etre pas inespere, d'^tendre au domaine (ii) du
theoreme 4 la seconde majoration (1.28).

Le theoreme 5 precise le Theorem 4.2.1 de Levin et Fainleb [28]. Une
integration par parties suffit a verifier que le terme principal de leur formule
(4.2.1) est, a un terme O(l) pres, identique a celui de (1.27), mais leur terme
re"siduel est

(1.29) .O^u

(L'exposant § de [28] apparatt en effet comme une faute d'impression.) En
particulier (1.29) est d'ordre superieur a la majoration triviale W(x, y) des que

log y^ (log x)^.

Lorsqu'on insere dans (1.27) l'estimation du theoreme 3 pour Aq(x,y), on
obtient une amelioration similaire pour la seconde partie du Theorem 4.2.1 de
[28].

Sur la voie d'enonces de type 'Bombieri-Vinogradov', rappelons d'abord le
re"sultat suivant, essentiellement annonce par Wolke [40].

THEOREME 6 ('Bombieri-Vinogradov' pour S(x, y)). Soit A un nombre reel
positif. II existe une constante B = B(A) telle que Von ait pour x^y^2,

(1.30) 2 max max
(a,q) = \ (iog*r

En fait, Wolke e"tablit (1.30) pour les entiers sans petit facteur premier,
c'est-a-dire pour la quantite

®(x, y) :=card{n = ĴC: p \ n^p >y}.

II affirme ensuite que sa demonstration, reposant sur la the"orie des fonctions L,
se transporte au cas dual, de ̂ (x, y), qui nous interesse ici. Nous donnons au § 7
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quelques indications sur la maniere de prouver un resultat tres legerement moins
fort que le theoreme 6, et qui suffit pour la plupart des applications. Notre
argument est de nature differente de celui de Wolke. II repose sur le principe de
Motohashi [32], dans la version tres generate qu'en ont donne Bombieri,
Friedlander et Iwaniec [2].

La majoration (1.30) est essentiellement triviale lorsque

Dans cette optique, il serait souhaitable de remplacer le second membre de (1.30)
par

(1.31) «W(x,y)(\ogy)-A.

Cela permettrait, par exemple, de 'cribler', pour de petites valeurs de y,
Pensemble {n + 1: n eS(x, y)}. Cependant, il semble qu'un tel renforcement du
theoreme 6 ne soit pas accessible, en l'etat actuel des techniques disponibles, sans
affaiblir l'e"nonce par d'autres aspects. On peut ainsi concevoir l'obtention de
l'estimation (1.31) au prix de la suppression d'un ou des deux maximums, voire
des valeurs absolues, dans (1.30)—ou encore d'une reduction de la valeur du
parametre Q, cf. [12]. Nous nous proposons de revenir sur ces questions dans un
travail ultdrieur. Nous signalons cependant que de nombreuses applications,
comme l'6tude de sommes du type

neS(x, y)

pour / multiplicative, sont fortement tributaires de la possibility de choisir Q
'proche' de Vx, cf. [8].

En combinant les theoremes 6, 2 et 3, nous obtenons une variante de (1.30)
avec terme principal explicite.

THEOREME 7. Avec les notations et hypotheses du theoreme 6, on a

*,y)
(1.32) 2 m a x

( )
c,y,a,q)-

<p(q) (log*)A '

COROLLAIRE 3. Soient A > 0, k 5= 0. Sous la condition

on a uniformement

y + * ( X ' y ) (logy)*

REMARQUE. Le second terme de cette majoration est en toute circonstance
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Pour illustrer l'interet specifique d'estimations du type (1.32), nous en donnons
maintenant une application qui ne decoule pas du theoreme 6. II s'agit d'un
analogue du probleme des diviseurs de Titchmarsh pour l'ensemble S(x, y).

Nous notons z(n) le nombre des diviseurs d'un entier g6nerique n. Pour
Re s > 0, nous posons

et designons respectivement par ejf <5y, le y-ieme coefficient de Taylor a l'origine
des fonctions

ou y est la constante d'Euler. Nous consid€rons alors les fonctions de variable
re"elle

oQ(v) := p(v),

oj(v) := ejP«\v) + ViP0""1^)""1 0' = 1, 2, ...).

THEOREME 8. Soit r) une constante positive et k un entier ^ 0. Lorsque x, y
satisfont

(1.35)

on a uniformement

(1.36) 2 T(»-l)-xlogx(2S! + o ( - ^

Nous donnons dans [8] une preuve detaillee de ce resultat. Pour l'heure,
contentons-nous de souligner la divergence radicale de comportement entre
(1.36) et la quantite

T(x, y) := 2 <n).
neS(x.y)

Une 6tude assez precise de cette somme est possible par la m6thode du col. Xuan
[41] a montre que

5H
lorsque x, y restent dans (He) et u—»+°o. On peut facilement verifier que le
facteur dependant de u vaut

Nous tenons a exprimer ici nos plus vifs remerciements a John Friedlander
pour d'eclairantes conversations sur le sujet, et a Bob Vaughan qui a pose la
question a l'origine de ce travail—en insistant subtilement sur le probleme des
termes principaux.
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2. Application aux sommes d'exponentielles

Le the"oreme 5 est un outil naturel pour aborder la question des sommes
d'exponentielles restreintes aux entiers sans grand facteur premier. Nous exa-
minons ici le comportement asymptotique de la quantite

E{x,y,e):= 2 e(6n)
neS(x,y)

ou 0 est un parametre re"el et ou Ton a pose

e(t) := exp{2mt} (teU).

Lorsque 6 est un nombre rationnel a 'petit' de"nominateur les re"sultats de la
section prece"dente permettent une excellente evaluation de E(x, y ; 0).
Cependant la tres forte dependance de ^(x, y) relativement a y rend vite
inefficaces les techniques classiques lorsque y decroit et 6 est mal approchable
par des rationnels a petits denominateurs. Nous rassemblons nos re"sultats aux
the"oremes 9 et 10 ci-dessous—pour les enonces desquels nous introduisons
maintenant quelques notations.

Posons, pour chaque entier q 5= 2,

«)) ( )-

En scindant la somme selon les valeurs de m:= ql{n, q) on obtient sans peine
l'expression

q m \ q <p(™) V q

ou Rm est la fonction definie en (1.13). Nous pouvons done definir, pour x

(2.3) Vq(x, y) :=

II decoule de (2.2) et (1.15) que l'on a

Soit

Hq{s) := 2J rrrt (Re5>l).

On a

(2.6) Hq{s) = 2 4^T 2 n"
(n, q)=qlm

m\q
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La somme en m est une fonction multiplicative de q. II suit

<2-7> "*)•$/-If Q-e-1)-f
Cela montre que Hq(s) est prolongeable en une fonction entiere de s. Nous
posons

On deduit en particulier de (2.7) que Ton a

(2.9) b1(q) = -A(q)/cp(q)

(ou A designe la fonction de von Mangoldt) et (2.6) implique

) v (log mlq)'
{m) j+l=k l\

d'ou, grace a (1.17),
2W(<7)

(2.10) bk(q)«k (log 9)*.

THEOREME 9. (i) Soit A > 0. Sous les conditions

(2.11) x^3, exp{c5(log2A:)2}^>'^x, 2^q^(\ogx)A, (a,q) = l,

on a uniformement

(2.12) E(X, y;-) = Vq{x, y) + O(V(x, y
\ q!

(ii) Soit k^O. Si Von suppose, outre (2.11), que

(2.13) • «<

alors on a Vestimation asymptotique

THEOREME 10. Soient <5>0, A>0. II existe une constante B = B{6, A) telle
que, pour Q :=x(\ogy)~B et sous les conditions

(2.15) x^3, x8log3xno&2X^y^x,

(2.16) 2^q^Q, (a, o) = 1, B-- *s—,
q qQ

on ait uniformement

(2.17) E{x, y ; 0 )« ^(x,;
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Cette estimation ne fournit jamais mieux qu'un facteur de gain (\ogy)~A

relativement a la majoration triviale. II est cependant difficile d'espe"rer un
re'sultat plus precis si Ton souhaite conserver l'attrait fondamental d'une complete
uniformite en 0. Lorsque y/x^y^x, par exemple, (2.17) 6quivaut, par
comple'mentarite, a la majoration correspondante classique d'une somme
trigonometrique sur des nombres premiers—elle est done essentiellement op-
timale, cf. par exemple [6], en l'etat actuel des connaissances. Dans une optique
diff6rente, comme celle de Femploi de la methode du cercle, d'autres techniques
sont disponibles pour estimer E(x, y ; 0). A titre d'exemple, nous montrons au
§ 9 (theoreme 13) comment un lemme de factorisation de Vaughan [39] permet
d'obtenir sans effort une 'bonne' majoration de E(x, y ; 0) sur les arcs mineurs.

La fonction caracteristique de S(x, y) est multiplicative. On peut done
appliquer a E(x, y ; 0) la majoration tres generate de Montgomery et Vaughan
[30, Corollary 1]. II est facile de constater que, lorsque les conditions sur 0 et y
permettent de comparer l'estimation correspondante a (2.17) (c'est-a-dire lorsque
la distance \\6\\ de 0 a l'ensemble des entiers satisfait a \\6\\>1/Q), la
majoration fournie par le theoreme 10 est de meilleure qualite.

Si | |0 | |>1/Q, le theoreme de Dirichlet assure l'existence d'un couple (a, q)
satisfaisant (2.16). On a done, sous la condition (2.15),

(2.18) sup
0 l /

De plus, si 0 est un irrationnel fix6, q tend vers l'infini avec x et y, d'ou

(2.19) E(x,y,e) = o(v(x>y)l°gl"+
y
1)) (0eR\Q).

Les theoremes 9 et 10 permettent d'apporter une reponse surprenante a une
question soulevee par Mauclaire, qui conjecture (cf. [29, p. 36]) que pour
O < 0 < 1 , on a

-*>sy \ pi « = i n
(2.20) lim

et etablit effectivement ce fait pour un sous-ensemble de mesure 1 contenant les
rationnels. On peut confirmer (2.20) assez simplement grace au theoreme de
Daboussi [4]. Cependant le resultat suivant montre que beaucoup plus est vrai.

THEOREME 11. Soit 0 e (0, 1). Posons

lO si 0 G

Alors on a

Demonstration. On a

„=! n
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II nous suffit done de montrer que l'integrale tend vers m{6) lorsque y—»<».
Posons

{ j ^ ] , Z = cxp{(\ogy)2}.

Par (1.10), on a

De plus, une majoration classique de de Bruijn [3] permet d'ecrire, pour une
constante convenable c > 0,

f
Ainsi (2.21) equivaut a

(2.22) [
Jy X

Lorsque 6 est irrationnel, (2.22) d6coule immediatement de (2.19). Le membre
de gauche est alors

Lorsque 6 est rationnel, on peut utiliser (2.14) avec k = 1 si u n'est pas trop voisin
de 1, disons par exemple

x>yx\=y

On a alors d'une part, par (2.17),

dx^ ^ dx
E{x, y ; 0 W

x f dx
xlogy

et d'autre part, par (2.14),
Y dx

logy

Au vu de (2.9), cela acheve la demonstration.

REMARQUE. On peut montrer directement (2.21), lorsque 6 est rationnel, en
utilisant les proprie'te's classiques des fonctions L.

3. Un procede de sommation

Le th6oreme 11 incite a definir un procede de sommation lie" a la fonction P{n).
Nous dirons qu'une s^rie, E«=i ocn, 'P-converge' vers <x, et nous noterons

(3.1) 2 ocn = oc (P)
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si Ton a

(3.2) 2 *« = * + o(l) 0>->»).

Cette definition suppose bien entendu que pour chaque y 3= 2 le membre de
gauche de (3.2) converge au sens usuel. C'est certainement le cas s'il existe un
<5>0tel que an«n~6.

Le proce'de' P n'est pas regulier puisque le theoreme 11 fournit une infinite"
d'exemples de series semi-convergentes qui sont P-sommables mais dont la
P-somme n'est pas egale a la somme ordinaire. Le resultat suivant, que nous a
aimablement communique Hugh Montgomery, fournit une classe de series ou P
est re"gulier.

THEOREME 12 (Montgomery). Soit f une fonction multiplicative a valeurs
complexes dans le disque unite. Supposons de plus Vexistence d'au moins un entier
v ^ l tel que /(2V)=£ —1. 5/ la serie T^=\f{n)n~x est convergente, elle est aussi
P-convergente et les deux sommes sont egales.

Demonstration. Nous nous bornons a preciser les etapes principales. Sup-
posons que E«=i (f(n)/n) = &• Par le theoreme d'Abel on en deduit

lim
(7->i+ n = 1 n

c'est-a-dire
00

(3.3) lim fl Z/(PV)/'"W=*1

a-*l+ p v = o

La condition sur les/(2v) permet aisement de montrer que le produit

p v=0

converge uniforme'ment pour a ^ 1 et est non nul. Si ft designe sa valeur en o = 1
on a done

Km

Si a =^0, cela implique que Ep/(p)p~CTtend vers une limite lorsque o^> 1+, et le
th6oreme taub6rien de Hardy-Littlewood permet de conclure, grace a une
manipulation classique dont nous omettons les details ici, que Tipf{p)p~x

converge. II en va done de meme du produit

p v=0

ce qui signifie exactement que Yif(n)n~l est P-convergente. Si a = 0, alors

(3.4) lim Re2/(p)P"a=-°°-
a—1+ p

Or, on a

2 4m s
p=sexp{l/(a-l)} P p=sexp{l/(a-l)}
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La relation (3.4) implique done

On en deduit immediatement que E/Cw)^"1 est P-convergente et de P-somme
nulle.

Lorsqu'on s'affranchit de l'hypothese de multiplicativite, des phenomenes plus
radicaux encore que ceux qui sont decrits par le theoreme 11 peuvent se
produire. A partir d'une idee d'Erdos, nous pouvons construire une se"rie
semi-convergente de P-somme infinie. Posons en = 1 si P(n)=sn e, en = — 1
dans le cas contraire. D'apres (1.10), on obtient facilement

(3.5) 2 t. =

Soit alors an := en/ny/\og(n +1). Par sommation d'Abel, on voit que E ocn est
semi-convergente. Considerons maintenant la quantity

(3.6) £ ocn.
n = \

P(n)*sy

Nous posons x:=y^e, et examinons separement les sous-sommes A et B
correspondant aux conditions n =s x et n > x. On a

- 4 = 2 ocn- 2 flfn^O(l)
n ^JC n « x

P(n)>y

puisque la premiere somme est bornee est que la seconde ne contient que des
termes n6gatifs. De plus tous les entiers n qui contribuent a B sont tels que
P(n) ^y <nxNe, done en = 1. Ainsi

B= 2

Cela implique bien que (3.6) tend vers 1'infini.
Ainsi la semi-convergence ordinaire n'implique meme pas que les P-sommes

partielles soient bornees. Re"ciproquement, la P-convergence n'implique cer-
tainement pas la convergence ordinaire, comme l'atteste le contre-exemple de

ou T est un r6el non nul. On sait classiquement que

alors que la serie E n~x~'x n'est pas semi-convergente. Cependant, un recent
the'oreme de Montgomery et Vaughan [31] permet de montrer que, pour toute
se"rie de terme general f(n)/n ou / est multiplicative a valeurs dans le disque
unite", les sommes partielles sont bornees des que les P-sommes partielles le sont.
Ce re"sultat nous a ete r6cemment communique par Montgomery dans une lettre
au second auteur.
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4. Preuve du theoreme 3

Nous aurons besoin de quatre resultats auxiliaires. Les deux premiers
concernent la fonction de Dickman p(v); les deux derniers sont devolus a la
fonction Rq(x) implicitement definie par (1.13).

LEMME 4.1. (i) On a

(4.1) logp(u) ulogu (v—>+<*>).

(ii) Pour chaque entier k^O, on a

(4.2) {-l)kpw(v)>0 (v^l)

et

(4.3) p{k)(v)~(-l)kp(v)(\ogv)k (u-»+oo).

(iii) Soient k^O, 0 < £ < 1. On a uniformement pour v ^ 2 , 0 «s u ^yl~e,

I p{k\v - w)y~w dw «

o \ogy

Demonstration. Les estimations (4.1) et (4.3) sont classiques et essentielle-
ment dues a de Bruijn—voir [34, lemme 3] pour plus de details. La relation (4.2)
est obtenue par recurrence sur k en derivant k fois l'equation fonctionnelle (1.8)
et en remarquant que

Le point (iii) est etabli dans [34, equation (21)] et generalise un resultat de
Hildebrand, cf. [22, Lemma 2].

Dans toute cette section, nous notons

(4.5) rmj:=p«\m)-p«\m-0)

la discontinuity de p(/)(i») en v = m. II est facile de verifier que rOj = 0 pour tout

LEMME 4.2. Pour k^O, u ̂  0, v 2* 0, on a

(4.6) p("-u) = £ ^
/=o J • y=o

\k+l rv

(v-w)kp(k+l)(u-w)dw.

Demonstration. II s'agit essentiellement d'6crire la formule de Taylor avec
reste integral en tenant compte de l'existence de discontinues de premiere
espece pour p et ses derivees. II est capital de garder en me"moire que, par
convention, toutes ces fonctions sont prolongees par continuite a droite.

Nous procedons par recurrence sur k. Puisque /bo= 1, la formule (4.6) s'6crit,
lorsque k = 0,

(4.7) p(u-v) = p(u)-0- [ p'{w)dw
Ju—v
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avec
1 si 0 *s u < v,

.0 dans tous les autres cas.

Lorsque 0 *£ u < v, l'integrale de (4.7) vaut

f"p'(w)dw = p(u) — 1.
h

Comme p(u — v) = 0, on a bien (4.7) dans ce cas. Lorsque w s= u, I'int6grale de
(4.7) vaut p(u) — p(u — v) et la relation est encore satisfaite puisque 0 = 0.

Supposons done que (4.6) est verifiee pour un certain k ^ 0. De Pegalit6 entre
mesures

(ou 6a de"signe la measure de Dirac en w = a), on deduit que

cv r fu — w)k+1 ~\v~
(v - w)kp<k+1\u -w)dw=-\ l \ p«+1Xu - w)

Jo L k + 1 Jo-

+ -J— f (v - w)k+i dp(k+i\u - w)
k + 1 JQ-

K •+• 1 u~v<m=£k + \

En multipliant par (—l)k+1/kl et en appliquant l'hypothese de recurrence, on
obtient exactement (4.6) a l'ordre k + 1.

Par commodite d'ecriture, nous introduisons la quantity

LEMME 4.3. Soit k^O. On a uniformementpour y^2, v^O,

y

Demonstration. Nous utiliserons trois majorations pour Rq(t). On a d'abord
Pestimation triviale

(4.10) ^ ( ( ) = M ) ()

Ensuite, la formule d'inversion de Mobius permet d'ecrire

1 f 11 2W^
(4.11) R,(0 = —t2^d)\- « — (t>0

tH\a l a J td\q
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Enfin, le lemme fondamental du crible (cf. par exemple [13, Theorem 7.1])
fournit revaluation suivante, pour chaque valeur du parametre v 2= 1,

Choisissons v = -ha(q)\ogt, de sorte que P(q)3v = tl 6a^>/5. On d6duit de ce qui
precede que Ton a

avec K\=2e~15> car la derniere condition implique log v 5= 15. Grace a (4.10), on
voit alors que (4.12) est en realite valable inconditionnellement. En combinant
cette estimation avec (4.11), il vient
(4.13) Rq(t)« min{2<u(9)r\ t~a(q)} (t > 0).

Cela implique (4.9) lorsque k = 0. Une integration par parties suffit pour en
d^duire que cette estimation persiste pour tout k^l. En effet, le membre de
gauche de (4.9) vaut alors

-k I wk-lRq(y
v+w)dw

Jo

«kmin\2aiq)y-v I wk~xy-wdw, y ~ v a ^ ( w^y-""*™ <*">}•
I Jo Jo J

En effectuant le calcul des integrates en w, on obtient bien (4.9).

LEMME 4.4. Soit q^l et Xok caractere principal de Dirichlet modulo q. Pour
s eC, |s| <1, on a

(4.i4) - 7 T I — 2 - % ( * y

avec

(4.15) fl.(9) = t l V p vJdRq(e
v) (y^O).

y . j—oo

De plus, on a pour chaque y ^ 0 fixe

(4.16) aj(q)<

Demonstration. Pour Re s > 0, on peut ecrire

L(s + 1, Xo) = [ e'is+1)v dNq(e
v) = (s + 1) [ e-

(s+1)v Nq(e
v) dv,

et aussi

L(s + 1, xo) = f e~sv d{e~vNq(e
v)} + j e~^+l)vNq(e

v) dv

e-svdRq{ev) + -^—L{s + \,Xo)
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d'ou

La majoration (4.11) implique la convergence uniforme de l'integrale
pre"c6dente sur tout compact du disque unite ouvert. On obtient done (4.15) par
derivation sous le signe somme.

L'estimation (4.16) est etablie par Hazlewood, cf. [16, Lemma 1]. Pour la
commodity du lecteur nous donnons rapidement les details. Posons

On de"duit de l'identite L(s + 1 , Xo) = £(s + l^C5) qu e les coefficients cij(q)
definis par (4.14) satisfont a

avec a, = at{\) et

—(4.19) <pm{q) = —

Pour 6tablir (4.16), nous allons montrer par recurrence sur m ^ 0 que Ton a

(4.20) ^ ( O ) « m ^ (log2(2 + q))m.

Cette estimation est trivialement ve"rifiee lorsque m =0 puisque 4>(0) = (p(q)/q.
Supposons-la satisfaite pour tout j =s m. Posant

on a
n

(4.21) <&<M+1>(0) = - 1

Or, il est facile de constater que Ton a, pour tout

ou Qh est un polynome de degre h. On en d£duit

ou P est le w(^)-ieme nombre premier. Par une majoration classique on a
P «log(2 + q). En reportant dans (4.21) et en tenant compte de l'hypothese de
recurrence, on obtient bien (4.20).

Preuve du theoreme 3. Nous integrons l'identite (4.6) sur U relativement a
la mesure dRqo(y

v), ou q0 est le plus grand diviseur sans facteur carre" de q
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satisfaisant a (1.18). Grace a (4.15), nous obtenons

^oaj{qo)(kb)i+Sl

avec

et

J^/"^

^ rV+1>(u-f) rwkdRqo(y
w+v)dv.5z :

KI

Dans un premier temps, nous allons montrer que Sj et 52 sont bien de l'ordre
de grandeur du terme d'erreur de (1.22) sous les hypotheses du thSoreme 3.
Ensuite, nous etablirons que l'erreur impliquee par le fait de remplacer q0 par q
dans le membre de gauche et les termes principaux de (4.22) est e"galement
acceptable.

Commengons par estimer S2. Nous rappelons la definition du symbole E(q) a la
formule (1.19) et celle de la quantite a(q) par l'expression (4.8). Nous avons en
particulier pour k ^ 0 fixe

(4.23) AM{q)

Le lemme 4.3 permet d'ecrire

Nous faisons appel au lemme 4.1(iii), avec £ = 4, pour majorer l'integrale en v.
Les hypotheses requises sont bien satisfaites puisque Ton a en toute circonstance
u =£ logx «£ Vy et, lorsque E(q) = 1,

-™ = exp( 5l°gy ) ^ e x p f 5 ^ ]exp| j exP| ](4 24) y-™ = exp( 5l°gy )^exp
(4.24) y exp|6 + ^ p { ^ j ^ exP

36 expl , ^1Og2^, I ^ (logx)K l l + 61og2A:/log};J 5 ^

Compte tenu de (4.23), on obtient

(4.25) S2«Ak+l{q)~ ^ .

Cette majoration est bien de l'ordre de grandeur souhaite.
Nous procedons maintenant a l'estimation de S,. Le lemme 4.3 fournit

imm^diatement la majoration

(4.26) St«k2
y=0

«k

ou Ton a pose

t := min{A:, [M]}.
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Majorons d'abord le terme relatif a (o(q0). Nous distinguons deux cas selon les
valeurs de u. Si u > k + 1, on a

et, puisque y 2s u2,

yk + l-u ^ e-2(«-*-l)log u <<k p(uj

par (4.1). D'ou

(4.27) Si «k 2<o(qo)p(u)(\ogy)-k-1 (u>k + 1).

Si l^u^k + 1, on a

puisque

Comme p(«) » * 1 lorsque l ^ w ^ / : + l, on voit que (4.27) est encore satisfaite
dans ce cas.

Evaluons ensuite, sous l'hypothese supplementaire S(g) = 1, le terme de (4.26)
impliquant a(q0). Si u > k + 1 on deduit de (4.24) que

(4.28) S, «k {

fl + l o g P ^ I ( ^
I log^ J

logy

I logy J

Si lssu^fc + l, on utilise l'hypothese

sous la forme

I logy J F l 6 + logF(9o)J k\ logy

Cela implique encore (4.28). Nous avons finalement Stabli

(4.29) S,« p(uMfc+1(

Pour computer la demonstration du the"orSme, nous allons montrer que, sous
les hypotheses effectue'es, nous avons

(4.30) fl>(g)-fly(g°)<^
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et

(4.31) A,(*, y) - Aqo(x, y) «xp(u) ^

Cela suffit pleinement a etablir le resultat annonce.
Grace a (4.14), nous avons pour |s| < 1,

i>,(<?y= n a - p - ^ i ^
/"=O p I q/q0 y=O

De"signons par T(s) le produit sur p. Pour \s\ =s \, on a

On deduit done des formules de Cauchy et de (4.16) appliquee a q0 que Ton a

)

La derniere majoration provient de l'estimation Iog2(2 + q0) «1 + log P(q0) qui
est valable pour tout entier q0 sans facteur carre. De plus, en faisant appel a
1'evaluation

qui decoule trivialement de (4.18) et (4.19), on obtient encore

Cela complete la preuve de (4.30).
Pour montrer (4.31), observons que Ton a pour tout t >0,

d | q/q0

d'ou

En faisant appel a (4.13) sous la forme legerement alte're'e

Rqo(t)« mn{2m^rK /-<«•>} (t > 0)

et en remarquant que a(q0) ^ I, on obtient

Rq{t)-Rqo{t)« 2

La somme en d n'excede pas
/ 1 \k+l

{l + ((o(q)
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d'ou

(4.32) R,(t) - RJLt)

Nous pouvons alors ecrire

Aq(x,y)-Aqo(x,y) = x f p(u - v) d{Rq(y
v) - Rq

Jo-

Le premier terme de cette expression est clairement

«xp(u)(\ogy)-k-x.

En utilisant (4.32) et (4.24) on voit que le second est

i l2 t o ( < ? o ) ~5" 1 °g"

(logy)*-1

On majore le troisieme terme en faisant appel a (4.32) et a (4.4). On obtient

Cela implique bien (4.31) et acheve ainsi la demonstration du theoreme 3.

5. Preuve des theorernes 1 etl

La demonstration necessite le resultat suivant concernant le comportement
local de ^(x, y) et 6tabli dans [26, Lemma 3]. Pour x ^y ss 2, nous posons

(5.1) fi-fil?.y):-U*H + ]OgU + 1) + B

ou B est une constante absolue convenable.

LEMME 5.1. Soit e > 0. Sous les conditions

(5.2) x^2,

on a uniformement

(5.3)

Nous sommes maintenant en mesure d'etablir le theoreme 1. La premiere
e"tape consiste a appliquer la formule d'inversion de Mobius (1.4) et revaluation
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de Saias (1.5). Designons par q le plus grand diviseur de q tel que P(q)^y. Sous
l'hypothese (He), on obtient

, y) = ¥,-(x, y) = 2 Kd)M- y
d\q \a

Cela decoule de (1.5) lorsque x/d^y et du fait que ^(t, y) = A(t, y) = [t] (0 <
t^y) dans le cas contraire. (Nous utilisons ici le choix particulier explicite en
(1.6) de la definition de A(x, y) aux points entiers.) En regroupant les termes
principaux, il suit

(5.4) Vq(x, y) = A*(x, y) (

Grace a (5.3), on voit que la somme en d est

(5.5) « V(x, y) El (1 +PP~1) * V(x, y) J ] (1 + ^ - ' )

ou P est le a>(^)-ieme nombre premier. La seconde majoration est clairement
valide des que )3<1; en fait /J = o(l) lorsque x et y tendent vers l'infini dans
(He). On a certainement

P « (o(q)\og(2(o(q)) «\og(2q)

et l'hypothese (Qe) implique Pp« 1. Le produit de (5.5) est done

« II (l + o(-)) «(log F)o(1>«

En reportant dans (5.4), il vient

(5.6) Vq{x, y) = A,(x, y) + O(yj!V(x, >>))•

Cela implique en particulier, sous (H£) et (Qe),

(5.7) Ai(x,y)«W(x,y).

Cette estimation persiste egalement pour 0<jt=£_y puisque dans ce cas
Aq{x, y) = Nq{x) =s x. Or on a

Aq{x,y)= 2 »{d)Al- y).
d\qlq V " '

Grace a (5.7) et (5.3), on en deduit

(5-8) .
X d \qlq

Sous l'hypothese (Qe) la somme en d n'excede pas

P I <7
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En insurant (5.8) dans (5.6), on obtient finalement

(5.9) Vq(x, y) = Aq(x, y) + O(ye"
1W(x, y)).

Dans un deuxieme temps, nous appliquons le theoreme 3 avec k = [1/e] en
traitant les termes d'indice / ss 1 dans le developpement asymptotique comme des
termes d'erreur. Sous l'hypothese (Qe) on a d'une part, grace a (1.17) et (4.3),

et d'autre part, par (1.20),

q logy

Sous l'hypothese supplementaire

on peut done ecrire

En reportant cette evaluation dans (5.9) et en tenant compte de (1.10), nous
obtenons ainsi que l'estimation

(5.10) * , ( , , y )

a lieu uniform^ment sous les conditions (He), (Qe) et

Lorsque cette derniere hypothese n'est pas satisfaite, il existe un entier t
(1 =£t =sk), tel que t^u^t + rj avec

logy

Posons Uj = u + (-l)'2r/ (i = 1, 2) et y,, = xVui. Alors (5.10) est valide pour y = y,-.
De plus d'apres (1.10), on a, pour / = 1, 2,

, yi)=xp(ui){l + o(^)} =xp(u){l

ou la seconde Evaluation provient du fait que p est lipschitzienne d'ordre 1 sur
[k, +00)- En remarquant finalement que
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on obtient (1.3) avec un terme d'erreur relatif « rj. Associee a (5.10), cette
estimation complete la preuve du theoreme 1.

Le theoreme 2 decoule maintenant de (5.9) puisque, sous les hypotheses
indiquees, le theoreme 1 implique

(5.11) Aq(x,y)

6. Preuve des theoremes 4 et 5

Soit x u n caractere de Dirichlet modulo q > 1 et L(s, x) la se"rie de Dirichlet
correspondante. Nous posons

(6.1) L(s,x;y):=Y\(i-x(p)p-r1 0^2).
p=S_y

Ici et dans la suite 5 designe une variable complexe et nous d6finissons
implicitement les reels o et x par s = o + it. Le principe de la demonstration
consiste a expliciter l'approximation de L(s ; x) Pa r L(s, x ; y) lorsque x ̂  Xo e t o
est assez proche de 1. Cela permet la mise en evidence d'un terme principal dans
l'inte'grale de Perron relative a (6.1).

Comme on peut s'y attendre, la localisation des zeros des fonctions L joue ici
un role determinant. Nous designons par b une constante absolue positive telle
que ITx#Xo L{s, x) ait au plus un zero j8 dans la region

6b

Nous savons (cf. [6, Chapter 14]) que ft est reel, simple, et satisfait pour chaque
£>0, a

(6.3) l-p»eq~e.

Nous pouvons supposer sans perte de generalit6 que b ̂  | et

(6.4) 1-p^b/logq.

La fonction de Buchstab co(t) apparatt dans cette etude, de fagon assez
inattendue, cf. Lemme 6.3. EUe est definie comme la solution continue sur
[1, +°°) de Pequation differentielle aux differences

II est pratique de prolonger a>(t) par 0 pour — <*><t<l, ainsi que co'(t) par
continuity a droite sur U. De Bruijn a montre que

(6.6) Mm co(t) = e-Y

ou y est la constante d'Euler. La definition (6.5) fournit facilement une Equation
differentielle du premier ordre satisfaite par la transformee de Laplace

cb(s) := I
Jo

•te<u(0 dt
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et (6.6) donne la valeur de la constante d'integration. Le re"sultat de ce calcul
classique est

(6.7) l + a)(s) = expJ(s) (a>0)

avec

/•+oo -s-t

(6.8) /(*):= —-dt.
Jo S + t

Par (6.5), on a

t(o'(t) = - \ w'(v)dv
J

de sorte que

(6.9) 'Iw'COI^f \(o'{v)\dv

Cela permet de comparer |<w'(f)l a la fonction de Dickman p{t) qui satisfait
Yequation fonctionnelle associee a (6.9). On deduit sans peine de (6.9) et de la
majoration triviale \co'(t)\/p(t)« 1 (0=Sf =s3) l'estimation

(6.10) \co'(t)\«p(t) (t^O).

D'apres (4.1), cela montre que l'integrale de Laplace inverse pour (o'(t) converge
pour toute abscisse d'integration. Grace a (6.7), nous pourrons ainsi affiner
(6.10)—Lemme 6.2. L'evaluation classique de de Bruijn, recemment precisee par
Alladi [1],

(6-11) p{t) ~ i^ , exp{y - t%(i) + /(£(f))}

nous sera utile. Nous avons pose ici

Csev-1
(6.12) I(s) = dv

Jo y

et de"fini § = §(f) comme l'unique solution positive de l'equation e^=l + t^
(t > 1), £(1) = 0. On constate sans peine que t-(t) ~ log t, /(§(0) ~ t (t—> <*>).

LEMME 6.1. Pour s e C\(—<», 0], on a

(6.13) I(-s) + J(s) = - y - Iog5

ou le logarithme complexe est pris en determination principale.

REMARQUE. Les Equations (6.7) et (6.13) impliquent

(6.14) 1 + (b(s) = s-1 exp{-y - I(-s)}.

Cela d6finit un prolongement meromorphe de a>(s) au plan complexe tout entier
en une fonction ayant pour seule singularite un pole d'ordre 1 en s = 0.
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Demonstration. On a

r1ev-.lJ r00 dv
-y=\ dv+\ ev—

JO V J_! V

et Ton peut, sans alterer la valeur de cette expression, remplacer, dans la seconde
integrate, le chemin re"el [—1, — oo) par la ligne brisee compose*e du segment
[-1 , —s] et de la demi droite {-s -1: t^ 0}. II suit

rxev-\J rsev-i rsdv r+c°e-s-'
-y= dv+\ dv+\ — + dt.

h v J_j v J_! v Jo s + t

En regroupant les deux premieres integrales, on obtient (6.13).

LEMME 6.2. // existe une constante absolue a>0 telle que

Demonstration. Observons d'abord que la premiere majoration implique
facilement la seconde. Par (6.6) on a en effet

|«(0-c"y|= I

et le re"sultat souhait6 d^coule alors de la decroissance du facteur exponentiel de
(6.15) et de l'estimation

f p(v)dv«{ , ?'(V

J, ^ J, log(u +
Pit)

log(2 + 0

qui provient de (4.3).
Soit h(s) la transformed de Laplace de (o'{t). Comme nous l'avons d£ja

remarque", (6.10) implique

(6.16) <»'(*) = -!- f h{s)etsds
7.JZI JK-ioo

pour tout /celR. On a h(s) =sa>(s) — e~s, ou le second terme provient de la
discontinuite de co(t) en t = \. Nous choisissons *: = —§, avec § = %(t) et
consid^rons d'abord la contribution a (6.16) du domaine |r| >e§. De revaluation

i dt = r + O[ r ,
o s + t s s2

 \\T\

on d^duit de (6.7),

it 2ix

Par la seconde formule de la moyenne, cela implique que la contribution a (6.16)
de { —£ + /T: |T| >e§} est « e~'§+2?« p(t)e~^ ou la seconde estimation decoule



ENTIERS SANS GRAND FACTEUR PREMIER 477

de (6.11). Pour evaluer la contribution du domaine complementaire, nous
utilisons (6.14) sous la forme

Admettons un instant que l'on ait pour a > 0 convenable

Iog2(2 +1)

II suit

dT«e-t^\e^ + em-T]<\h(s)e*\

On obtient ainsi (6.15).
Montrons maintenant (6.17). Le membre de gauche vaut

dv
v

dv f1

f1 .

Jo

l-cos(zv))-+ne»K )} v J. I

ou Ton a pos6 A = r - Arctan(r/^). II existe une constante absolue T0 telle que
cos A 3=0 pour | r | ^ r 0 . La minoration pr^cedente est alors 2=f + /
Lorsque |r| > r0, elle est

Cela 6tablit (6.17) et complete la preuve du lemme 6.2.

LEMME 6.3. Posons Y :=expVlog.y (y^2). On a uniformement pour y
2^q *sy

b/(2io&y\ a2s 1 - b/(2log(^y)), |T| ^ Y et % non principal modulo q,

(6.18) L(s, X,y) = L{s, X)(l + d(X)S>((s - fi)\ogy)){l

ou 6(x) vaut 1 ou 0 selon que fi est ou non un zero de L{s, x)-

REMARQUE. Lorsque 6(x) = 1 et s e U, s =s )3, le terme principal de (6.18) doit
etre interpre'te' en faisant appel a (6.14), le pole de cb((s — /3)logy) en s = /S 6tant
compens^ par le ze"ro de L(s, x)-

Demonstration. Observons d'abord que l'on a sous les hypotheses indiquees

(6.19) -r(s,X,y)=l A(n)x(n)n-°
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En effet, le terme d'erreur est en valeur absolue au plus egal a

n>y P^y v>log>/logp
P(n)=Sy

Supposons maintenant o =s 1 + (2/log Y). La formule de Perron effective—dans
la version du Lemma 3.19 de [37]—permet d'ecrire le terme principal de (6.19)
sous la forme

(6.20) f i f+'V y(s + w,X)y-dw
2m JK-iY* L w

avec

1 + 2 logK:=1-O
logy

Pour estimer Pintegrale en w, nous deplagons l'abscisse d'integration vers la
gauche jusqu'a — rj := 1 — o — 2b/\og(qY). La partie reelle de l'argument de
—L'/L reste done constamment au moins egale a o— rj = 1 — 2fe/log(^y), et il
de"coule de la definition de b que le segment d'integration a traveise", outre le p61e
H> = 0, au plus une autre singularity, a savoir w = f$-s. Par le thSoreme des
rdsidus, l'int^grale de (6.20) vaut done

L p — s Zm J% L w

ou 3£ designe la ligne brisee joignant les points K ± iY2, en passant par — r/ ± iY3

et parcourue dans le sens trignometrique inverse. Lorsque w e 3£, on a grace a
(6.4) (cf. [6, Chapter 19])

On voit ainsi que la contribution a l'integrale de (6.21) du segment vertical de
est

lQg (qY^ i-q-3fc/(2tog(gr))< < y - n f lQg (q

Jo V + t

Celle des segments horizontaux peut etre majorde par

En tenant compte de (6.19), nous avons finalement obtenu, pour cr
1 + (2/log Y),

(6.22) j-(s, X ;y) = y{s, X)
L Lj(s, X ;y) y{s, X) + d(X)^L L p — s

Cette estimation est encore valable pour o> 1 + (2/log Y), quitte a remplacer,
dans le terme d'erreur, yl~a par y^-^12, Cela d6coule, grace a (6.19), d'une
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simple sommation d'Abel, a partir de la formule classique (cf. [6, p. 122])

2 x(n)A(n) = - V ^

valable pour t^y, 2=sg ^yb'2lo&y. En integrant la relation (6.22) ainsi modifie'e
sur la demi-droite {s +1: 15=0} et en faisant appel a (6.7), on obtient le resultat
annonce\

Preuve du theoreme 4. Posons

0
w{z) :=

Nous utiliserons a plusieurs reprises l'estimation suivante que Ton e"tablit
facilement par integration complexe

ra+iT1 Ca+iT ds I za \
(6.23) — zs-=w(z) + O(- — -) (or>0, T>0).

Dans un premier temps, nous specialisons z-xfn (n = 1, 2, ...), multiplions
(6.23) par x(n) e t sommons sur tous les entiers n 3= 1 tels que P(n)^y. Nous
obtenons

(6.24) 2 X(n) = — f L(s, X;y)-ds + ® (disons).
neS(x,y) iJZl Ja-iT S

On constate ais6ment que Ton a, si \ ^ oc ̂  | ,

(6.25)

avec

Nous choisissons T = Y = exp Vlog y, et a = a(x, y), l'unique solution de
liquation

v logp

D'apres [25, Theorems 1, 2], on a dans le domaine considere en x, y,

(6.26) x%{oc, y)«W(x, y)y/(\ogx logy).

De plus, le second terme du membre de droite de (6.25) est « W(x, y)NT. Cela
de"coule d'un resultat de Hildebrand [22, Theorem 3]. Sous l'hypothese (1.24)
avec c0 convenable, on obtient l'estimation

II reste a 6valuer l'integrale de (6.24). On peut, a cette fin, faire appel a (6.18)
car on a (cf. [25, Equation (7.8)])

( 6 . 2 7 ) , = 1

(logy)2/ 21og(9y)
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sous l'hypothese logq ^c2\ogy/\og2x. La relation (6.18) implique en particulier
que son terme principal est

Son terme residuel fournit done une contribution globale

«X%{(X, y)\0g

ou Ton a pose

(6.28) E(q,y):

Nous avons done obtenu a ce stade

(6.29) 2 xin) = Px +
neS(x,y)

avec
a+iY1 Ca+iY x s

i : = — L(s,X)-ds,
llll Ja-iY S

6(Y) (a+iY

2m ia_i

xs

(xM(Wgy)-ds
_iY s

Estimons d'abord Px. Pour s = a + ix, \x\^ Y, on a

(6.30) L{s, X) = 2 X(n)n-* + O{qYy-").

Cela provient, par sommation d'Abel, de la majoration triviale

(6.31) 2

En faisant appel a (6.23), on deduit de (6.30) revaluation

Pi = K(iy) + ofe 2 n- + qY(-Y\og

ou nous avons utilise (6.31), (6.26), et (6.27). Ainsi, Px est de l'ordre du terme
d'erreur de (6.29).

Pour evaluer P2, nous remarquons d'abord que Ton a

(6.32) v ) X = e~svK(ev)dv.
s Jo

Le th£oreme de convolution implique done

(6.33) ££i*)

avec

=e^ \ y-pv(o(-t v)K(yv)dv.
Jo Mogy /
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Puisque L(/S, x) ~ 0, on deduit de (6.33) que

[ y-pvK(yv)dv = 0
Jo

et Ton peut ecrire, pour tout f >0,

(6.34) F{t\ogy) = yp' f y-pv{(o(t - v) - e~Y}K(yv) dv.
Jo

On a trivialement F(t) « e^'q. Done l'integrale de Laplace inverse

(6.35)

n'est a priori convergente que pour K > fl. Cependant, (6.14) montre que F(s) est
holomorphe pour a > 0 ; de plus, (6.7) et les majorations classiques de L(s, x)
impliquent

F(s)«a>qT~a ( 0 < a < l , | T | ^ 1 )

puisque ReJ(s) ^e~a \r\~l. Le theoreme des residus nous permet done d'infe"rer
que la representation (6.35) est valide pour tout K > 0. D'ou, lorsque 6(x) = 1,

If
(6.36) P2 = F(log x) + — F(s)xs ds.

2ni J\V\>Y

Lorsque x, y satisfont (1.24), s = a + it, \t\> Y, on a d'une part

et d'autre part, par (6.7) et (6.27),

1 + 6>(ffi-s)\ogy) = exp O{f- = 1 + ol— ).

II s'ensuit

logy

et l'integrale de (6.36) est
Par (6.34) et (6.15) on a encore

y~Pvp(u - u)//(w)-°e2au \K(yv)\ dv

ou Ton a pose

Majorons \K(yv)\ par yv si v =$2 \ogq/\ogy et par y& dans le cas contraire. II
vient

«xpp(u)H(u)-a\ogq/\ogy
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ou nous avons utilise (4.3), sous la forme

et (4.4) avec k = 0.
En regroupant les resultats, nous pouvons enoncer

2 X(n) « W(x, y){E{q, y) + d(X)x^-^H{u)-a(log q/logy)}.
neS(x,y)

Cela implique clairement le resultat annonce.

Preuve du theoreme 5. La relation d'orthogonalite" des caracteres permet
d'6crire

neS(x,y)

En appliquant les theoremes 2 et 4, on peut transformer, sous l'hypothese
supplSmentaire q ̂  Yc\ le second membre en

f y){\

ou le terme impliquant H(u) peut etre omis si # =s (log x)74. On peut done
conclure grace a (5.11).

7. Estimations de type 'Bombieri-Vinogradov'

Nous commengons par donner un schema de demonstration pour le r6sultat
suivant, qui est un peu moins precis que le the'oreme 6, mais d'utilite pratique
e"quivalente. La demarche e"tant aujourd'hui standard (cf. par exemple [2, 7, 27,
32]) il nous a semble superflu de fournir tous les details.

THEOREME 6'. Soit A un nombre reel positif. II existe une constante B = B(A)
telle que Von ait pour x^y^l, Q = y/x/(\ogx)B(A),

(7.1) 2 max
(log*)*'

Le lemme general suivant est utile a plusieurs reprises dans la demonstration
de ce the'oreme.

LEMME 7.1. Soit 3ft un ensemble de nombres entiers inclus dans [1, x\. On a

(7.2) 2 max 1 rT 2 1 « V ( * |»|) • log2jc.
(b, q)=\

Pour obtenir cette estimation, on transforme classiquement le membre de
gauche en une somme sur des caracteres primitifs. On obtient la majoration (cf.
par exemple [2, formule (2.4)])

« 2 4r, 2 4K .2* 2 x(b)
beSS
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On scinde la sommation sur / en intervalles dyadiques F</=s2F , puis on
applique I'in6galite de Cauchy-Schwarz et celle du grand crible, soit

2 - ^ 2* 2 x(b)«Fi{ 2 - ^ T 2 x(.b)2f
F<f=&2F(P\J ) X(mod/)

(b, e)=l (b, e)=l

On conclut alors en sommant sur F et e.
A ce stade, nous observons que la majoration (7.1) decoule de (7.2) des que

Ton a

(7.3) y^X:=exp{(lof>x)2<}.

En effet, nous obtenons sous cette hypothese que le membre de gauche de (7.1)
est

«(V*V(x, *))log2x «JC exp{-(i + o(l))log* x log2x]

ou la seconde estimation decoule de (1.10).
Nous pouvons done supposer ddsormais que y > X. Ainsi que nous l'avons

signal^ dans l'introduction, il est capital d'ecrire la fonction caracteristique de
S{x, y) comme un produit de convolution. Une fagon (parmi d'autres) de r6aliser
cela consiste a factoriser chaque entier n de S(x, y), n>\, sous la forme

(7.4) n=pm, P(m)^p^y.

La decomposition est unique, mais introduit une dependance entre les
variables p et m. Pour surmonter cet obstacle technique, nous ope"rons un
d6coupage de pas multiplicatif A : = l + i?~c ou Ton a pose l£:=\ogx, et ou
C = C(A) est une constante positive assez grande. Plus precisement, notons

et considerons l'ensemble 9t des couples (i, j) tels que

Grace a (7.4), on peut decomposer le membre de gauche de (1.30) sous la forme
d'une somme E(i,/)e« StJ + S ou Ton a pose

(a, ^) = 1

( t )

2J
(pm, q)=

avec les conditions de sommations

(t) Pi<P*Pt+i,

II y a \9t\«££2C+2 sommes elementaires Stj ou les variables p et m sont
maintenant independantes. II est facile de montrer, si C est assez grand, qu'au
plus O{x^£~2A~2) entiers exceptionnels n = mp contribuent effectivement a la
sommation complementaire 5. Le lemme 7.1 permet done d'estimer S de
maniere acceptable.

II reste a majorer les S^. On fait appel, pour cela, au Theorem 0(b) de [2]. La
variable p v6rifie bien la condition de [2] de bonne repartition dans les
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progressions arithmetiques de raison n'excedant pas (\ogPi+1)
A. On remarque de

plus que la condition Ax de [2], soit min(Ph Mj)^xe, peut etre assouplie en

(7.5) log Pi><£B, Mj^£c>iA\

(Cela de"coule des inegalites (2.6) et (2.7) de [2].) On obtient ainsi

(7.6) Sij«x£-A-2C-2

sauf peut-etre lorsque Mj^S8Cx{A). Dans ce dernier cas, on a Pt^ x5£~C2{A) et
(7.6) peut etre e"tablie par application directe du theoreme de Bombieri-
Vinogradov et sommation triviale sur m. Depuis les travaux de Vaughan, on sait
que ce dernier resultat n'est pas tributaire de la theorie des fonctions L (une fois
admis le the"oreme de Siegel-Walfisz). Pour achever la preuve de (7.1), il suffit de
sommer (7.6) pour (/, j) e 91.

Preuve du theoreme 7. Lorsque y > X, nous pouvons inserer revaluation du
the"oreme 2 dans celle du theoreme 6'. La condition (Qe) est remplie pour tout
q^Q. L'erreur impliquee est

Lorsque 2 =£ y ^ X, nous avons en fait

2 max V(x,y;a,q)+ 2

La majoration de la somme de gauche est obtenue grace a (7.1) et (1.10). Elle
n'excede pas

m a x

via)

«-

Pour la somme de droite, il suffit de remarquer que Ton a

Kq{x,y) = x\+ p(u-v)dRq(y
v)

f p'{u-v)Rq(y
v)dv.

Par (4.11), on a xRq{x) «2w(<?) et

f p'(u-v)Rq(y
v)dv«2<uM f p'(u - v)y~vdv

D'ou , pour x ̂ y ^ 2, q ̂  1,

(7.7) A,(JC, y)« 2^\xp{hu) + V*}.

On en de"duit facilement
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Preuve du corollaire 3. Comme precedemment, on peut supposer y > X. Pour
q =s Q, on a

6 + log P(q0) ̂  6{1 + (k + 2)log2(2x>0} ^ S(k + 3)log2 >;.

Sous la condition (1.33) on peut done utiliser l'estimation (1.22) du the"oreme 3
pour Aq(x, y). L'erreur provenant du terme reste de (1.22) fournit une
contribution globale

La somme en q n'excede pas

n
avec H := (log)>)8(*+3). Elle est done

«log x . log H «log x. log2 y = u log y log2 y.

Cela acheve la demonstration.

8. Preuve du theoreme 9

Le point (i) est une consequence facile des the"oremes 2 et 5. On peut
manifestement supposer x non entier et assez grand relativement a A. On a

neS{x,y)

= f e(
a±\xy

c=l
(c,/n)=l

ou nous avons pose" m = q/(b, q), b = cq/m, avec (c, m) = 1. En 6valuant
^(mx/q, y ;c,m) par le the"oreme 5 et en utilisant le theoreme 2 sous la forme
faible A^JC, y)~ Wfl(x, _y) pour traiter le terme d'erreur, il vient

(X,y;!)=K(-
^ q> m\q \ q c=i

(c,m) =

L'estimation (2.12) decoule done de la formule de Ramanujan

V< (aC\ , x , , x

2^ e( —) = /i(m) ((a, m) = l)
c=i \m'

(c, m) = l

et de l'expression (2.4) pour V9(x, y).
Pour 6tablir le point (ii), nous aurons besoin de deux resultats auxiliaires.

LEMME 8.1. Posons (5(q) := 5/(6 + log q) (q^2). Pour chaque entier k^O, on
a uniformement pour y^2, q^2, v 2s 0,

Jr+0
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Demonstration. Puisque f}(q) est une fonction decroissante de q, on de"duit de
(4.13) que Ton a

(8.2) Rm{t)« min{2a>(m)r-1, r«*>} {m\q,t> 0).

En reportant cette majoration dans la definition (2.1), on obtient

Puisque qp{q)«1, il suit

4
La premiere somme en m vaut

la seconde est egale a

D'ou

(8.3) 5,(0 « m i n{r 1

Nous n'utiliserons ici que la seconde partie de cette majoration. Elle 6quivaut a
(8.1) lorsque k = 0. Si k 2* 1, une integration par parties amene le resultat.

LEMME 8.2. Soit q ̂ 2 et {bk{q)\ k = l,2, ...} la suite definie par (2.8). On a
pour k^l,

(8.4) bk(q) = t

Demonstration. Par (2.6) et (4.17), on peut ecrire pour |.s| < 1,

(8.5) Hbk(q)sk=—j-j-j—

= 2 373 (-V+1 f V v / u o

=/:
ou la derniere e'galite' decoule, apres interversion de sommations, de (2.2). La
majoration (8.3) implique la convergence uniforme de l'integrale (8.5) sur tout
compact du disque unit6 ouvert. Cela fournit (8.4) par derivation sous le signe
somme.
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Nous sommes maintenant en mesure de prouver le point (ii) du theoreme 9.
Nous integrons (4.6) sur U relativement a la mesure dSq(y

v). Grace a (8.4), nous
obtenons

avec

7=0

et

Majorons d'abord U2. D'apres (8.1) on a

rmj I*" w> dSq(y»+u-m)
:/ J(\~

w*+l /-+oo /- + oo

p - p(/t+1)(w - u) >v* dSq(y
w+v) dv.

' Jo Jo-

Mogy/ Jo

Lorsque y ^yo{A), on peut utiliser (4.4) pour estimer l'integrale en v. On a en
effet

u * log x * exp

Cela implique que U2 est au plus de l'ordre du terme d'erreur de (2.14).
Pour evaluer Ux, nous faisons egalement appel a la majoration (8.1). II vient

k ^)Oi(q) /]no n\J

Y Y - I S H )TJ
1

Lorsque u e ^(5 logy/(6 + log q)), on a

^s^-^/ce+iog^)«(iOg^/log>')/c+1-y (0^m ^y"^ A:).

Cela implique l'estimation souhaitee si u ^ A: + 1. Dans le cas contraire, on a pour
y assez grand

log^r 5-rJ Kl 6 + log^

La demonstration du theoreme 9 est ainsi completee.

9. Estimations de E(x, y ; 6), pour 6 eU

Nous donnons d'abord un resultat independant du theoreme 10, et qui fournit
une bonne majoration de E(x, y ; 6) lorsque y = o(\/x) et 6 n'est pas trop proche
d'un nombre rationnel a petit de"nominateur.
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THEOREME 13. On a uniformement pour 3^y^y/x, OeU, a 2s 1,
(a, q) = 1,

(9.1) E(x, y ; d)<<x\og\qx)\^ + ±

COROLLAIRE. Lorsque 'i-^y^xT', \^q^\]x, (a, q) = l, \d — a/q\ «£ 1/x, on a

(9.2) E{x, y ; 6) «x \og3x{q~l +x~^}.

Preuve du theoreme 13. Posons M := y/x. Puisque le membre de droite de (9.1)
est en toute circonstance »M, nous pouvons nous restreindre a majorer

Ex(x,y;d):= 2 e(6n).
M<n=sx

On peut transformer Ex(x, y ; 6) en une somme de formes bilineaires grace a une
idee de Vaughan [39, Lemma 10.1], dont nous rappelons les details pour la
commodity du lecteur. Nous considerons, pour chaque entier n compt6 dans
Ex{x, y ; 6), la suite croissantepx ^ . . . ̂ pk de ses facteurs premiers et celle de ses
'facteurs initiaux'

On a max(ny+1/ny) ^y . Puisque n>M, il existe un unique entier s, avec
Q^s<k, tel que ns ̂ M <ns+l. Posant m = ns, p =ps+i, h = n/ns+x, on voit que
n peut se decomposer sous la forme n = mph avec les conditions

(9.3) M/p<m^M, P(m)^p^y, P~(h)^p

ou P~(h) designe le plus petit facteur premier de h, avec la convention
P~(l) = +°°. Une telle decomposition est necessairement unique: si m 6tait un
diviseur de ns^X) on aurait pm ^ns^M.

On a done

Ex{x, y,d)=2 2 2 e(dmph)« 2 Tp(x, 6)
p^y M/p<m^M h^xlmp p*=y

P~(.h)»p
avec Tp(x,e):=T,M/p<m^M\Tlh^x/mp,p-(h)&Pe(Omph)\. Lorsque d = a/q, on peut
majorer Tp(x, 6) par un lemme de Davenport [5, Lemma 8]. On obtient

(*•!)

x -, I p Mp 1 qp\J , ,
- log2* f- + + - + — (p \ q),
p \M x q x I

*t--2JP . MP ,P .

En majorant p par y dans la premiere racine carre"e et en sommant sur p, il vient

(9.4) £ , ( , . , ;
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Cette majoration est en fait valable pour F(x, y ;a/q) avec

Fix v • 0V= Y T (x 6)

Or une integration par parties fournit l'inegalite

as

En appliquant (9.4) a F(z, y ; a/q) lorsque y2 < z ^ x, et en estimant trivialement
F(z, y ; a/q) « z logy lorsque z =ssy2, on obtient bien (9.1).

Preuve du theoreme 10. II est necessaire, avant de developper l'argument,
d'^tablir un resultat complementaire concernant la quantite Vq(x, y) definie en
(2.3). Fixons y et considerons Vq(x, y) comme une fonction de x. Alors Vq(x, y)
est continue sur U\Z+ et possede aux points entiers une discontinuite de premiere
espece, soit

Vq{n, y) - Vq{n -0,y) = n{Sq(n) - Sq(n - 0)} = ^ (
( " ' ^ (neZ + ) .

On peut done ecrire l'egalite entre mesures sur 1R + ,

(9.5) dVq(x, y) = [vq(x, y) + ̂ y ^ ] dx + d{xSq(x)}

avec

(9.6) vq(x, y) := j ^ p(u - v) dSq(y»),

(9.7) Wq(x,y)-=^ p>(u-v)dSq(y»).

LEMME 9.1.

(9.8)

on a

(9.9)

et

(9.10)

Soit A

x>3,

> 0 .

ex]

y)<

Sous les conditions

P{c5(log2x)2}^y^jc, 2^q «S (:

2a}(i)\ogq p(w)log(u + l)
cp(q) ' logy

-V \ ' \ / © T i —(5(M — lVf6+l<

•̂  / s i . """y

Demonstration. On a vq(x, y)=x~xVq{x,y). La majoration (9.9) est done
impliqu6e par (2.14) avec k = 0. Pour montrer (9.10), on integre d'abord par
parties le membre de gauche de (9.7). On obtient

Sq(y
v) dp'(u -v)= -S.iy"-1) + | ^ p"(u - v)Sq(y

v) dv.

L'e"valuation souhaitee decoule done de (8.3) et de (4.4).
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LEMME 9.2. Soit A >0. On a uniformement, sous Vhypothese (9.8),

(9.11) f
Jrl logy logy

Demonstration. En faisant appel a (9.9) et (9.10) et en effectuant le change-
ment de variables t = yu~v, on obtient que l'integrale a estimer est

«
<p{q)

L'integrale en v n'excede pas

f1

{p(u _ w)iog(M
Jo

Jr + oo -oo

1 p(u-v)y-vdv+xe-5{u-l)losy/i6+'os<i) y~v/6

o Jo

dv

logy logy

d'apres (4.4) et (9.8). Compte tenu de (1.10) et (4.1), cela implique le r6sultat
annonce".

Nous sommes maintenant en mesure d'aborder la phase finale de la
demonstration du theoreme 10. Dans tout ce qui suit nous supposons que
B = B(d, A) est suffisamment grande.

Rappelons que Q =;t(logy)~fl, et que 2^q^Q, (a, q) = 1, \6 — a/q\ =s 1/qQ.
Nous operons une dichotomie liee a la taille de q. Dans un premier temps, nous
supposons

(9.12) q^ (logy)5.

Soit rj := 6 -a/q. On a

f* , x / a\ (x , ( a\ I (x \\
E(x, y ; 0)= e(r)t) dE[ t, y ; - I = e(r\t) dE[ t, y ; - I + O[ Wl - , y 11.

Jo \ q) Jx,y \ q) \ \y I)
D'aprds (5.3), on a ^(x/y, y)«xV(x, y)y~^. II suffit done de majorer I'int6grale
en t. A cette fin, nous faisons appel a (2.12). La contribution du terme r6siduel
vaut

f e{r]t)d{0{^{t,y)e-c^o^)}«e-c^^y\^{x,y) + ri \\{t, y) dt\

y/l r)x}

puisque r)x ^ Q~xx = (\ogy)B. Grace a (9.5), on peut ecrire la contribution du
terme principal de (2.12) sous la forme

f e{r]t)dVq{t,y)= f e(Vt)\vq(t, y) + ̂ ^ ] dt + f e(r,t)d{tSq(t)}.
Jxly Jxly *- lO&y J Jxly

Par le lemme 9.2, on voit que la premiere integrale est de 1'ordre de grandeur
souhaite". La seconde est egale a
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d'apres une formule de Ramanujan, cf. par exemple [14, Theorem 272]. Apres
interversion de sommations, l'expression precedente s'ecrit encore

(9.13)
{h,q) =

Puisque \r\\^ UqQ, on a

La quantite (9.13) est done

„ q

h±h min(/i, q — h)

<f(q) h=\ min(h,q-h) (p(q)

Compte tenu de (9.12), cette majoration est (largement!) acceptable.
Nous pouvons done nous placer maintenant dans l'hypothese ou

(9.14) <7>(logv)B.

Soit Qx :=x(\ogy)~W2, Y:=expy/\ogy. Nous distinguons deux cas selon la place
de y relativement aQi.

Conside"rons d'abord la situation ou y =£ Qx. En classant les entiers compte"s
dans E{x, y ; 0) selon la valeur de leur plus grand facteur premier, on obtient

(9.15) E(x,y;6) = E(x, Y;6)+ 2 E[-,p;dp).

Par (1.10), on a, sous l'hypothese (2.15),

\E(x, Y ; 0)| =£ ^(x, Y) « ^(x, y)e~w &y.

D6signons par W(x, 0) la somme en p de (9.15). Pour Qx «£ t ̂ x , on a

d'apres le lemme de Davenport [5, Lemma 8]. En fait, au vu de l'estimation
triviale \W(t, 0)| «t\ogy, la majoration (9.16) est egalement valable pour
t^Qx. De plus, une integration par parties permet de montrer que

\W(x,

Par (9.16), il suit

\W(x,

w(*•!
e-a-

q\ h
Wit,- dt.

- ^ } «jc(logy)-l*,
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pour B assez grand, grace a (2.15) et (9.14). On en d6duit, pour une valeur
convenable de B(d, A),

\W(x,e)\«V(x,y)(\ogyyA.

Cela 6tablit la majoration annoncee pour E(x, y ; 6) lorsque y =s Qx.
Supposons maintenant Qx <y =Sjt. Puisque Qx > y/x, on a

(9.17) E{x,y;d) = E{x,x;d)- 2 2 e(6mp).
m s£x/y y <p =£.r/m

Comme ||0|| ss 1/2^ ̂  1/20, on a d'abord

E(x, x ; d)«\\d\\-1 «Q «W(x, y)(\ogy)-A.

Nous traitons la somme double de (9.17) en utilisant le the'oreme de Vaughan
sur les sommes d'exponentielles d'arguments premiers [38, Theorem 3.1]. Pour
chaque m^x/y ^ (logy)5B, il existe des entiers am et qm tels que

md
1

2qmQ'

D'ou

, (am,qm) = l.

a a.
q mqm

Q \q 2mqJ'

Si mqm =t q, on en de"duit

i c i fi , M

soit encore \Q ̂  Q — \q ̂  mqm. On a done dans tous les cas

qm^-{\ogy)B

m

Le the'oreme de Vaughan implique alors

m

En reportant dans la somme double de (9.17), on obtient la majoration

pour un choix convenable de B.
Cela acheve la preuve du theoreme 10.
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