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1. Introduction

La décomposition canonique d’'un nombre entier n sous la forme

n=ab, avec a:= H p’, b= H Y,

p”|In p”lln
Py P>y

constitue un outil efficace dans beaucoup de problemes arithmétiques. Alors que les techniques de
crible sont pertinentes pour ’étude des facteurs b, des méthodes spécifiques sont nécessaires pour

appréhender les facteurs a.

Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier n > 1 et convenons que P(1) = 1.
L’étude de l'ensemble S(z,y) des entiers y-friables n’excédant pas z, autrement dit des entiers n
tels que P(n) < y et n < x, s’est ainsi révélée, ces derniéres années, comme une partie intégrante

de la théorie analytique des nombres.

Nous incluons ici certaines corrections par rapport a la version publiée.
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En ce qui concerne la fonction de comptage

\Il(ﬂj,y) = |S(.T,y)|,

trois approches ont été utilisées a ce jour : I'exploitation de I’équation fonctionnelle de Buchstab,
dans les travaux de de Bruijn [4] ; celle d’une équation intégrale avec parametre dans l'article de
Hildebrand [14] ; et la mise en ccuvre de la méthode du col par Hildebrand et Tenenbaum [16].

Chacune de ces trois méthodes possede ses avantages et inconvénients propres. Cependant, la
méthode du col fournit, en compléte exclusivité, des renseignements spécifiques d’un type nouveau :
les formules semi-asymptotiques, selon I’expression d’Erdds, qui permettent d’évaluer ¥(cz,y) en
fonction de ¥(z,y) méme dans des domaines en z, y, ol aucune approximation réguliere de la
seconde quantité n’est connue, voire méme possible — cf. [28] pour une discussion détaillée sur cet
aspect de la question.

Nous désignons ’ensemble des propriétés relatives a ces phénomenes sous le terme de comporte-
ment local.

La connaissance du comportement local de ¥(z,y) et de la généralisation

(1-1) Up(z,y) = > 1

neS(z,y)
(n,m)=1

est capitale dans la plupart des problemes arithmétiques utilisant les entiers friables. Cela explique
pourquoi l’étude des fluctuations locales de ¥, (z,y) a suscité un nombre important de travaux
depuis une quinzaine d’années : voir notamment Hensley [12], Friedlander—Granville [9], Hildebrand
[13], [15], Granville [10], Hildebrand-Tenenbaum [16], et, pour le cas particulier m =[] p, Saias
[23].

Cet article est essentiellement dévolu & fournir, pour le comportement local de la quantité (1-1),
un document synthétique contenant des formules aussi précises et aussi générales que le permettent
les techniques actuellement disponibles.

Si notre motivation premiere consiste a établir les estimations nécessaires a la preuve, développée
dans [3], d’une inégalité de type Turan—Kubilius pour 'ensemble des entiers friables, nos résultats
sont également susceptibles de nombreuses autres applications. A titre d’illustration, nous en
développons ici quelques unes, concernant les valeurs moyennes de fonctions arithmétiques sur
I’ensemble des entiers friables. Les énoncés correspondants sont présentés au paragraphe 2.2.

2. Résultats

2-1. Entiers friables criblés

Le col, ou point-selle, apparaissant dans I’évaluation de ¥(z, y) comme intégrale de Perron inverse
est défini, pour & > y > 2, comme 'unique solution positive a := a(z,y) de ’équation

1
(2-1) Z p;g_pl = log z.

Py

Tous les résultats de comportement local sont alors du type
(2-2) U(cx,y) ~ c*U(x,y)

sous diverses contraintes concernant les tailles relatives de ¢, x, y. Bien qu’elle soit définie
implicitement, la quantité a possede un comportement asymptotique suffisamment élucidé — cf.,
notamment, le Lemme 3.1 infra.

Définissons
gm(s) = [JA—p7*) =D wd)/d,

plm djm

ou u désigne la fonction de Mébius. Compte tenu de ’heuristique (2-2), le terme principal attendu
pour

‘I’m(l‘, y) = Z M(d)‘l’(.ﬁ/d, y)

dlm



Propriétés statistiques des entiers friables 3
est

Zu(d)‘l’(%y)/da = gm(O‘)‘Il(x’y))
d|m

lorsque m est y-friable.
Notre premier résultat établit qu'une telle approximation est effectivement valable dans un large
domaine. Conformément a 1'usage, nous posons dans tout ce travail

u:= (logz)/logy, u := min{u,y/logy}

et nous désignons par w(n) (resp. (n)) le nombre des facteurs premiers de U'entier n comptés sans
(resp. avec) multiplicité. Nous introduisons également la quantité

(2-3) Wi := 108 puy(m) =< log {w(m) + 2} (m=>=1)

ol py, désigne le k-ieme nombre premier et ol I’on convient, par commodité d’écriture, que py = 2.
Nous notons encore

W log(1 +y/logz)
2.4 D = I (y) = = T ley
(2:4) m m(Y) log g’ a=a(z,y) logy
9 1 9 Y
Tj—uﬁogl(ou z; —&)-}2) o= sl
(2:5) Ep = En(z,y) = "
w (ulogy)’

iy < (logz)?.
ulogy ( ﬂmalogy) sy < (logz)

Théoréme 2.1. Sous les conditions

(2-6) r>y>=2 Pm)<y, wim)<y,
(2-7) U, (2, ) :gm(a)\ll(x,y){l_ko(M)}.

La définition de E,,(z,y) étant relativement complexe, nous dégageons immédiatement quelques
conséquences simples du Théoreme 2.1. A cette fin, nous posons

By (z,y) = En(1+ Ey)/u
et, avec la notation ¢ := max{0,t} (¢ € R),
(2-8) §=46(z,y) = (1-2a)t/2(1 —@).

Nous notons que 0 < § < % en toute circonstance alors que § = 0 si y > (logz)2. Nous considérons
les conditions suivantes :(!)

w(m) < y'/leeut2) (C1)

y' /180 < w(m) < /y/logy (Co)
VI ogy < w(m) < VG et (log, a)(logs 7)< logy ()
Vy/logy < w(m) < /y/(logy)® et logy < (log, z)(logs ). (Cy)

1. Ici et dans la suite, nous notons log;, la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
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Corollaire 2.2. Sous les conditions z >y > 2 et P(m) <y, on a

U Y log(w + 2 1 . T
— <K % < = i (Ch) est réalisée,
au u u
. 92
(2-9) By (2,y) < h)g(ﬂim—i—Q) si (C3) ou (C3) est réalisée,
1 si (Cy) est réalisée.

Le corollaire est déduit du théoréme en observant que, pour chacune des deux expressions (2-5),
la quantité E,,(z,y)/9, est, a toutes fins utiles, une fonction croissante de 9,,. Nous donnons les
détails au paragraphe 3.2. Cependant, nous notons dés a présent, a fins de référence ultérieure, que
I’on a

(2-10) Ep > 0m,  E(zy)>0n/u  (z2y>2).

Ces deux estimations résultent aisément de (3-4) et (3-13) infra.

Remarques. (i) Lorsque y = (logz)'** avec A < 1, les deux expressions de E,,(z,y) apparaissant

dans (2-5) sont du méme ordre de grandeur.
(ii) Le cas particulier

(2:11) m =[]

Pz

qui correspond donc au probleme des entiers sans grand ni petit facteur premier, a été notamment
étudié par Friedlander [8] quand y et z sont de l'ordre d’une puissance de x et par Saias [23] sous
la condition 7(z) < /y. Lorsque nous y spécialisons m sous la forme (2-11), nos résultats sont
toujours au moins aussi précis que ceux de [23}.(2)

(iii) Le Théoreme 2.1 rectifie et précise le théoreme 1 de Xuan dans [34], ol 'auteur annonce,
pour chaque ¢ > 0 fixé, la validité de I'estimation

(212) ¥ (w.9) = g @) {1+ 0 )

uniformément dans le domaine y > (logz)'*¢, w(m) < ,/y. La formule (2:12) est moins précise
que (2-9) lorsque (Cy), (C2) ou (Cs) est réalisée. Dans le domaine complémentaire, la preuve
donnée dans [34] est insuffisante. Nous décrivons en détail, au paragraphe 3.6,(3) I'inexactitude
apparaissant au lemme 5 de [34]. Cette erreur est sans incidence dans les deux premiers cas de
validité de (2-9). En revanche, sous '’hypothese (Cy), et a fortiori sous la condition

(Cs) Vy/(ogy)® < w(m) <y et logy < (log, x)(logs =),
la preuve de [34], une fois corrigée, fournit seulement

ngu2 log, y/ logy ) }
b)

Vo (2,9) = gm () ¥ (z, y){l + O( log(u + 2)

ce qui n’implique certainement pas

(2:13) U (2,y) e g ()P (z,y)

lorsque, par exemple, w(m) =< /y, (logz)'™ < y < (logz)* ¢ avec € €]0, %[ En fait, comme

Patteste 'énoncé du Corollaire 2.2, nous ne savons pas établir (2-13) sous la condition (Cs).

Notre méthode, qui permet d’appréhender le cas 2 < y < (logx)!™¢ exclu par Xuan, est
radicalement différente de celle de [34] lorsque le parametre u est petit : voir notamment le Lem-
me 3.18 et la Proposition 4.1 infra.

2. Voir en particulier le théoreme 7 de [23].
3. Voir la remarque qui suit le Lemme 3.14.
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Nous verrons au paragraphe 2.2 que certaines applications(*) nécessitent d’évaluer le rapport

Vin(z/d,y)
V(z/d,y)
indépendamment de d € [1,z]. Au vu du Théoréme 2.1, nous savons que la quantité (2-14) est

proche de g, (a(z/d,y)). Notre prochain théoréme permet, au prix d’un terme d’erreur acceptable,
de choisir comme approximation ’expression plus simple g, («) ot & = a(x, y).

(2-14)

Théoréme 2.3. Soient ¢ > 0, K > 0. Sous les conditions
(2-15) r>2 1<d<z (logz)'™*<y<z, Pm)<y, w(m)<K,

il existe une constante C, ne dépendant que de K, telle que I'on ait, uniformément par rapport a
:L” y} d} m’

(216) \Ifm(g,y) :gm(a)\l’(gay){l+0(E(w7y;d))}
@217 B = s () + (5)

ott I'on a posé t := (logd)/logy.

Lorsque l'on insére Uheuristique (2-2) dans le terme principal de (2-16), on obtient pour
U,,(z/d,y) approximation g,,(«)¥(x,y)/d*. Le résultat suivant fournit une mesure quantitative
de la qualité de cette approximation.

Nous introduisons la notation

(2-18) Uy =T+ (logy)/log(u + 2) (y=2)
qui simplifie I’écriture des termes d’erreur. Il est & noter que u, > (logy)/log,(2y) pour z > y > 2.
Nous rappelons par ailleurs la définition (2-8) de § = 0(z,y).

Théoréme 2.4. (i) L’estimation

@ gm(a)

(2:19) U (Z0y) < ()

a lieu uniformément pour 1 < d < x/y dans le domaine

(2-20) z>y>2 Pm)<y, wm)< y/(logy)’,

et uniformément pour 1 < d < x lorsque 'on impose la condition supplémentaire w(m) < 1.

(ii) Plus précisément, il existe des constantes absolues positives by, ba, et une fonction b =
b(x,y;d,m) satisfaisant 4 by < b < by (x 2y >2,d>1,m > 1) telles que, sous les conditions
1<d<a/yet

(2-21) x>y>2 Pm)<y, wm)< y/(logy)’,

on ait uniformément

(2:22) \Ilm(g,y) ={1+O0(hm)} <1 - u2qu>bugm(oz) \I’(;co,éy)

ot 'on a posé t := (logd)/logy et
1 t F
hin = (@, y3d) = ==+ (14 Bn) (- + =),
Uy u

Lorsque w(m) < 1, la formule (2-22) est valable uniformément sous les conditions 1 < d < z et
(2-21) et I'on a

(2-23) P < hy < — 4 —.

4. Voir, par exemple, la formule (2-25) infra ou les développements de [3].
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Ce résultat précise et étend de nombreux travaux de la littérature.
Dans [10], Granville établit la formule asymptotique

U (cz,y) = {1+ O0(1/u) }* U, (2, y)
sous les conditions relativement restrictives
0@

> (logz)®, 1<c<y, m<y

Ce résultat est entierement contenu dans (2-22), qui implique

1 t+E U, (z, -
U, (x/d,y) = {1 + 0(17 + ; m)} m(ga 9)7 E,, < (logy)~¢/(1+29)
Y

lorsque y > (logz)'*¢, w(m) < logy, d < y°W.

Le cas m = 1 de (2-22) compléete notamment le théoreme 3 de [16], ol 'attention des auteurs
était restreinte au cas d < y — voir aussi le théoréme I11.5.11 de [30]. Il est & noter que, si y — oo,
le terme d’erreur (2-23) tend vers 0 avec t méme lorsque u est borné.

Remarque. L’estimation (2-19) n’a certainement pas lieu uniformément pour 1 < d < z, méme
lorsque w(m) est borné, sans 'hypothese P(m) < y : si par exemple d = z, y = 2, m = 6, le
membre de gauche vaut 1 alors que celui de droite est < 1/log .

2-2. Valeurs moyennes friables de fonctions arithmétiques

Soit f une fonction arithmétique. Posant h := f % u, nous avons

(2:24) Viey:f)= > f)= 3 h(d)\I/(%,y).

neS(z,y) deS(z,y)

Lorsque f est additive, nous pouvons écrire semblablement

(2:25) V(r,yif)= Y. f)= Y f(" (Vy)

nesS(z,y) p’ <z
p<y

Il apparait ainsi qu’'une connaissance suffisante du comportement asymptotique des quantités
U,,(z/d,y) fournit, en théorie, le controle des sommes pondérées ¥(z,y; f). Nous nous proposons
ici d’expliciter, comme conséquences des résultats de comportement local présentés plus haut,
quelques versions effectives de ce principe.

Nous désignons par F la classe des fonctions arithmétiques et introduisons, pour f € F, h = fx*pu,
x >y = 2, la notation

(2:26) My = Mj(z,y; )= Y lh(d)'{g*d)j (j=0).

deS(z,y)

Théoreme 2.5. On a, uniformément pour f € F et x >y > 2,

(2-27) \I'(w,y;f)Z‘I’(%y){ Z héf)+O(M0+ o + M2u2>}'

o) logxz = (logz)

En particulier, le terme résiduel de (2-27) est < 1/u,, sous I'hypothése supplémentaire My < 1.
Démonstration. Appliquons (2-24) en évaluant les quantités ¥ (x/d,y) par (2-22). Nous obtenons
(2-27) en observant que

1t 2\ 1t tu
{14—0(*4-*)} 1—7,2 =1+O(f+*+7u).
U U u?2 +u U u o u?

Y Yy

La seconde assertion en découle puisque 1'on a trivialement M; < 1+ M, pour j = 0 ou 1. a
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Pour illustrer le champ d’application de ce théoréme, nous considérons le cas f = p2. Nous

posons
=Y —=T[0-»)"

P(n)<y Py
Corollaire 2.6. Sous la condition x >y > 2, on a

(2:28) W,y ) = U y){ +om)},

¢(2a,y)

avec

)

2 ga—
R min{@)y{log O,}* log(u + 1)} < 1082 (2y)
Uy NG log y

14 p~29),

Le Corollaire 2.6 précise les résultats correspondants de [19],(5) qui fournissent, pour chaque
e > 0 fixé,

ou 'on a posé ©, := Hpgy(

log, (2y)}/1 iy > (logz)te,
R< {{ng( y)}/logy si <(ogx)

exp{—(log y)5/3} si (log z)%~=.

e

La formule (2-28) possede également ’avantage de fournir, dans une certaine mesure, une descrip-
tion de la «transition de phase» de W(x,y;u?) entre le domaine o > %, ot ¥(xz,y;u?) > V(x,y)
et le domaine a < %, ou ¥(z,y; u?) = o(V(z,y)).

Une étude spécifique de la fonction W(x,y; u?) et de son comportement local a été récemment
menée par les auteurs dans [2], & 'aide de la méthode du col. Ce travail fournit en particulier une
description détaillée des variations au voisinage du centre de symétrie z = \/ﬁy avec IV, 1= Hp <y P-
Les résultats du Corollaire 2.6, obtenus par spécialisation a partir d’un résultat tres général, sont
évidemment beaucoup moins précis. Ils n’ont été insérés ici qu’en tant qu’illustration des possibilités
d’application de nos résultats principaux.(® Il est & noter, par exemple, que I'on a

(z,y; p?) = 27w (x> Ny).

Au vu de lestimation essentiellement due & de Bruijn (cf., par exemple, le théoreme 2 de [30])

1ogqf(m,y):z{1+0( LI )}

logy = logyx

1 1
7= Oggclog (1+ Y >+L10g (1+ ng),
logy log x logy y

on constate donc que, si elle fournit bien le résultat qualitatif

U(z,y; %) = o(¥(z,y))

lorsque ((2a, y) — oo, la relation (2-28) est loin d’étre optimale pour les trés petites valeurs de y.

5. Voir la formule (2-12) et le théoréme 2 de [19].

6. Il peut étre utile, dans ce contexte, de situer précisément le point qui permet l’amélioration sur, par
exemple, les résultats de [19]. Il est aisément localisé dans le cas du Corollaire 2.6 : contrairement aux calculs
effectués dans [19], olt le parametre d était astreint & ne pas dépasser une puissance fixe de y, nous avons pu
ici, via le Théoreme 2.5, évaluer ¥(x/d,y) sans restriction sur d, et donc choisir optimalement les parametres.
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Lorsque f est de classe G, on peut s’attendre & ce que la précision disponible pour le
comportement local se reporte avec un minimum de perte dans celles de ¥ (x, y; f). Notre prochaine
application générique du Théoreme 2.4 vient étayer ce principe sous une forme quantitative.

Pour f € €'([1,+00]), nous posons

;= 0 i) o= [ LT gy (i

1 (z/t)"
Théoréme 2.7. On a, uniformément pour f € C1([1,+o0]) et x >y > 2,

(2:29) U,y f) = \I/(sc,y){f(x) - /1 (f/(tt))a dt + 0<]E + li\gc + &) }

L’exemple fondamental de la fonction logarithme illustre bien le gain de précision généralement
obtenu en exploitant la régularité de f : le lecteur vérifiera sans peine que le corollaire suivant du
Théoreme 2.7 fournit un résultat de meilleure qualité que celui que nous aurions pu déduire, via
la relation de convolution A = p * log, du Théoréme 2.5, ou du Théoréme 2.9 infra, qui est relatif
aux fonctions additives.

Corollaire 2.8. On a, uniformément pour x >y > 2,

U (x,y;log) = {logx — é + O(é)}ﬁ/(x,y)

230 flogo - LELLOWSU Ny,

log(1+y/logx)

Le Théoreme 2.4 peut également étre employé pour établir un résultat général concernant les
moyennes de fonctions additives.
Nous désignons par A la classe des fonctions arithmétiques additives et posons, pour f € A,

"V gp () (log p*)?
3 |f(®")lgp(a)(log p”)

J=0).
o (G20

my; = mj(%yhf) =
pv€S(z,y)

Théoréme 2.9. On a, uniformément pour f € A et x >y > 2,

(2:31) V(z,y; ) = ‘I’(Ly){ > f(pu)gzgg) +O<mo+ 5 erZu)}

o elen) uy logz = (logz)?

Nous omettons la démonstration, qui est semblable a celle du Théoreme 2.5.

Le membre de gauche de (2-31) peut souvent étre simplifié lorsque f est une fonction additive
suffisamment réguliere sur I’ensemble des nombres premiers. Le corollaire suivant, relatif a la

fonction additive
K(n) ==Y logp,
pln

fournit un exemple d’une telle situation. On a £(n) = log k(n), ou k(n) := [],, p dénote le noyau
sans facteur carré de n.

Corollaire 2.10. On a, uniformément pour x > y > 2,

1 1
o U(z,y: k) = {1 +o(u+logy)}\y(x,y)§! (;ip

_ {14—0(@)}@(;10,3/)%.
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Remarque. On a k(n) = logn lorsque n est sans facteur carré et il est bien connu que les valeurs
moyennes ordinaires de ces deux fonctions sont proches. Il est clair, en revanche, qu’il faut attendre
une divergence de comportement lorsque les moyennes sont prises sur S(z,y) avec y assez petit
devant z. La confrontation de (2-30) et (2-32) permet de mettre effectivement ce phénomene en
évidence et de déterminer précisément les seuils critiques : on a par exemple

U(z,y;5)
(2:33) U(z,y;log) {

1+0(1) siy/logax — oo,
o(1) si y/logz — 0.

Un autre exemple d’application du Théoreme 2.9, tiré de la littérature, permet d’en apprécier
lintérét spécifique. Dans [18], Ivi¢ étude la moyenne sur les entiers friables de la fonction
n — Q(n) —w(n). Sous la condition logy/(log, x) — o0, il établit la formule asymptotique

(2:34) (e, 5 Q- w) = (o, y) {HQ) +O(lfo%;;>}

ou l'on a posé

H(s) := Z ! = Z ap(m)n—l,u(m) log ¢(ms) (Res > 1),

les logarithmes de la seconde expression étant pris en détermination principale.
Nous pouvons déduire immédiatement de (2-31) une formule asymptotique pour ¥(z,y; Q — w)
valable uniformément lorsque = > y > 2.

Corollaire 2.11. On a, uniformément pour x > y > 2,

(2-35) U(z,y; Q —w) = {1+O(;)}\I/(x,y)zpa(pa_l)

La somme en p apparaissant dans (2-35) peut étre évaluée explicitement en fonction de z et y.
Quelques notations sont nécessaires & 1’écriture du résultat. Pour ¢ > 0, nous notons &(t) 'unique
racine réelle non nulle de ’équation

(2-36) et =1+t

sit# 1 et posons £(1) :=0.(7) On a

&(t) =log(tlogt) + O(logQ t)

logt
(2-37) / 1 log, t (t > 3),
te'(t) =1+ o1 +0 <(logt)2>
et
-1 -2/t
) §(t):7{1—e*1/t+o(et )} 0oien
-1/ ~ .

t = +O<e;/t)

Nous posons

(2-39)

[1]

(w) e /Ow Mdu

t

7. Des renseignements supplémentaires sur la fonction £ sont disponibles par exemple au chap. IIL.5 de [30]
ou dans les articles [16], [17].
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de sorte que

(2-40) Ew)<e Y¥w+1)  (w>0).
Nous définissons encore

(2-41) F(s):= H(s)+1log(2s —1) (s €]%,00])

et notons que F(1) = H(1). La fonction F posseéde un prolongement holomorphe sur un voisinage
de %, 0o[. Nous notons encore F' ce prolongement.
Nous pouvons alors établir le résultat suivant.

Proposition 2.12. On a, uniformément pour z > y > 2,

%{1 JFO(IO;y>}

(2-42) ;pa(pi_l) = log(wlogy) + F(a) + E(w)

ou 'on a posé

) y172a -1
Ay 1= maX{O{, 5}7 w = m
En particulier,
v Q-
in Yy Q= w) — 00 (x = o0)
2<y<Y (2) U(z,y)

si, et seulement si, Y (z) < (logx)?+e(),

La derniére assertion résulte immédiatement de (2-35), (2-42), (2-40) et (3-3).

Nous n’avons pas cherché une précision optimale dans (2-42), notre objectif essentiel étant ici
d’établir une formule asymptotique uniforme dans ’ensemble du domaine =z > y > 2.

En notant que, sous ’hypothese

(2-43) (logy)/logy x — o0,

ona (2a—1)wlogy = 1+0(u?(u)?/y), nous déduisons de (2-35), (2-40) et (2-41) un renforcement
considérable de (2-34).

Corollaire 2.13. Lorsque (2-43) est réalisée on a
(2-44) U(z,y;Q —w) = \I/(:v,y){H(a)+O(1/uy)}.

Si, par exemple, logy = (log, )2, le terme d’erreur de (2-44) est < (log, )%/ log  alors que celui
de (2-34) est de 'ordre de 1/ log, .

Sans développer plus avant d’autres applications du Théoréme 2.4, notons que les propriétés de
comportement local de ¥(z,y) ou ¥,,(z,y) sous-tendent de nombreux autres problémes abordés
dans la littérature.

Considérons, par exemple, les travaux de Scourfield [24], [25], [26], consacrés & P'étude et a la
comparaison des sommes

BN
<
—
&

I

o= > \I/(Z%(m,p)

nf(P(n))<z pf(p)<z

(2:45) B, (@) '_Z 1 _Z 1 \I/(f )
PO 5Py ~ =) )

L’approche standard de ces questions consiste & déterminer, spécifiquement pour chaque fonction
f, un intervalle de valeurs de p — disons L1 < p < Lo — apportant une contribution prépondérante
a chacune des deux sommes de droite dans (2-45). Les résultats de comportement local permettent
d’approcher, dans I’expression de Ay (z), chaque terme ¥(z/pf(p),p) par U(x/p,p)f(p)~a=/rp),
S’il existe une fonction T'(x) telle que 'on ait, en un sens convenable du signe ~,

f(p)l—oc(w/P,P) ~ T(x) (Ll < P < L2)7
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on obtient
X f(p)lfa(:v/p,p) T
Ag(z) ~ Z U(—=,p)~ Z P g (L,
pf(p)<e <pf(p) ) L1<p<La f(p) (P )
(2-46) Li<p<La
1 x
~T@) Y. U (5,p) ~ T()By(x).
S, 1) <p )

Dans [25], Scourfield considére le cas d’une fonction f positive, strictement croissante et continue,
vérifiant
log f(t) = (logt)**°M (¢t - o0)

pour un parametre convenable v > 0. On peut alors alors choisir, en vertu du lemme 2.5 de [25],
log L; = (log z)/(+)+e) (5 — 1 9),
Lorsque v < 1, nous pouvons ainsi déduire, par exemple, du Lemme 3.1 infra que

{log f(p)} logy ©

{1—a(z/p,p)}log f(p) < log p

Autrement dit, cela autorise le choix T'(z) = 1 dans (2-46) : c’est la substance du théoréme 1 de [25].
Lorsque v > 1, on n’a plus T(z) = 1 + o(1) mais la méme approche, reposant fondamentalement
sur les propriétés du comportement local de ¥(z,y), demeure essentiellement pertinente.

3. Préliminaires
3-1. Point-selle

Nous rassemblons dans ’énoncé suivant les estimations explicites de a(z,y) dont nous aurons
l'usage, et qui sont établies dans [16], formule (7-8) et théoréeme 2 — ou formules (IT1.5-73) et
(II1.5-12) de [30]. Nous posons

(3-1) L.(y) ==exp{(logy)**°}  (¢>0,y>2).

Lemme 3.1. On a

log(1 +y/ log ) log, y
. ZoA T I Pe) —o2d >y > 2).
(3-2) o(z,y) oz y {1+0(10gy)} (x2y22)

Plus précisément, pour tout £ > 0,
1 1

§(u) )
a logy M (Ls(y) * U(logy)2) ((logz)'*te <y < ),

log(1 + y/log x) 1 9
~_JI e/ <y < .
logy {1+O(logy)} (2 <y < (logz)”)

(3-3) a(z,y) =

Nous notons que (3-2) implique

u+ logy

34
(3-4) ulogy

a
oK —.

u
Comme on a classiquement

1
Z og]; =logz —v+o0(1) (z — 00)®
p—

p<T

8. Ici et dans tout D’article, nous désignons par ~ la constante d’Euler.
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on a aussi pour une constante convenable xg,
(3:5) a<l  (z>mp,z>y>2).

Le lemme suivant, qui est implicitement contenu dans [16], fournit une évaluation tres utile pour
estimer les sommes sur les nombres premiers apparaissant lors de la mise en ceuvre de la méthode
du col.

Lemme 3.2. On a

11—«

Y -1 1 uy
. 2 - =11 =y = 2).
(36) (1—-a)logy {+O(logy)}y+logx (@>y>2)

Démonstration. Il découle du lemme 13 de [16] que

logz = {1 + O(lo;y) } {a _yy::)(}l_ ) +0(1)

alors que la formule (7-18) de [16] fournit I’estimation

(37) ﬁ:{uo(loéy)}“;g‘r (x>y>2).

Cela implique bien (3-6). O
Désignons par

sy = 1=1/p%)""

PY

le facteur initial du produit eulérien de {(s). Nous posons

vol(s,y) :=logC(s,), er(s,y) = (s,),

3-8
38) o = (—1)*prp(a,y) (k€N).

Nous ferons usage des relations
(3.9) o = (ulogy)* /@ (k> 1),

établies aux lemmes 2 et 4 de [16].
Le résultat suivant, qui décrit une approximation uniforme de ¥(x,y) en fonction de « et y,
constitue le théoréme principal de [16].

Lemme 3.3 (Hildebrand & Tenenbaum). On a

(310) vy =T 110(3)) @xuz2),

3-2. Preuve du Corollaire 2.2
Nous allons établir des majorations de Fy,(z,y) qui impliquent directement le Corollaire 2.2.

Proposition 3.4. Sous les conditions x >y > 2 et P(m) <y, on a

19771/7 — . 7z . 7
?uu < Iplog(u+2) <1 si(Cy) est réalisée,
AN
(311) En(z,y) < mi\/a si (C2) ou (C3) est réalisée,
log(w + 2)
Vi si (Cy) est réalisée.

La déduction du Corollaire 2.2 a partir de la Proposition 3.4 est immédiate sous les conditions
(C1) ou (C4). Sous les conditions (C2) ou (C3), il suffit de remarquer que 9,, > 1/log(u + 2).



Propriétés statistiques des entiers friables 13

Démonstration. Lorsque 2 < y < 4, on a ¥, < 1, donc
E, <u/aux1/logy <1
et finalement E, (z,y) =< 1/4, ce qui fournit bien (3-11).

Nous pouvons donc supposer y > 4, de sorte que Ponaa@ < 1siz > y et @ < (log3)/logd < %
si y < (log x)?. Posons alors

14+v ¢t v
e 1 e
K = dt < 207
14+v (lfa)til 1
e
K = — (14— ) dt
() /0 { (+a(t+1>>
(1-a)v 1
= & <1+j> (0<@<%,v>>1).
v av
En notant que
= ylogx _
3-12 P 225 =gl >y >2),
(3-12) y Ut logs ~ tlogy (z>2y>2)

nous obtenons

K (U log{ulog(u+2)}) siy> (logz)?,
(3-13) Zm\ny) L
Vm %Kg(ﬁm log y) siy < (logx)”.

Nous utiliserons cette relation en exploitant le fait que les fonctions K; sont croissantes.
Sous la condition (C}), soit w(m) < y'/1°8(+2) et donc ¥,, < 1/log(@ + 2), nous avons
certainement 1J,, logy < 1 lorsque y < (log z)?. Nous déduisons alors de (3:13) et (3-4) que

E, /Y < T/(au) < log(@+2) < 1/Um,

ce qui implique bien I’évaluation requise (3-11).
Lorsque (Cy) est réalisée, soit y'/1°8(u+2) « w(m) < V¥/ logy, nous avons

1

(3:14) log(@ + 2)

Ly < §+O(10;y)

et, grace a (3-13), la derniére majoration implique

u/ log(u + 2) siy > (logx)?,
Em(x7y) < ﬂy(l_a)/2 1
Um ( — ) siy < (logz)2.
ulogy alogy

La relation (3-12) et la définition de @ & la formule (2-4) permettent alors, par un calcul de routine
que nous ne détaillons pas, d’établir (3-11).
Supposons finalement que (C3) ou (Cy) est satisfaite. On a

( 1 )gﬁm<1+)\log2y+0(1)

315 1i+0 2
( ) 2+ log y log y

S 2
avec A = 1 si logy > (log, z)logs © et A =1 — § dans le cas contraire.
Lorsque y > (logz)?, et donc A = 1, nous déduisons de (3-15) et (3-13) que

u

= yUoezy)/logy.
log(u + 2)

(3-16) B, <

Le dernier facteur est borné sous la condition (C3) et il est < /log(u + 2) sous la condition (Cy).
Nous obtenons donc bien (3-11) dans ce cas.
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Lorsque y < (log )2, nous déduisons de (3-12) et (3-13) que

U = _ 1
E, < %y(l—a)/Q(logy)(l—a))\—l(1+ )

alogy
(3-17) 3/2 ~ )
< —(logy)(l_o‘)’\_l/2 (1 + ~Ton )
U alogy

Cela fournit encore (3-11) si (C3) est réalisée, puisque I'on a alors
logy > log(u+2), wlogy>1, 1l—-a<1/logyy.
La conclusion persiste sous la condition (Cy), car on a dans cette circonstance
(I-a)A=(1-a)(1-6)<3+0(1/logy), 1+1/(alogy) < u/u.

O
3-3. Sommes sur les nombres premiers

Nous nous proposons dans ce paragraphe de donner des estimations uniformes dans le domaine
o >0,y > 2, pour les quantités

1 log p
(318) HO(U7 y) = Z ) H1(07 y) = Z >
< p < p

Y PRY

Nous introduisons a cet effet les séries de Dirichlet

Ho(s) =Y 1%, Hi(s) =Y 8P (e > 1),

Un calcul classique reposant sur la formule d’inversion de Mobius fournit

() = 3 M togglms), () == 3 uom S e > 1),
Nous posons
(3-19) Fi(s):== Hi(s) —1/(s—1).

Cette fonction, initialement définie pour e s > 1, posseéde un prolongement holomorphe, que nous
notons encore F(s), dans un ouvert contenant |3, +0oo|.
Similairement, nous posons

(3-20) Fo(s) :== Hy(s) +log(s — 1) (Res > 1),

ol le logarithme est pris en détermination principale, et nous étendons par prolongement analytique
le domaine de définition & un ouvert contenant |3, co[. Dans cet ouvert, Fy(s) est I'unique primitive
de —F(s) satisfaisant & Fy(2) = Ho(2).

Enfin, nous introduisons la fonction

(3-21) L(y) := exp {(logy)**/(log, y)*/*}

et rappelons la forme classique du théoréeme des nombres premiers

(3-22) Hx) = Z logp = 2 + O(x/L(x)*) (x > 2),

ps®

ol c¢ est une constante positive convenable.
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Lemme 3.5. On a, uniformément pour o > 0 et y > 2,

1-0o

(3-23) 3 logp _ v " =1 5 (om +0(5H)

4 l1—0
Py p

avec o* := max(c,2/3).
En particulier, on a, uniformément pour x >y > 2,

324 > = {1 o) e

PLY logy

Démonstration. Considérons d’abord le cas o > 1. Une sommation d’Abel utilisant (3-22) permet
d’écrire " 49(a)
x
Hilow) = (o)~ [ <
y T

1—:7_1 l1-0o 00 d
= Fy(0) + 2 +O(y +/ ”)
y

1-0 L(y)?c xo L(x)2e
On obtient le résultat indiqué en minorant, dans la derniere intégrale, 27 L(x)?¢ par
y(a_1)/2L(y)cl’(a+1)/2L(l’)c.

Le cas 0 < o < 1 releve de la méthode classique d’intégration complexe. Nous omettons les
détails, qui sont trés voisins de ceux de la preuve de lestimation (III-5-71) de [30] relative a la
somme analogue >, . A(n)/n?. Il est a noter que le terme F (o) est englobé par le terme d’erreur
lorsque o < %

La formule (3-24) découle immédiatement de (3-23) et (3-6). O

Par intégration de (3-23), nous obtenons une estimation de Hy(o,y) plus précise que celle du

lemme 3.5 de [2]. Rappelons que la fonction = a été définie en (2-39).

Lemme 3.6. On a, uniformément pour o > 0 et y > 2,

1 yl—a
3-25 — = log(wy logy) + Fo(co*) + E(wy) + O
(3:25) p{y: > = log(us logy) + Fo(r") + Z(wo) + 0750
ot o* := max(0,2/3) et
-0
Y -1

-2 - = —.

(3:26) U= T o) logy

En particulier, on a, uniformément pour y > 2 et 0 < o < 1,

(327 Z}% =1og2y+{1+0(L(;;)}/1w“ te'(t) dt + O(1)

= logy y + O(ws).

Démonstration. Lorsque 0 < o < 5 , nous pouvons écrire, grace a (3-23),

o(o,9) /Hlvydv—i-/ Hi(v,y)d

:L yldeFo() HO()+O( 1_0)

oo 1—v
y —Vdv 1
+ / 4 Ho(2) + 0( )
s 1- yL(y)°
2 1-v _ 1-0o
Y Y
= [ it Ry + o(4—).
/o 1- (@) L(y)°
Evaluons la dernitre intégrale en effectuant le changement de variable défini par (1—v)logy = &(¢).
Nous obtenons
2 yl—v -1
(328) | dv=E(w,) - Sus) + log(un f02).
En observant, d’une part, que wy = (1 — 1/y)/logy — et donc E(wz) < 1/y en vertu de (2:40)
— et, d’autre part, que le terme Fy(c*) est englobé par le terme d’erreur lorsque o < %, nous
obtenons bien (3-25).
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Il reste a traiter le cas o > % A cette fin, nous récrivons, d’apres (3-19), Iestimation (3-23) pour
v > 1 sous la forme

Hy(v,y) = [ + Hq(v) +O(g(7y)c).
11 suit, poura>%,
HO(U’y):/OOHl(y,U)dv:/OO yl_v(jv-f—HO(U)“‘O(g(;;c)
(3-29) . y -
OO e+ o 2
- qo Y loslo =D+ Ro) +0( o).

Nous avons
—log(o — 1) = log(w, logy) — log(1 — y' =)

= log(w, logy) +y* =7 + O (y*1 =)

we (11 t(0)E (1) e 1
/0 e ==l U)+/o {é(t) +t}dt
(wa) + log ’wag(wcr”

—2/ws
e 50 2)

et, grace a (2-38),

(1]

|
(1]

Il
(1]

Wo
(,wg) . ylfo + O(yS(lfa)/2).

Il
(1]

En reportant ces deux estimations dans (3-29), nous obtenons bien (3-25). O

3-4. La fonction de Dickman

La théorie des entiers friables fait fondamentalement intervenir la fonction de Dickman, tradi-
tionnellement désignée par la lettre o et définie comme 1'unique solution continue sur [0, 00| et
dérivable sur |1, 00[ de 1’équation différentielle aux différences

vo'(v) +o(v—1)=0

avec la condition initiale p(v) = 1 pour 0 < v < 1.1 Nous posons o(v) = 0 pour v < 0 et
prolongeons toutes les dérivées de ¢ par continuité a droite sur R. Nous introduisons également la
dérivée logarithmique

_=0(v) _olv-1)

(3:30) r(v) = o)~ valo) (v>0).

On peut établir facilement (voir par exemple le corollaire I11.5.8.3 de [30]) que
1+1o
(3:31) r) =€) +0(—2%) @z,
v
et I'estimation plus précise
(3-32) r(v) = £(v) + O(1/v),

est établie au lemme 3.7 de [3].
D’apres le théoréme I11.5.7 de [30], on a

(3-33) o(s) := /000 e "o(v)dv = exp{y + I(—s)} (seC)

st
i(s)= [ Sl
t
0

ou

9. Voir notamment (4-7) infra.
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Avec ces notations, la formule d’Alladi-de Bruijn (voir par exemple le théoreme I11.5.8 de [30])
s’écrit

1)}e—vf(v)§( —£(v)) w>1)

v 27/€(v)
et on déduit aisément de cette formule, de (2-:37) et de (3-32) que

o(v) = 8( —r(v))e™" /o

o(v) = {1 —|—O(

(334) _ e—vr(v)+v+0(v/ log(v+1)) (U > 1)

La fin de ce paragraphe est consacrée & deux estimations de p(s) lorsque s = —r(u) +i7, |7] < 1.
Lemme 3.7. Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour u > 1, s = —r(u) + 47, |7| < 1, on ait
(335) s0(s) < r(w)a(—r(u))e T

Démonstration. L’estimation annoncée découle trivialement de celle du lemme I11.5.8.2 de [30]
lorsque la partie réelle de s est choisie égale & —£(u) au lieu de —r(u). On vérifie aisément que la
démonstration donnée dans [30] reste valable sans changement dans le cas énoncé. O

Lemme 3.8. Pouru > 1, s = —r(u) +ir, |7| <u"/3, on a
0(s) = {14+ 0 (r(1 + 7u)) }o(—r(u)) exp { —itu — $7%u(1 — 1/&(u)) }.

Démonstration. Le résultat indiqué est obtenu par un développement de Taylor de I(—s) & Pordre 3
grace aux évaluations

e — 1
I'(r(u) = @ u+0(1),
r(u) — 1)e"®
) = TSI s e + o)

I (r(u) +i1) < u,
qui résultent aisément de (3-32). O

3-5. Estimations de crible

Posons
(3-36) Np(t):= > 1
n<t
(n,m)=1

et définissons R,,(t) par I'identité
N(t) = t{e(m)/m + Ry (t)} (¢ >0).

Les estimations suivantes du terme d’erreur R,,(t) constituent un point de départ indispensable
pour notre étude de ¥, (z,y). Elles remplacent avantageusement la majoration classique, obtenue
par inversion de Mobius,

(3-37) IR ()] <2/t (t>0)

au moins lorsque t < 29(M)1+4/Wm),

Lemme 3.9. On a uniformément pour m entier, m > 1,

M) 4164 Wo) (1 > wo(m) 4 1),
1 (0<t<w(m)+1),

ou Wy, désigne la quantité définie en (2-3).
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Démonstration. Soit k > 0. Nous observons d’abord que I'on a

P /Wi | (/1050 wlm
(3-39) Rn()<{ m {t + } (t>w(m)+1)

t=1/Wn (t>0)

olt I'on a posé Wy, := 1(6 + W,,). La premitre estimation (3-39) coincide avec celle du lemme
de [29]. Pour établir la seconde, nous faisons appel a la majoration (4-12) de [6] sous la forme

Ry (1) < 7Y War (£ >0)
pour

mg := H pY.

v

pY[lm
pLw(m)+1
Cela implique
> “ Riy (t/d)
d|lm/mg
- 1 «

_1/W'm JE— _1/W'm

<t 11 (1+p171/W;) <t .
p|m
p>w(m)+1

La relation (3-38) est clairement conséquence de la premiére majoration (3-39) avec k£ = 5 lorsque
t < eWn/25 Dans le cas contraire, la seconde majoration fournit

=4/ (6+ W)

< p(m) 44/ (6+ W)

R, (t 14/ (6+Win) —W2 /(1504+-25W,,)
(t) < e < -

O
Le résultat suivant renforce légerement la premiére estimation de (3-39).

Lemme 3.10. Soit a €]0,1[. II existe une constante b = b(a) > 0 telle que, pour m > 1,
t > w(m)+1, on ait

) p(m) —(1—a)D —by/log t log, (2t)
(3-40) R,(t) < o {D +e }

ou D := (logt)/log{w(m) + 2}.
De plus, sous les conditions y > 2, P(m) <y, u > 2, on a

(3-41) R, (y") < %{uf(lfa)u + yibu}.

Démonstration. Soit ¢ > 0 un parametre que nous choisirons suffisamment petit par rapport a a.
Ainsi qu’il a été remarqué dans [29], la majoration classique issue du crible de Brun permet de
supposer

(3-42) t > (w(m) 4+ 1)1,

Nous appliquons ensuite le lemme fondamental du crible combinatoire sous la forme énoncée

dans [5]. Notant
II »

p|lm
Pz

nous avons, uniformément par rapport a z > let v > 1,

(3-43) Ny, (t) = t(pEZZ) {1+0(w™1=9")} +0(z").
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Siz>zw(m)+1,ona

o< £ _em) )y gy men)

m, m m mz

De plus, sous la méme condition, la formule d’inversion de Mébius permet d’écrire

2
0N )~ N = 3 N, (B) <0 3 HD
M G
1
:t{ 1_/[ (1+5) —1}<<t@.
pim/mz

Grace a la majoration classique 1 < ¢(m)log{w(m) 4+ 2}/m, nous obtenons ainsi lorsque
zzwm)+1,v>1

(3-44) Nonlt) = t@p £ 0utmow 4 ) 1°g(:’(m) L 4o,

Pour le choix des parametres

z:= (w(m) + 1){w(m) + eVlogtlos, 2t}c, vi=(1- c)lo—gt

log 2’

nous avons z > w(m)+1 et, en vertu de (3-42), v > 1. En choisissant ¢ de sorte que (1—c¢)? > 1—a,
nous déduisons bien (3-40) de (3-44).
Pour établir (3-41), il suffit de spécialiser, dans (3-43), z = y et v = (1 — ¢)u ou c¢ satisfait a

1-¢)?!>1-a. O
Les deux résultats suivants peuvent étre considérés comme une estimation de crible en moyenne.
Nous rappelons la notation (2-4), soit ¥, := W,,,/logy.

Lemme 3.11. Pour 1 < u < (logy y)? et w(m) < \/y, on a

(3.45) | 1t av < By
0 m

et

(3-46) / | Ry (y?) ] ™ dov < @% w2,

Remarques. (i) Nous n’avons pas cherché ici a optimiser les exposants 2 de (3-45) et £ de (3-46) : au
prix de quelques complications techniques, ils pourraient étre respectivement remplacés par % +¢
et 1 — e pour € > 0 arbitrairement petit.

(ii) Les estimations (3-45) et (3-46) sont plus précises mais analogues & celles des lemmes 13 et
14 de [34], qui auraient suffi & nos présentes applications. Nous avons cependant choisi de présenter
ici une courte preuve autonome pour le confort du lecteur et en vue de référence ultérieure.

Démonstration. Lorsque y est borné, les estimations annoncées résultent de (3-37). Nous pouvons
donc supposer y assez grand et par conséquent

logy 1 1
4 A= BY 90— )15
(3:47) log{w(m) + 2} JrO(logy) 8

Nous commengons par établir la majoration

(3-48) /ﬁ R ()] dv < @ﬁ (0> 0,).
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On a en effet

/019 R ()] dv < /019 {M + Nm(yv)}dv

m yv
3-49 1 1
(3-49) <My > -
m logy n
nLy
(n,m)=1

On obtient (3-48) en observant que la derniére somme en n n’excede pas

H (1+1/p) <« m1910gy.
p<y”’ "
ptm

Nous déduisons ensuite de (3-48) et (3-31) que la contribution de 'intervalle [0, u3/°] & I'intégrale
de (3-45) est majorée par le membre de droite.
Lorsque u?/® < v < u nous pouvons écrire, grace & (3-40) avec a = 1/15, (3-47) et (3-31),

Rm(yv)evr(u) < (pgzl) {()\U)714)\v/15 +e7\/vlogy }evﬁ(u)JrO(logu)
< (p(m) )\—71}/4u—(211}/20)+v+0(v(10g2 3u)/ log 2u)
m

< M < Mﬂm
mA m
Cela implique bien (3-45).
Pour établir (3-46), nous évaluons I'intégrande en appliquant (3-40) si v < v < logy, et (3-41) si
v > logy. Nous obtenons apres calcul

(3.50) |Rm(y1))|ev7'(u) < (P(m) ﬁme—Svr(u)/Q (U > u)
m
Cela implique immédiatement (3-46). O
Notons

(3-51) B =By =1

et posons

F(z) = /00 1P AR, (t).

Lemme 3.12. Pour 1 < u < (logyy)?, m > 1, w(m) < /y, on a
Fm(yu) < gm(ﬂ)ﬁm w3,

Démonstration. Le résultat annoncé est, apres intégration par parties, conséquence immédiate de
(3-46), (3-50) et de la minoration issue de (3-27) et (3-6)

eO(u)

logy

gm(B)>exp{ = > 10’} >

PLPw(m)
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3-6. Estimations relatives a gm/(s)

Nous commengons par un lemme concernant les dérivées logarithmiques de g,,. Nous posons

’Ym(S) = IOggm(S) (U > 0), Zm = Pw(m)>s

ou pj désigne le k-ieme nombre premier lorsque k > 1 et py := 2.

Lemme 3.13. On a uniformément pour 0 < o <1 et Res =0

l—0 _ 1
i (8)] < Yo (0) € ,
(2177 —1)log 2,

"Y&(SN < |7;7/’L(U)| < (1—z7)2(1 — 0).

Démonstration. On a

lo log p)?p*

(s = X 2B at(s) = - 3 B

plm plm

Le module maximal de ces fonctions sur une droite verticale d’abscisse o > 0 est donc atteint en

s = 0. De plus, comme les fonctions ¢ +— (logt)/(t — 1) et t — t(logt)?/(t — 1)? sont décroissantes

pour ¢t > 1, nous obtenons des majorations de |/, (0)| et |7/ (¢)| en choisissant comme domaine de

sommation ’ensemble des nombres premiers n’excédant pas z,,. Le résultat annoncé découle alors

du lemme 13 de [16]. O

Les trois lemmes suivants concernent la fonction g,,(s) et ses dérivées. Le premier et le troisieme

sont des versions amendées de certains énoncés de [34]. Nous rappelons les définitions (2-4) de ¥,
et (3-51) de 8.

Lemme 3.14. Soit € > 0. Sous les conditions

(logz)** < y < , 7] < ul/%logy’ w(m) < /v, o=« ouf,
on a
(353) (0 +i7) = gm(0){1 +im7;,(8) + O(7*(En log y)*) }
et
(3-54) vl .(0) < B logy, Y (0) < BV (logy)?.

Démonstration. Traitons par exemple le cas o = (3, les formules relatives a ¢ = « étant obtenues
de maniere similaire. Nous avons, d’aprés le théoréme des accroissements finis,

(3:55) 9 () = gm(B) exp {iT,,(B) + O(r*7,5,(8)) }-
Lorsque (logz)'** <y <z, w(m) < /g, le Lemme 3.13 fournit
eUmr(w) {ulog(u + 2)}9m

— < Uy
I () < BT O log(u + 2)
eﬂmr(u) -1

I ()

oll nous avons utilisé le fait que la fonction z — (e* — 1)/z est croissante sur R* et fait appel a
(3-31) sous la forme

Yo (B) € Uy logy = B, logy,

Y (B) < (U log y)? < B (logy)?,

(3-56) r(u) < log{ulog(u +2)} + O(1).

Comme on a 7/ (B8)r> < 1 sous les hypotheses effectuées, un développement limité de

Pexponentielle dans (3-55) permet de conclure. O
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Remarque. La premiére partie du Lemme 3.14 précise et rectifie le lemme 5 de [34]. Nous notons en
premier lieu que I’énoncé de Xuan est incorrect parce qu’il n’y précise pas la condition sur y. C’est
sans conséquence pour la suite car le lemme n’est effectivement utilisé que pour y > (logx)!*e.
Cependant, une autre imprécision, beaucoup plus sérieuse, apparait dans la majoration de +/, (5)
donnée dans [34], qui repose implicitement sur l'idée que la condition w(m) < /y impliquerait
Y < % Or, on ne peut pas déduire de I’hypothese une estimation plus précise que

(3:57) Om < 5+ {logoy + O(1)}/ logy,

comme 'atteste 'exemple m = H1<j<\/ypj ol p; désigne le j-eme nombre premier. On a, pour ce
choix de m,
/ (6) - ﬂm IOgy
TmiAP) = log(u + 2)

alors qu'’il est énoncé dans [34] que

{ulog(u + 2)} 7 tlosz/logy

U logy

fog(u 1 2) (1080 + DH

Y (B) <

La quantité u!'°%2¥/198¥ p’étant pas nécessairement bornée dans le domaine considéré, le résultat
de [34] est clairement en défaut.

Lemme 3.15. Sous les conditions

(3-58) r2y =22, wim) <Ky,
on a
(359) ¥ (a) < (Enulogy/m)’ (5 =1,2).

Démonstration. Lorsque y > (logz)?, les estimations (3-54) et (2-10) impliquent immédiatement
(3-59). Nous pouvons donc nous placer dans le cas 2 < y < (logz)2. D’aprés (3-52), (3-3) et (3-12),
nous pouvons alors écrire,

1
v (@) < ed=IWm (1 + )

aW,,

(3-60) 9 (1-) (1 ) ~ (T log )P (1 1 )
<Y + ad,, logy/ — (wlog y) + avy, logy
< Enu(logy)/a.

De méme,

1 2 FE,ulo 2
" (=)W 117 (1 7) (77“ gy) .
Ym (@) < e m(ltg) < =
O
Lemme 3.16. Sous les conditions
2 r(u) .
(3-61) (logz)* <y<z, wm) <y, B=1- , 8= B +1ir,

logy

il existe une constante Cy telle que I'on ait

(362) (s) Gm(B)eCoVeTWn)® si |7 < 1/logy,
. gm(s) K
gWL(B)W,iteC‘)‘/a si|r] > 1/logy.

Remarque. Ce résultat précise et rectifie les lemmes 7 et 8 de [34], qui omettent la nouvelle, et
indispensable, condition sur .
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Démonstration. La premiére estimation (3-62) résulte de (3-55) et de la majoration v/ (8) <
W2 \/u, qui est elle-méme conséquence de (3-54). En effet, dans le domaine (3-61), on déduit de
(3-57) que

E,  {ulog(u+ 2)}0m < \/ﬁ(logx)(lo& y)/logy < i

3-63 =
(3:63) Um 1+ Iy log(u +2) log(u + 2)

La seconde majoration découle, toujours sous ’hypothese (3-61), de I’estimation

1 1
m(s)| S ——= < exp -3
l9m (o)1 gm(B) { <Z pﬁ}
(3'64) PXPw(m)

{ulog(u + 2)}197" O(ﬁ)
< Wi exp {O ( 1+ Yy, log(u + 2)) } < Wine ’

issue de (3-27), (3-56) et (3-63). O

Lemme 3.17. Il existe une constante absolue bz telle que, pour toute constante positive ¢, sous
les conditions

(365) z>y>2 Pm)<y, 1<d<z/y, wm)<y/(logy)’,

et avec les notations t := (logd)/logy, oy := a(y*~ %, y) = a(x/d,y), on ait

(3-66) gmles) (1 - tz> _Cu_bgﬂ{l + O(’E—m) }

gm(@) u2 + U

Démonstration. Commengons par établir I’estimation

gm () u+1
. 1 1 _ 1 < .
(3-67) Og(gm(a)><<Em og<u+17t) (y > logz out < u/2)

A cette fin, nous observons que, d’apres (3-59),
(3-68) T(0) < (a) < Bpu(logy) /i (a<o<1).

Nous pouvons donc écrire

(3-69) log <Zﬂ;((it))) = /:lt Yo (o) do < (o — a)Emul(%gy.

Pour établir (3-67), il suffit donc de montrer que 'on a sous les hypotheéses indiquées

m u+1
: - log ( ).
(3-70) ap—ak wlogy S G

Or, d’apres (5-3),

v odo
ap —«Q < 2 )
u—t U IOgy

ol nous avons posé ¥ = min(v, y/ logy). Cela implique trivialement (3-70) lorsque y > log « puisque
7 < v. Siy <loga, et done t < u/2, la majoration T < @ est suffisante puisque 'on a alors

/“ vdv . tu <<tﬂ g, ( u+1 )
— < —— < 5 =x-log(——).
et V2 u(u—t) T u? S\ur1—t

Montrons & présent que, dans son domaine de validité, la formule (3-67) implique (3-66).
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Considérons d’abord le cas ¢t < u/2. D’apres la Proposition 3.4, on a
(3-71) E, <Vu

sous I'hypothese (3-65). Soit alors A un parameétre positif. Si ¢+ < min(u/2, Au/v/a), et donc
tEm/u < 4 1, nous déduisons de (3-67) que

< exp{O4(tEn/u)} < 14+ O4(tE,, /u),

ce qui implique bien (3-66). Si Au/va < t < u/2, il découle de (3:67) et (3-71) qu’il existe une
constante absolue c¢7 > 0 telle que

gm () crtVu  ert?’u 1
1 < < <clog—m
% ( gm () ) U Auz S8\ 1T 2/ (u? + u?)

quitte & choisir A > 2¢7/c. Nous avons donc établi (3-66) lorsque ¢ < u/2.
Tournons ensuite notre attention vers le cas y > logx, t > u/2. Le résultat est une conséquence
triviale de (3-67) si u est borné. Si u est assez grand, il résulte de (3-67) et (3-71) que

log (ggz((f))) — 0(Vilogu)

1
_ 8 _
< Culog 7 < Culog (1_252/(/“2—'—“2)) .

Nous avons donc prouvé la validité de (3-66) lorsque y > logx ou t < u/2.
Dans le cas restant, i.e. lorsque y < logz et u/2 < t < u — 1, nous utilisons la majoration

(3-72)

R

Z logp o w(m) < Vu

! —
’Ym<0-)_ pgil = o o

plm

ou la derniere estimation découle du fait que, pour y < logz, on a
§=140(1/logy)

et donc, par (3:65), w(m) < /y/(logy)® =< /y/logy = vu. Il s’ensuit que

(3-73) log <9;Z((°z))) < Vilog (%)

D’apres (3-2), on a

aﬂogyxlog(l—i—%) (y<logz, 0 <t <u—1),

donc )
o u+u—=t t
RS s N L O I <logz, 0<t<u—
o' u+T u? + u? (y < logz, =),
En reportant dans (3-73), il suit
(3-74) log <gm(04t)> < Vilog <1> (y <logz, u/2 <t<u-—7u).
gm () 1—t2/(u? +u?)

Cette évaluation persiste en fait lorsque ¢ > max(u/2,u — u). En effet, nous avons d’une part, par

(3-75) log (g’"(a“‘“)> < flog( : ) < Valog (1>

gm (@) 1—t2/(u? + )
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et d’autre part, par (3-72), puisque u est grand,

_ 1
<eos (e )

En sommant (3-75) et (3-76), et en tenant compte de (3-74), nous obtenons bien la validité de
(3-66) pour y < logzw et u/2 <t <u-—1. O

Le lemme suivant fournit une majoration de |g,,(s)| en moyenne qui joue un role crucial dans
notre méthode. Le gain relatif & une majoration ponctuelle comme (3-62) se révele en effet
considérable.

(3-76)

Lemme 3.18. Il existe une constante ug telle que I’on ait uniformément pour ug < u < (logy y)3/2,
m =1, wim) <y, T >1,

T
(3-77) / |gm (B 4 7) |2 dT < T2

Remarque. On pourrait, si nécessaire, remplacer la condition u < (log, y)g/ 2 par

u < (logy y)?/(logz y)°
ol c¢ est une constante positive convenable.

Démonstration. D’apres le théoreme 1 de Gallagher dans [11], 'intégrale considérée est

(3-78) <T? / G (2: 82
0

ou l'on a posé

d
Gm,T(Z;B) = Z %
d|m
z<d<zexp{l/T}

Nous estimons Gy, 1(z; 8) grace au théoréme 5 de Montgomery et Vaughan dans [21], qui fournit
immédiatement, par sommation d’Abel,
1-p
z

G0V < Qg

Nous utilisons cette estimation pour z <Y avec

e {195 b (9} (5 ()

(z=1).

Comme

on a

Y Y
dz dz
Gm :B)? 1.
/0 7T(Z 5) <</0 1+Z(10g22)5/3_2/7r <
Pour estimer la contribution du domalne z > Y alintégrale de (3-78), nous remarquons que
Gmr(2 B) € 27 W(ez, pomy) < 2" Pe7? 18V 42712 (z =),

ou la seconde majoration résulte, par exemple, de 'exercice II11.5.6 de [30], dont la solution est
disponible dans [32]. Posons V := (logY")/W,,. Nous déduisons de ce qui précede que

= dz oo
/ Gm,T(Z;/B)Qi < Wm/ eT(u)v—Qvlogv dv + 1.
Y z v
Or, pour u < (log, y)*/?, on a
4 > (1Og2 y)/r(u) + 0(1) > u2/3/r(u) + 0(1) > e?”(u)/2.
Cela implique que 'intégrale en v est

< e VeV 1/logy.
Cela acheve la preuve de (3-77). O
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4. Entiers friables criblés : preuves du
Théoreme 2.1 et du Corollaire 2.2.

4-1. Estimation de ¥, (x,y) pour les petites valeurs de u.

4-1-1. Premiére réduction du probléme

Sous sa forme basique, la méthode du col fournit, pour ’évaluation de ¥,, (z,y), un terme d’erreur
relatif de lordre de 1/u. Pour obtenir des résultats plus précis, il est nécessaire d’augmenter la
taille du domaine d’intégration fournissant la contribution principale : c’est la version « indirecte »
décrite dans [28]. Dans le cas de la présente application, nous obtenons ainsi, pour chaque € > 0
et uniformément sous les conditions

>3, exp{(logy2)®*} <y<a, Pm)<y,  wlm)<

I’évaluation
(41) V(@) = An(@,9) + O (Uw,9)/{Le(m)gm(8)} ).

ol L. est définie en (3-1), 8 en (3:51), et ol 'on a posé

Ay () m x/(:og(u—v)dRm(y”) (x e R\ Z),

Alz+,y) (x € Z).

Cela résulte, en effet, des formules (5-4) et (5-5) de [6], et, par exemple, de (3-52).

Lorsque m = 1, la mesure dR;(t) = d([t] /t) recele peu de mysteére arithmétique. Partant, le
terme principal de de Bruijn A(z,y) = Aj(z,y) remplit pleinement son réle et la formule (4-1)
peut étre regardée comme un résultat final.

Lorsque m > 1, en revanche, les fluctuations de R,,(t) refletent des phénomenes subtils et un
travail supplémentaire est nécessaire pour dégager le comportement asymptotique de A,,(x,y).

C’est cette tache que nous nous proposons d’accomplir dans le présent paragraphe, ou le
parametre u sera donc borné supérieurement en fonction de y. Le cas complémentaire sera traité,
par application directe de la méthode du col, au paragraphe 4.2.

Nous définissons la fonction
Z(s) = (s =1)¢(s)/s
ou ¢ désigne la fonction de Riemann. Il est & noter que Z(s) est analytique dans le disque unité
ouvert.
L’énoncé suivant renforce le théoréeme 5 de [7], dont la démonstration comporte une imprécision
— rectifiée ici — dans le cas o u tend vers 1.
Lorsque m > 1, > y > 2, nous définissons implicitement le terme 7}, (x,y) par la formule

(4-2) U (2,y) = 20(w) Z(B)gm (B){1 + Tm(z,y) },

ou f:=1-r(u)/logy.

Les définitions présentes de Z et [ ne correspondent exactement pas & celles de [7] mais sont
plus maniables dans le cadre développé ici. Nous rappelons également la notation (2-4), soit
O = Wi/ logy.

Proposition 4.1. (i) La majoration

92 1/(Wy+6)
(43) To(@,) < 2 4+ 9 log(u + 1) ()
a lieu uniformément sous les conditions
(4-4) x>3, exp{(logyz)”*} <y<a, Pm)<y, w(m)<y"/ s+,
(ii) On a
E,(1+E,,

(4-5) T (7,y) < En(1+ ) : ),
uniformément sous les conditions

log
(4'6) =3, exp {W} <y<uz, P(m) <, w(m) < \/g
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Remarques. (a) Le majorant de (4-3) est < 92, /u + ¥,,e”% dans le domaine (4-4). 11 est donc
constamment d’un ordre au plus égal & celui de (4-5), qui, d’apres (2-10), est > ¥, /u.

(b) Il est & noter que, pour m = 1, la relation (4-3) fournit, dans le méme domaine de validité,
un renforcement de la formule asymptotique de Hildebrand

(c) Dans son domaine de validité, la Proposition 4.1 précise le théoreme 1 de [34].
(d) Seule l’assertion (ii) de la Proposition 4.1 est nécessaire pour établir le Théoréme 2.1.

Avant d’entamer la démonstration de la Proposition 4.1, vérifions que cet énoncé implique le
Théoréeme 2.1 dans la réunion des domaines (4-4) et (4-6).
Nous allons méme, sous la condition (4-4), déduire de (4-3), la formule

(4-8) o (2,y) :gm(a)\lj(x7y){1+0(197m>}

qui est plus précise que (2-7) puisque E,, > 9,,. A cette fin, nous observons d’abord que

= pearo()

en vertu de (3-3) et de (3-32). Or, on déduit de (3-52) que 'on a, sous la condition (4-4),
(4-10) T (0) K 10g 2 = Wiy
lorsque min(a, 8) < o < 1. Il s’ensuit donc que

gm(a) - gm(/B) < gm(a)Wm/log:L' = ﬁmgm(a)/u'

En reportant dans (4-2) et en tenant compte de (4-9), nous obtenons bien (4-8).

4-1-2. Preuwve du Théoréme 2.1 pour les petites valeurs de u

Nous consacrons ce court paragraphe a vérifier que la Proposition 4.1(ii) implique bien, dans son
domaine de validité (4-6), I'estimation (2-7) du Théoreme 2.1, soit

U (z,y) = gm(a)\ll(gc,y){l + O(Em(l + Em)/u)}

En comparant la formule générale (4-3) & son cas particulier obtenu pour m = 1, nous voyons qu’il
suffit d’établir que, sous les conditions (4-6), on a

gm(B) = gm(a){l + O(Em/u)}

Or, cette estimation résulte aisément des formules (4-9), (3-54) et (3-63). Nous omettons les détails
calculatoires.

4-1-8. Seconde réduction.

Nous commengons par montrer que le terme d’erreur de (4-1) est acceptable : la contribution de
A (z,y) sera évaluée dans un second temps.
11 suffit de minorer g,, (/). Sous les conditions (4-4), nous déduisons de (3-52) que

(4-11) 9 (B) = gm(1) > 1/W,,.
Sous ’hypothese (4-6), nous avons d’apres (3-64)

Ainsi, g,,(8) > L.(y)~'/? dans les deux cas. Comme Z(8) < 1, nous en déduisons que le terme
d’erreur de (4-1) est bien compatible avec celui de (4-5) et (4-3).
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Nous devons ensuite évaluer A, (z,y). Nous observons d’abord que la formule (4-17) de [6] permet
d’écrire

/ T AR (") = g (B)Z(B).

Il s’ensuit que

(413) Am(xvy) = xQ(u)gm(ﬁ)Z(ﬁ) +me(x,y)
Vin(way) = [ {olu—v) — o(w)e™ ™"} dRpu(y")
(4-14)

07
= Ry (z) + /000 {o'(u—v)— g'(u)er(")”}Rm(y”) dv.

Nous avons ainsi réduit la démonstration de la Proposition 4.1 a une évaluation adéquate
de V. (x, ).

4-1-4. Preuve de la Proposition 4.1(i).

Nous observons d’abord que le Lemme 3.9 permet de montrer que la contribution du terme
R,,(x) au membre de droite de (4-13) est compatible avec le terme reste de (4-3). En effet, comme
y est grand, I’hypotheése w(m) < y'/1°8(4+2) implique = > w(m) + 1 et

logy 3logy
4-15 6+ W, < —————— ) ——M—.
(415) W log(u + 2) (1) 2log(u + 2)
Nous déduisons donc de (3-38) et (4-11) que, lorsque w(m) < y'/1o8(u+2),

R, (z) < @e—%u(log ut2) =20/ (6+ W)

gm (B)o(w) 97,

u

(4-16)
<

Il reste & évaluer Dintégrale de (4-14). A cette fin, nous estimons R, (y*) & 'aide du Lemme 3.9.
L’autre facteur de l'intégrande releve de la formule (6-3) de [7], que nous écrivons sous la forme

(u)ver(u)v

(4-17) o' (u— ) — o (w)e" v <« & {1+vlogu+1)} (u>1,0<v<u—1).

Dans [7], cette formule est donnée pour le domaine v > 1, 0 < v < w. Cependant, la réduction
indiquée du domaine de validité est nécessaire pour tenir compte de la discontinuité de ¢'(¢) en
t=1.

Dans un premier temps, montrons que

(4-18) /Ool o' (w)e*™ ™ Ry, (y*) dv < g (B)9mo(u) log(u + 1) (y) e

z
Si u —1 > ¥, nous avons grace a (3-38)

/ Q/(u)evr(u)Rm(yv)dv < Ql(u) QO;ZL) / ev{r(u)—4logy/(6+Wm)} dv.
u u—1

—1
D’apres (4-15) et I'inégalité r(u) < 2log(u + 2) établie au lemme 6.2 de [7], on a
410g y/(ﬁ + Wm) - T(u) 2 IOg y/(6 + Wm)v

ce qui implique bien (4-18) dans ce cas. Si u — 1 < ¥y, alors (z/y)"/Wm+6) < 1 et les calculs
précédents montrent que la contribution a l'intégrale de (4-18) du domaine v > 9, est bien
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majorée par le membre de droite. Nous évaluons la contribution complémentaire grace & (3-48) :
elle est

Om m
<) [ IRl v < ol togu-+ 120, < g (D) loglu -+ )0

Cela acheve la preuve de (4-18).
Etablissons ensuite I'estimation

(419) [ ) - e R ) o < Lm0
D’apres (4-17), le meombre de gauche est
< %u) /u—l ver(“)“|Rm(y“)|{1 +vlog(u+ 1)} do.
D’apres (3-49), la contribution d?l segment 0 < v < 9, est
< Vmp(m)o(u) {140 logu+1)} < Imp(m)o(u)
mu mu

L’intégration de la premiére majoration (3-38) pour R,,(y") fournit aisément que la contribution
complémentaire n’excede pas le membre de gauche de (4-19). O

4-1-5. Preuve de la Proposition 4.1(ii) : lemme fondamental.
Nous introduisons les fonctions

Cm(s) = gm(S)C(S), Zm(s) = gm(S)Z(S) = gm(s)(s - 1)((8)/5

La premiere étape de la démonstration est formalisée dans I’énoncé suivant.

Lemme 4.2. Il existe des constantes ug > 1 et ¢ > 0 telles que 'on ait, uniformément pour (x,y)
satisfaisant (4-6) et u > o,

efur(u) 1
Vi) = g [ e r0) + )25+ 1) ~ Zn(3)}
(4-20) moJa

+ O g () mo(w)eer/ o),
ot l'on a posé f:=1—r(u)/logy et 7, := 7/logy.
Démonstration. On a pour ¢ # 0,

0= [ e
o(t) = — o(s)e*® ds.
2mi —r(u)+ioco

Lorsque t = 0, le membre de droite vaut % On peut donc appliquer cette formule avec ¢ = u puis
t = u — v et insérer les résultats correspondants dans l'expression (4-14) de V,,(x,y). Comme on
a, pour s = r(u) +ir, |[r(u)| < logy,

(4-21) / ™ dF, (y°) = / e ARy (") = Zm(1 — sy)

ot l'on a posé s, = s/logy, il suit

1 —r(u)+ioco

Vi) = 5 )™ (Zn(1+ 5,) — Zn(6)} s
T J—r(u)+icco

e—ur(u) < .
= on /_ o( = r(u) +47)e ™ Zm (B + iTy) — Zm(B)} dT.

Par ailleurs, nous déduisons de (4-21), grace a une intégration par parties, que
/Oc & Fy(y?) do = 2L ¥ &) = Zn(B)
0

iT
d’ou, d’apres la formule d’inversion de Fourier,

1 /°° Zm(B +i1y) = Zm(B)

2 T

I’intégrale étant semi-convergente.

(4-22)

(4-23) F.(y") e dr,

— 00
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11 découle de (4-22) et (4-23) que

—ur(u) 00 it ) — ]
(4-24) Vin(z,y) = c {Fm(l‘) +/ Zm(B+ y) Zm(B) I(1)e™” dT}.

21 iT

— 00

avec

I(r) == iro(—r(u) +ir) — 1.

La quantité F,,,(z) est majorée grace au Lemme 3.12. Nous obtenons que sa contribution peut
étre englobée par le terme d’erreur de (4-20).

11 reste donc a évaluer U'intégrale de (4-24) et nous commengons par estimer la contribution des
grandes valeurs de 7. A cette fin, nous employons la formule

(4-25) s0(s) = exp{ B /ss+oo e dv} R O(w)

v S S

valable pour Re s = —r(u), |Sms| > 1 + ur(u). Cela implique

(4-26) 9(r) =

e (W=iT 4 p(y ur(u ur(u
T )+0(1+ ( ))<< HT W 7 > 1+ ur(w),

—iT T2

La contribution & P'intégrale du domaine |7| > T := (logy)? est donc

(a-27) < am(@Wieow® LD a7 < g, (3002, o,
T T
ot I'on a utilisé (3-34), le Lemme 3.16 et I'évaluation classique(!?)
2U ‘
(4-28) / IC(o +ir)|? dT <00 U (U>1,max(1,1-1/j) <oo <o <1)
U
avec j = 1.

Examinons ensuite la contribution du domaine VT :=logy < |7| < T. On a clairement

ur(u)—u/2
(4,29) / |Zm(ﬂ)'l9(7—)| dr < gm(ﬂ){l +ur(u)} < gm(ﬂ)g(u)e .
VT<|r|<T 7| logy logy
De plus,
/ | Zm (B + i1,)9(T)| ©
VT<|7I<T kd
1 logy .
< / Zm(B+ib)]
logy /1 12
1 logy i) Gm it
(4:30) < / (B + itlgm (B +it) 4,
logy Jy t

([ ) ([ a0 )
logy 1 $3/2 1 $5/2

o1 /1 lgm (B + D2 "
logy \ 1 t5/2 ’

ou nous avons utilisé (4-28) avec j = 2. D’apres (3-77), on a de plus

/ 8y |g,, (8 + it)|2
1

1 o
0<k< (log, y)/ log 2 2

10. Voir, e.g., [33], théorémes 7.2(A), 7.5, 7.7 et le théoréme de Hardy—Ingham-Pélya p. 149.
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Nous avons donc montré que

) 1
/ |Zm(ﬂ + ZTy)ﬁ(T)‘ dr < < gm(ﬁ)ﬁmg(u)eur(u)—u/27
VT<|r|<T kd logy

ou la derniére estimation résulte de (4-12) et (3-34).
Considérons maintenant la contribution du domaine 1 + ur(u) < |7| < logy & lintégrale de
(4-24). On a

logy - o )
/ Zm(ﬂ—’_m—y) Zm(ﬁ)ﬁ(’r)e“”— dT
14ur(u) v
logy iuT 1
:/ AT o ity Z},(B) —Tj/ (1=1)Z,, (8 +it)dt
1+ur(u) T 0
7! logy )
(4-31) _ 1:g(§) / 9(r)e dr
14ur(u)
1 ! " logy i
S 1—thﬁ+it/ TO(T)e"™ " dr dt
(logy)2 /O ( ) ( ) max(1+ur(u),tlogy) ( )

<

ZnB) v /1|Z&(5+it)|dt
logy (logy)? Jo 1+tlogy

ot 'on a estimé les intégrales en 7 par la seconde formule de la moyenne apres insertion de (4-26).
On a pour s = r(u) + i1, r(u) < logy

(4-32) /000 e Ry (y?) do = Im(1) — Zp (1 — sy).

S

D’apres le Lemme 3.11, il suit donc

gm(L) = Zm (B + it)
r(u) —itlogy

2u2/3

(4-33) < g (D)0 <€ g (B)9me

Afin de références ultérieures, notons que cela implique la majoration suivante, valable lorsque
r(u) <logy, [t| < {1+ ur(u)}/logy,

(4-34) | Zon (B + it)| < g (B)e*"”.

Comme 4 ,
ZD (B +it) < (Opulogy) | Zm (B + it)]

pour |t| < 1et j =1, 2, nous en déduisons que

ZnB) v /1 |Zm(B+it) |,
logy (logy)? Jo 1+tlogy

1
+tlogy
9 3u?/3 ] 193 3u2/3/ T'(U)
< gm(ﬂ) mlu e +gm(ﬁ) m€ o L+tlogy

< G (B)Ime’™””’.

En reportant dans (4-31) et en utilisant (3-34), nous obtenons donc

/ L5y 7 (B +iry) — Zm(B)
1

D) T < g (B)mo(u)e =2,
Fur(u) 1T

11 reste a évaluer la contribution du domaine 1 < |7] < 1+ ur(u) & lintégrale de (4-24). En
utilisant la majoration

o(—r(u) +i1) < p(—r(u))e /18w (4 > 2)
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établie par exemple au lemme I11.5.8.2 de [30], nous obtenons

/1+m<u> Zm(B+iTy) — Zm(ﬂ)ﬁ(T)eiuT dr
1 7;7'
14ur(u) uT Ty
:/ MdT/ 7! (B + it) dt
1 T 0

14ur(u) 7.9(7')6““— 4t
T
=

{1 +ur(u)}/ log y
/ Z, (B +it) /

0 max(1,tlog y)

< g (B)92,0(—r(u))e~ v/ (os u)?

Enfin, nous déduisons de (4-34) et de (4-33) que

1 Zm(ﬁ‘i‘l'ry) _Zm(ﬁ) ] 1 eiuT Ty , .
T dr = Z t)dtd
/0 : e dr /O . /0 (B +it)dtdr

1T 1T
<L Vmgm (ﬁ)ueguzﬂ"

< Vg (B)e"™ =42 p(w).

Cela acheve la démonstration du Lemme 4.2. O
4-1-6. Preuve de la Proposition 4.1(ii) : complétion de ’argument

Soit ug la constante apparaissant au Lemme 4.2. Nous pouvons aisément disposer du cas
(4-35) u<uy, wlm)< /.
En effet, sous cette hypothese, on a E,, < 9,,, donc (4-5) équivaut a

U (2, y) = 20(w) Z(B)gm (B){1 + O(9m) }.

Or, le théoréme de [29] fournit précisément cette estimation puisque 'on a dans ces circonstances
B=1+0(1/1ogy), et donc gm(8) = {1+ O(m) bip(m)/m.

Compte tenu de (4:13) et (4-20), nous pouvons donc nous restreindre & estimer l'intégrale de (4-20)
sous les hypotheses (4-6) et u > ug.

La premiére étape consiste & majorer la contribution du domaine u=/3 < |7| < 1 & I'intégrale de
(4-20). Nous pouvons, par symétrie, nous limiter au cas 7 > 0. La quantité considérée vaut alors

—1/3

(4-36) b

1/logy 1 ]
= / Z! (B +it) / o( —r(u) +ir)e™ drdt
0

to

ott 'on a posé to := max(u~'/3,tlogy). On a pour |t| < 1/logy et sous les conditions (4-6)

Zy,(B+it) < Zyn (B + i) {1+ 71, (8)} < g (B)eVH W) B, logy,
d’apres (3:62) et (3-54). On a trivialement E,, logy < W,,u. En faisant appel a 'estimation (3-35)
pour 9(s), nous obtenons donc lorsque |t| < 1/logy, T € [to, 1],
2

s |20, (B8 + i) 5(—r(u) + )| < gon (B)Winud(—r (1) )eCov & (Wrn)* —cuts
TE€[to,1

& g (BYWonud(—r(u))e~ 704 e CovulWi, — g eullog y)*)*

< gm(/B)WmZ)\(ir(u))eiécul/g.

En reportant dans (4-36), nous obtenons une estimation largement suffisante.
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Nous évaluons la contribution du domaine |7| < u~'/3 & I'intégrale de (4-20) en effectuant un
développement limité de 'intégrande. Le Lemme 3.14 implique en effet, sous ’hypothese effectuée,

Zm(ﬂ + iTy) - Zm(ﬁ)

={gm(B +i1y) — gm(B)}Z(B) + gm(B +im,){1Z(B +ity) — Z(B)}
= gm(ﬁ){”y'}’;n(ﬂ) + O(T2E72n + |Ty|)}

Or, le Lemme 3.8 fournit, dans les mémes conditions,

2

e p(—r(u) +ir) = {1+ O(r(1+ 7%u)) }o( — r(u))e " /2,

ou l'on a posé w := u — u/é(u). En rassemblant nos estimations, et en faisant appel a (3-34) et
(3-54), nous obtenons

w-1/3
e ur(u) / e"To(—r(u) + iT){Zm(,B +i1y) — Zm(ﬁ)} dr
(437) Tue ~1/3
= gn(@ea [ e iny,(8) + OR)} du,

ou l'on a posé
R:= |1yl + T*Ep(1 + Ep) + urEpy,.

La contribution du terme en 7,7,,(«) étant nulle par symétrie, nous déduisons que le membre de

gauche de (4-37) est
o(u)gm (B) { Vu
U logy

ce qui termine la démonstration de la Proposition 4.1. a

< +Em(1+Em)},

4-2. Estimation de ¥, (x,y) pour les grandes valeurs de u.
Nous nous proposons ici de compléter la démonstration du Théoreme 2.1 en établissant la formule

(2-7) dans le domaine non couvert par la Proposition 4.1.
Nous avons établi au §4.1.2 que la Proposition 4.1(ii) permet de disposer du cas

(4-38) 1<u< (logy2y)%?,  wim) < g

De plus, ainsi qu’il a été observé dans la remarque (a) qui en suit I’énoncé, la Proposition 4.1(i)
prend en compte le cas

(4-39) w< Le(y),  w(m) < y/ et

Nous pourrions done, en toute rigueur, nous limiter & la situation ot ni (4-38), ni (4-39), ne sont
réalisées. Cependant, la méthode analytique que nous employons fonctionne sous les conditions
moins restrictives

(4-40) u > (log, 2y)%/?, w(m) < \/y.

Comme il pourra étre utile, dans d’autres contextes, de disposer d’une description précise de la
technique dans son champ naturel de validité, nous considérons dans ce qui suit ’ensemble du
domaine (4-40).

Nous pouvons clairement supposer, sans perte de généralité, que 'entier m est sans facteur
carré. Nous observons également que, lorsque y est borné, le Théoreme 2.1 découle trivialement de
Iestimation

(4-41) Uy (2,y) = (log )™ 7™ (2 <y <o, P(m) <)

et de l’évaluation (3-2). Cela nous permet donc, dans ce qui suit, de supposer que y est
arbitrairement grand.
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Nous employons, pour la série de Dirichlet (,(s,¥) = gm($)C(s,y), la méthode du col telle
qu’elle est développée dans [16] pour le cas m = 1, en choisissant 'abscisse d’intégration égale
& a(z,y). Cela représente un certain décalage par rapport au choix optimal, dépendant de m,
mais facilite la comparaison avec ¥(z,y). Comme la démarche est identique a celle de [16], nous
renvoyons librement & ce travail pour certains détails calculatoires et focalisons notre attention sur
les difficultés nouvelles induites par la présence du parametre m.

L’étape initiale consiste en une majoration adéquate du rapport ¢, (s,y)/¢m (@, y) dans un large
domaine en 7 = m s. Nous obtenons que ’on a, pour chaque ¢ > 0 fixé,

2
—CoY T 02
exp< —— lo <1+ >} T <1/logy
(4-42) Smls:y) {bgy © y/logy (Il < 1/1og)

— 27
Cm(a,y) exp{#} (1/logy < |7| < Y2)

uniformément dans le domaine (2-6) olt o2 est la quantité définie en (3-8), et olt nous avons posé

(4-43) Y. :=exp {(log y)3/2_5}.

Pour établir (4-42), nous utilisons d’abord 1’estimation

2 1
ieXp{—cﬂog(lJr T )} (ITIS —,p<yY< logw)
y/logy logy

établie, pour une constante positive convenable ¢;, dans [16], p.275. Cela implique clairement
(4-42) dans le méme sous-domaine en z, y, 7. Ensuite, nous observons que les calculs des pp. 2756
de [16] fournissent, pour une constante positive convenable cs,

1—p=©
1—p—s

Cm(s y) GXP{ - 027’20'2 +O(T2’77/1/1( ))} (|T| < @, y > ].Og:L‘),

Smi8Y) o N

Cm(aay) —C2T™U *
eXP{(l_z+0(7m(a))} (1 S5y <ITT<Y: )

a)? + 72
avec Yy, (a) := 3, 1/p®. Nous notons immédiatement que (3-6) implique

(4-44)

AT 7}

4.4
(445) T2 +72 ~ [T+ logu?

(|T| > 1/logy).

Lorsque |7| < 1/logy, y > (logx)%®, on a, d’aprés (3-3),
ax>1,  (1-a)=¢(u)/logy.

Comme ¥, < % des que y est assez grand, la majoration (3-54) fournit donc

(446) ’Y;n( ) < W2 2/3 < W,
en vertu de (3-9). Nous obtenons bien (4-42) dans ce cas.
Lorsque 1/logy < || < Yz, y > (logx)%/5, nous pouvons écrire grace a (3-27)

11—«

7%(0{) < 10g2 Zm + O:nOém < 10g2 Y + ’U,2/3 < u2/3.
Compte tenu de (4-45), nous obtenons encore (4-42).
Reste & traiter le cas y < (logz)%/5. Nous avons alors y < @*/3. Par (3-52) et (3-4), il s’ensuit
que

- _ 1
(@) < az(lzni o) log = < Wg;l)
(4-47) m
(ulogy)
V< 1/37
et

v (@) < w(m) < 7%/3.

Gréce a (4-45), nous voyons que ces estimations sont suffisantes pour déduire (4-42) de (4-44).
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Ensuite, nous déduisons de (4-42) une majoration du nombre des entiers friables localisés dans un
petit intervalle et premiers avec m : il existe une constante absolue c3 > 0 telle que, uniformément
pour

(4-48) 2y>2, u>(logy2y)*? w(m) <y,
et 1 <z<Y,, on ait
(4-49) U (z+2/2,y) — U (2,) < 2%Cm(o,y){1/2 + 7"}

Cette estimation découle aisément de (4-42) et de la majoration standard

a+tiz

\I/m(x + x/z,y) - \Ijm(mvy) < %/ (1 B |T‘/Z)xs<m(s’y) ds.

a—iz
En effet, nous obtenons (4-49) en majorant trivialement |(, (s, y)| par (m (o, y) pour |7| < 1 et par
< Cm (o, y)e %2 pour 1 < |7] < Ye.

La troisieme étape de la démonstration consiste & établir la formule d’approximation

1 a+i/logy ds
(150) Vo) =50 [ Galss)e* S+ O R)
T Ja—i/logy s

avec R 1= e—cau/(log20)® 4 /Y., ol ¢4 est une constante absolue positive convenable. La relation
(4-50) est prouvée en deux temps : on fait d’abord appel a la formule de Perron effective avec une
troncature de l'intégrale & |7| = T := 1/R?> — le terme d’erreur est alors estimé grace a (4-49)
— et l'on majore ensuite la contribution du domaine 1/logy < |7| < T en faisant appel & (4-42).
Nous omettons les détails, qui sont identiques & ceux de la preuve du lemme 10 de [16].

Nous observons a présent que, puisque a/02 < Vulogy d’apres (3-4) et (3-9), nous avons dans
le domaine (4-48)

1 1
< .
ﬂg/Z(logy)2 Oé\/O'Qﬂlogy

(4-51) R<

Cela montre, compte tenu de (3-10) et (2-10), que le terme d’erreur de (4-50) est

gm ()2, y) Im () ¥(z,y)

<
< ay/osulogy ulogy

<L gm () ¥ (z,y) B}, (z,y).

Il est donc englobé par le terme reste de (2:7).
En appliquant la formule (4-50) pour une valeur générique de m et pour m = 1, nous déduisons
donc de ce qui précede que

(2, ) = gm(@) (@, 9) {1+ O (B, (2.)) }

e L (o) = gm(@) (o) 2

5 Im\S) — gm & 5Y)x —-.

2mi a—i/logy s
Posons Ty := u%/%/(ulogy) et désignons par J;(Tp) la contribution & lintégrale de (4-52) du
domaine Ty < |7| < 1/logy. La majoration (4-42) fournit une premieére estimation de cette
quantité : nous obtenons, avec les mémes calculs que dans [16] p. 281, que

«@ —C5ﬂl/3 _
(4-53) T(Ty) < Zoemly)e —esut/?,
a4/ 02

Ce terme d’erreur est certainement satisfaisant si, disons, u > (2/c5)%(logy 2y)® ou 9, >
1/log(@ + 1). En effet, on a, en vertu de (2-10),

L gm(a)¥(z,y)e

e_6551/3 < 1
S logy

< B (2,9)
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dans le premier cas et

670551/3

< ﬁ?m < Er(x,y)

dans le second. Nous pouvons donc nous limiter & estimer J(7p) sous les conditions supplémentaires
u < (logy 2y)® et 9, <1/log(@+ 1) =1/log(u + 1).

Nous déduisons alors du Lemme 3.13 que 'on a 7/, (o) < W,,, d’ou

gm(a+i7) = gm (@) < Imgm(e) (7] < 1/logy).

En reportant dans la définition de J;(Tp) et en faisant appel, comme précédemment, & (4-42), nous
obtenons, grace a (2-10),

3

T (To) <€ Do ()T (2, y)e= ™
U(z,y)
u

L Vingm (@) L gm () ¥(z, y) By, (2, y).

11 reste & estimer la contribution du domaine |7| < Ty & Uintégrale de (4-52), soit

1 a+1Ty

(Ty) = {9 () — gm (@) }<(5,9)a <.

27{-2 Oé*iTO
Nous effectuons pour cela un développement limité de l'intégrande au voisinage de 7 = 0. Nous
avons logx + o1 = 0 par définition de « et, d’apres (3:9), T30z < 1. Nous pouvons donc écrire,
pour |7] < T,

<(s,y)2° = C(o y)z® exp{it(logz + 01) — %7202 +O0(7303)}
(4-54) 5 5

= 7«&’3)17& e4202/2{1 +O(t%03 + 7/a)}.

D’apres (4-46) et (4-47), nous avons Tgv! () < 1, et donc, pour |7| < Tp,

gm () — gm(a) = gm(){ exp {iT7,,(a) + O(T*y (@) } — 1}

(4:55) = gm(@){iT1 (@) + O (7 (@)] + 1 (@)?) }.

Comme on a également

To To
(4-56) / re 2 /2 dr =0, / |7'\ke_""”'2/2 dr < 0;(k+1)/2 (k=1),
—To —To

il vient, compte tenu de (3-10),

J2(Th) < gm()¥(x, y){yin(a) (% + L) + [T ()] + ’Y’;n(a)2}

5] 20 g2
T (@)

ulogy

(4-57)

<<gm<a>w,y>{ +(7£’n(a)|+7§n(a)2)u}~

u?(logy)?

Les majorations (3-59) permettent aisément d’établir que la derniére expression entre accolades
dans (4-57) est < EX (z,y).
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5. Comportement local
5-1. Preuve du Théoréme 2.3

Dans ce paragraphe, nous supposons les conditions (2-15) réalisées et nous établissons (2-16).
Lorsque 1 < d < z/y, nous déduisons du Théoréme 2.1 que

o) 0 (50) = om0 (Ea) {14 0(bo )}

ou l'on a posé
(52) ap = az/d,y) = a(y" ", y).

Utilisons 'estimation

(5-3) o (u) :=

établie dans [16], formule (6-6). Il vient

1 U
a—at<<—log< )
logy u—t

I résulte donc de (3-54) que lerreur relative commise en remplagant oy par o« dans (5-1) est
compatible avec celle de (2:16). Cela établit (2-16) lorsque d < x/y.

Lorsque z/y < d < z, et donc xz/d < y, Dévaluation de ¥,,(z/d,y) = Ny(z/y) releve de la
théorie classique du crible. La majoration (3-38) fournit ainsi

o0 () =i ()1 0((4)))

ou C' est une constante positive ne dépendant que de K. Comme nous avons dans ce cas

1 +1 1 +1
1_O‘<<Mv gm(l):gm(a){l‘i‘O(M)},
logy logy
Pestimation (2-16) reste valable. O

5-2. Preuve du Théoréme 2.4 : casm = 1

Nous commengons par établir un résultat intermédiaire, dont la démonstration est une variante
de celle du théoreme 3 de [16] — voir aussi les théoremes I11.5.10 et II1.5.11 de [30].

Lemme 5.1. On a uniformément pour x >y > 2,1 < ¢ < z, t :=logc/logy,

U(cx,y) = \Il(x,y)ca(””’y){l + O(% + %) }

Démonstration. Posons a = a(u) = a(y“,y) et

Fu) :—log< y" (v, y) )

ay/2mea(ay)
D’apres le Lemme 3.3, il nous suffit donc de montrer que

(5-4) f(u) = a(u)logy + O(1/u).
Or, cette évaluation découle des relations (3-9), qui impliquent

) — a(w) logy = — & _ #3(@Y) ey 1
f'(u) — afu)logy () 2pm(ey) ()<<u

compte tenu de P'estimation (5-3) . O
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la formule (2-22) du Théoréme 2.4 dans le cas
m = 1 — autrement dit de prouver que ’estimation

x 1t t? Wlll(x Y)
55 v(Zy)={1+o(—+-)}{1- :
(5:5) d y + Uy + U u? + w2 de
est valable uniformément pour x >y > 2,1 < d < .

Observons d’abord que nous pouvons supposer u et y assez grands. En effet, lorsque u est borné,
la formule (5-5) est une conséquence immédiate de celle de Hildebrand (4-7), de (3-3) et du fait
que o(u —t) = p(u){1 + O(¢)}. Lorsque y est borné, nous avons par ailleurs

t? log(xz/d) + O(1) 1
— = , X ——
u? +u? log x log

u<1, 1

donc (5-5) peut étre réécrit sous la forme

log(a/d) + OOy, )

U(z/d,y) < ( oz

Or, cette derniere relation est bien satisfaite puisque ¥(w,y) < (log 2w)™®) pour w > 1, y < 1.
Nous supposons donc dans toute la suite que u et y sont suffisamment grands.

Nous pouvons encore réduire la preuve de (5-5) au cas t < u—1, i.e. d < z/y. En effet, supposant
le résultat acquis dans ce sous-domaine, nous avons, lorsque vz < z/y < d < z,

bu
x r oz z U(x,y) (u—1)2
v(Zy) =ty X 1-
(d’y) d dyy < dy (z/y)> ( u? +u?

U (z, 2\
< (fcy)(l_ ) ,

de u? + u?
puisque « < 1 d’apres (3-5). Cela établit bien (2-22) lorsque u — 1 < t < u.

Considérons a présent la situation générique u > ug, ¥ = yo, 0 < t < u — 1 et désignons par H
le terme d’erreur de (5-5). Nous procédons en deux étapes. La premiere consiste a établir que

(5-6) H< 1/u+t/u.

¥(Gn) = {iro( =+ )}

:ef<“*t){1+0<% + 2)}

De plus, il résulte de (5-3) et (5-4) que

(57) Flu—1) = f(u) —a(u)tlogy—[+0<log

avec

Nous avons, par (3-10),

i)

Ii=(logy) [ (ae) - a(u}b v

vt w Y w(w—u+t)
= — dwdv = —=d
/uft/v w? e /zht w? o

ol nous avons posé W := min(w, y/logy). Comme wW/w < u/(w + @), il suit

w — t
(58) I=uJ, avec J::/ wiuttdw:/ sds_ |
u—t W(w +7) o (stu—t)(s+u+u—t)

Nous allons montrer que

2 Ju? sit< 3(u+n),
(5-9) J = o ( u—tu ) ;
u+u—t

Comme @ est arbitrairement grand, cela impliquera bien (5-6), en reportant dans (5-7).
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Lorsque t < %(u + ﬂ) < %u, nous avons

7= /sdsx
1

Lorsque §(u+ ) < ¢t < 2(u + ), nous pouvons écrire

g 1 /t sds
Twuda )y (s+u—t)

d’ont
t? t
I« s </ -x1
u u

La relation (5-9) est donc encore satisfaite dans ce cas.
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Le cas %(u + 1) < t < u ne peut advenir que si v > 2u. Nous avons alors u —t <u+u—t < t,

donc

u—t sds utu—t sds t
o Dt a0 ey satu—0 e sratu-b

_ u—t n [ +lo u+u
C2utu—t) utu—t & 2(u+7u—t)

u-+u
Xlog e I
(u+ut>

Cela établit bien (5-9) et acheve ainsi la preuve de (5-6).
La seconde étape de la démonstration consiste a montrer que

1 +1 t
M_f_,

5-10 H .
( ) < logy U

Compte tenu de (5-6), nous pouvons certainement nous limiter au cas ol u <

o [ ool 52

lemme 1 de [19] permet alors d’écrire

o(50) ="

En reportant dans cette formule les estimations

qui résultent respectivement de (2-37) et (3-3), nous obtenons bien (5-10).
La formule (5-5) découle aisément de la conjonction de (5-6) et (5-10)

1 I 1 t 11 1
mm{ﬁ_gﬁﬂig+f}xmm{4%&ij}
u

t
u logy ' logy

5-3. Preuve du Théoréme 2.4 (i) : cas général

sds

logy et t <
)}

§v) =) < —(u—v)/u (W/2<v<u), 1-a=¢@u)/logy+O0(1/u(logy)?)

: on a en effet

t
= — 4+ —.
u

u/2. Le

D’apres (4-41), nous pouvons considérer dans toute la suite que y est arbitrairement grand. Nous

observons de plus que, lorsque u est borné, le théoreme de [29] permet de conclure :

gm(a)) > gm(1). Nous supposons donc dorénavant, sans perte de généralité, que

(511) u > v

ou vp est une constante arbitraire.

on a alors
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Etablissons d’abord (2-19) lorsque 1 < d < x/y. Conservons les notations
t:= (logd)/logy, ap:=alu—1t)=alx/dy).

Comme 6(zx,y) est, & y fixé, une fonction croissante de z, nous pouvons déduire du Corollaire 2.2
que, sous les conditions (2-20) et 1 < d < z/y,

X T
(512) U (%,y) < gmla)¥(2.y).
En appliquant alors (5-5), nous obtenons

V(z,y)
da

\I/m(g,y> < Bgm ()

avec

R
gm () u2 471
Nous devons donc prouver que B est borné sous les hypotheses (2:20) et 0 < ¢ < uw — 1. Or, il
résulte de (3:66) et de (3-71) que I'on a, pour toute constante ¢ > 0,

2 (b1 —c)u—bsVT T
B<<1‘u2+u2> {“O(\F)}

Choisissons, par exemple, ¢ = by /2. Cela fournit immédiatement 1’estimation souhaitée B < 1.
Lorsque z/y < d < = et w(m) < 1, nous avons

z T _ oz 2 gm(@)¥(z,y)  gm(a)¥(z,y)
Wm(d’y) < d ydy < yd  (z/y)™ < de

ou, puisque ¥, (y,y) =< y, la seconde estimation résulte du cas précédemment traité d = x/y, et la
troisiéme est une conséquence banale du fait que o < 1 — cf. (3-5).

5-4. Preuve du Théoréme 2.4 (ii) : cas général

Considérons en premier lieu le cas d < x/y. Evaluons U,,(z/d,y) par le Théoréme 2.1 puis
U(z/d,y) par (5-5) : nous obtenons

(5-13) v (E ):T{1+O(H )} LA (o) L2:9)
m d,y m w12 9m do
avec ( ) 1 .
Im O %
T:= , Hn:=E (z/d,y)+—+ —.
(@) (z/d,y) w

On a clairement, avec les notations introduites dans I’énoncé,
Hy < Ep (2,y) + hi < by,
lorsque ¢t < u/2. Lorsque u/2 < t < u — 1, nous déduisons de (3-71) que H,, < 1 < hy,. Ainsi
H,, < hp

uniformément sous les conditions (2-21) et 1 < d < z/y. Comme T > 1, on voit que la premiere
partie de I’énoncé résulte, par exemple, de I'inégalité

2 bu/
(514) T< {1+O(hm)}(l— t) }

u? + u?

Or, cette relation découle immédiatement de (3-66) avec ¢ := by /2.
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Examinons ensuite le cas ot /y < d < = et w(m) < 1. Il est alors nécessaire de distinguer deux
sous-cas, selon la place de u relativement a 2.

Lorsque v > 2, donc t > u—1 > w/2, on a h,, > 1, et estimation (2-22) se réduit & une
majoration de l'ordre de grandeur de ¥,,(x/d,y). Or, nous pouvons déduire du cas précédemment
traité 1 < d < z/y que l'on a dans ces circonstances

X X X xr
v, (= P
m(d,y) <7 Wi < " m (Y, )
—1)2\ bz U
<<£(1_ (u 22) gm () ¥ (z,y)
yd u?+T (z/y)~
t2 N2 g, () V(z,y)
< (1_u2+u2) do

ol nous avons utilisé la majoration h,,(z,y; z/y) < 1, qui résulte de (2:9) et (3-11). Cela implique
bien (2-22).
Lorsque 1 < u < 2, u — 1 < t < u, I'estimation requise équivaut, avec la notation (3-36), &

(5-15) Nm(g) - {1 + O(lo;y +t) }gm(a)q/(;ozy).

Comme o = 1+ O(1/(log x?)) sous les hypotheses effectuées et comme
ou)=1-logu=14+0(u—-1)=14+0(t) (v —1 < min(1,t)),

il résulte de (4-7) que le membre de droite de (5-15) vaut

{1 0(g + )} o0 s

Le résultat souhaité découle donc de (3-37). Cela acheve la démonstration de (2-22).
Il reste a établir que

hp < hi < 1/uy +t/u

lorsque w(m) < 1. 1l suffit pleinement, pour cela, de montrer que
(5-16) Em < /.

Or, (5-16) résulte de D'estimation triviale E,, < 1/logy < @/u, siy > (logz)?, et, si y < (logz)?,
de la premieére majoration de (3-11) sous la forme E,, < 1 < T/u,.

6. Valeurs moyennes de fonctions arithmétiques
6-1. Preuve du Corollaire 2.6

Commencons par une estimation technique. En accord avec la notation ©, de I'énoncé du Corol-
laire 2.6, nous posons pour x >y > z > 2

@z = H(l +p—2()¢)7

Pz

ol o = a(z,y) est donc indépendant de z. Nous notons encore h, la fonction multiplicative définie
par

ha(p) = {u(m) sin=m*et P(m) < z,

0 dans les autres cas,

et nous posons, pour j EN, x >y > 2z > 2,

D;=Dj(a,2) := Z —u(m)Q(logm)j.
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Lemme 6.1. On a uniformément pourz >y >z > 2,1 < j <3,
(6-1) Dj(a,z) < ©,{log©,} (log 2)’.
Démonstration. Le résultat est évident pour j = 0 puisque

(6-2) Dy(a, z) = O,.

Lorsque j = 1, un calcul de dérivée logarithmique fournit

logp
Di(a,2) = @zzp2a 1

Pz

En majorant, dans la derniére somme, log p par log z et 1/(p?>*+1) par log(1+p~2%), nous obtenons

log p
(6:3) > el < (loz©.)(1og ).

Pz

ce qui implique bien ’estimation annoncée.
Un second calcul de dérivée nous permet d’écrire

20 2
p~“(logp) logp \?2
D = — .
Q(Q’Z) @Z{p<z (an + ]_)2 + (ZPQQ + 1)

Pz

En raisonnant comme précédemment, nous voyons que la premiére somme en p est
< (log ©.)(log 2)*.

La majoration annoncée résulte alors de (6-3). O
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Corollaire 2.6.

Soit h := p? * p. On vérifie sans peine que h et hy coincident sur S(z,y). Lorsque, par exemple,
a > %, nous avons donc trivialement ©, < 1 et, avec la notation (2-26),

m)?(logm)?
‘2\4'2 — Mg(x,y,u2) _ Z //4( ) (2ag ) < 1.
meS(Vz,y)

En observant que

p(m) 1 p?(m)logmy 1 1
m2e  ((2a,y) +O<P(§<y m2alogzr ) ((2a,v) +O<loggc>’

A<z
P(d)<y

et en gardant en mémoire le fait que I'on a & = v < u, dans le cas considéré, nous constatons donc
que l'estimation requise (2-28) découle de la seconde assertion du Théoreéme 2.5.
Seul reste donc a considérer le cas a < %, ou l'on a certainement

(6-4) y < (logz)°W

et donc u, = u+0O(1). Nous observons d’emblée que cette derniere relation implique, via I'inégalité
de Cauchy—Schwarz M? < MoM,,

M, M, Mya M, My

~
=~

logz ~ u  (logz)2 ~ wu, = (logz)?’
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de sorte que le terme central du terme d’erreur de (2-27) peut étre omis. Nous traitons le terme
principal en étendant la somme en d jusqu’a 'infini et en majorant la contribution des entiers
d =m? > x A l'aide de 'estimation triviale

p(m)?
m20¢

< 4Ds(a,y) (log x)*-
m>.\/x

P(m)<y

Nous pouvons alors réécrire (2-27) sous la forme

ql(x,y§ﬂ2) = \I/(x,y){; +O(@ i M)}

((2a,y) u (logz)?
2
= \I/(x,y){ ((2;,y) + O<®y(10§ i )}

en vertu de (6-2) et (6-1) avec j = 0 et 7 = 2. Cela établit bien (2-28) sous la condition
supplémentaire

0, < Vi/log(m+1).
Tournons a présent notre attention sur le cas résiduel
(6-5) a<2/3, ©,>Vu/log(a+1).

Introduisant un parametre z € [2,y], et posant

ny = H pu’

p’[In
p<z

nous observons que l'on a

p2(n) < pP(n) =S ho(d)  (n=1).00
d|n

En appliquant le Théoréme 2.5 & la fonction 1 * h, et en faisant appel aux estimations (6-1), nous

obtenons )
.2 :U'(m) % Gz(log ®z) U
Wlayis) < Do) P +o(= 4 Z=RERLI

Complétons la somme en m en majorant ’erreur introduite par la méthode de Rankin. Nous

obtenons m) ( )
pulm) 1 Ds(a, 2z
E;: ) m2e  ((2a,z) +O( (log x)? )’

d’ou

g(zié,z) +O(@Z(IO§L@Z>2>}'

Nous obtenons la validité de (2-28) dans le cas (6-5) en choisissant le parametre z de sorte que
0. < Vu/log(u+ 1). C’est toujours possible puisque z — O est une fonction croissante de z dont
les rapports de valeurs en des entiers consécutifs n’excede pas 2 et dont, d’apres (6-5), le maximum
excede @/ log(@ + 1). Comme 1/¢(2a,2) < 1/6., nous obtenons bien la formule asymptotique
requise — ou d’ailleurs le terme d’erreur englobe le terme principal.

U(z,y; 1) < ‘Il(x,y){

11. Cette inégalité est également le point de départ de la majoration d’Ivié et Tenenbaum pour ¥(z,y; u?)
lorsque y est ( petit » — voir la formule (4-3) de [19].
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6-2. Preuve du Théoréme 2.7

Une intégration par parties fournit

wm%ﬁ—wmwﬂm=—ﬁamwﬁVMt

Nous obtenons immédiatement ’évaluation annoncée (2-29) en reportant dans cette formule
I'estimation

(1<t <),

1 log(xz/t)  a(log (z/t)*\ ¥(z,v)
\I/(t,y):{l—l—O(u—y—i— log = + (log z)? >}($/t)a

qui résulte de (2-22).

6-3. Preuve du Corollaire 2.8

Nous appliquons le Théoreme 2.7, ce qui nécessite d’estimer les intégrales M. Nous avons

1=z 14 0(1/uy)

M = ,
a a
. [T (logt)?dt 1 (logx)?
M; 7/1 e < o < o] (j €N),

d’aprés (3-4). En reportant ces estimations dans (2-29), nous obtenons

c (Mg My Mgu

- \I'(x’w{ - 1+O(i)}.

« Uy

6-4. Preuve du Corollaire 2.10

La seconde égalité de (2-32) découle de la premiere grace a la formule (3-24) du Lemme 3.5.

Démontrons maintenant la premiere égalité de (2-:32). Nous pouvons supposer y assez grand car
le résultat est trivialement valable dans le cas contraire.

Considérons d’abord le cas u > logy. Le Théoreme 2.9 implique

(6:6) ¥(a i) = W) {ma + O+ ),

u (ulogy)?

ou l'on a posé

(log p”)’ log p ,
mj =Y gple) o (j20).
P’z
P<Y
D’apres (3-4), il existe une constante ¢ telle que o > cu/(ulogy) et done, avec les notations de

(6-7) mj <<Zloip<1fplogp )j < H1(a,y)<moagy)j,

P —cu/ulogy
PLY

Comme T > logy dans le domaine considéré, cela montre que le terme d’erreur de (6-6) est de
taille acceptable.
Estimons & présent mg. La majoration issue de (3-4)

(6-8) (y/x)* < 1/(mlogy)?  (u>2)

nous sera utile. Désignons par v, = v,(x) le plus petit entier > (log x)/log p. Nous avons

lo
mo = Hy(o,y) — Z gp.

(Xl/p
Py
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Comme p~"»*! < y/x pour p < y, il s’ensuit, grace a (6-8), que

Y\ log p 1(a,y)
: _H LAIY Hiavy),
(6-9) mg 1o, y) < (x) e < Tlogy

Py

En reportant (6-7) et (6-9) dans (6-6), nous obtenons donc que la premiere formule de (2-32) est
valable lorsque u > logy.

Lorsque u < logy, et donc, pour y assez grand, a > 2/3, nous approchons V(z,y;k)
par U(z,y;log) et nous faisons appel & I’évaluation (2-30) de cette derniére quantité.('?) La
décomposition (2:25), la majoration (2-19), et la premieére formule (2-30) fournissent

W, yiw) = W yslog) = D (v = 1)(logp)¥y (-7v)

PLY
p’<z

= U(z,y;log) + O(¥(z,y)) = ¥(z,y){logz + O(1)}.

Comme (3-24) permet de remplacer, dans la derniere expression, log x par Hq(a,y) sans altérer le
terme d’erreur, nous obtenons bien (2-32) lorsque u < logy.

6-5. Preuve du Corollaire 2.11

D’apres le Théoreme 2.9, nous avons

(6-10) \I/(x,y;wa):\Il(x,y){mo+O< Jrl(?;lir%)}

avec maintenant ( \a ) )
v —1)(logp”)’ .
myj= ) = gyla)  (0<j<2).

1o}
o p
P<Y
Commencgons par évaluer mg. Posons
1
6-11 H(o,y) := _ > 0).
(611) =Y oy >0
Y

En étendant la somme en v jusqu’a l'infini et en majorant I'erreur introduite, nous obtenons

(6:12) mo — H(a,y) <Y Va{ al_l}

p<y

ol nous avons noté v, = v,(z) le plus petit entier > (logz)/logp.
Pour évaluer le membre de droite de (6-12), nous observons que la contribution des nombres
premiers p tels que /T < p < T est

H(a,y)
< Y =< << i
f<p<96

puisque, d’apres (3-3), nous avons a = 1+ O(1/log ) lorsque y > /7. Ensuite, nous distinguons
deux cas selon la taille de y. Si y > (Inz)2, nous avons a > 1, et la majoration

(1+1)/p 7" < 2=*/*  (p < min(y, V7))
implique, compte tenu de ce qui précede,
mo — H(a,y) < 2~/ *H(a,y) < H(a,y)/Inz.

Si y < (Inz)?, nous déduisons de 'estimation v, + 1/ < Inx que

1 alnzx m(y)alnz H(a,
mOfH(a,y)<<xfaZ — < ) H(a,y) < ( y),

x U

Py

olt nous avons fait appel a (3-4) sous la forme aulny > % et utilisé la minoration @ > /y/Iny.

12. Tl est & noter qu’une application du Théoreéme 2.9 n’aurait fourni qu’un terme d’erreur de 'ordre de 1/%.
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Nous avons donc établi que ’on a en toute circonstance

mo = H(a,y){l JrO(ui)}

Y

Il reste & montrer que le terme d’erreur de (6-10) est < H (e, y)/uy. On a

(613) m; <<Z (110gp )j 0<j<2).

p<y

Si o> 2/3, il s’ensuit que m; < 1 et le résultat est acquis. Si o < 2/3, on a d’apres (3-4)

1\J 1 J
m; <K <logy+ E) H(a,y) < (&ﬂgy) H(a,y).

Comme u < wu, dans le domaine considéré, cela implique encore la majoration souhaitée en
reportant dans (6-10).

6-6. Preuve de la Proposition 2.12

La formule annoncée est une conséquence immédiate du résultat général suivant, qui possede
un intérét intrinseque. Nous rappelons la définition (6:11) de H(o,y) et celle de la fonction F,
analytique sur |3, 00|, donnée en (2-41).
Lemme 6.2. Pouro >0,y > 2, on a

(6-14) H(o,y) =log(wag logy) + F(o.) +

—0

E(U)Qo-) {
—11
1 +

(i)}

ot I'on a posé o, :=max{o, 2}, et utilisé la notation (3-26).
Compte tenu de (3-7), il est clair, en effet, que la formule (2-42) de la Proposition 2.12 est obtenue
en spécialisant ¢ = « dans (6-14).

Démonstration du Lemme 6.2. Lorsque o > 2/5, nous avons, avec la notation Hy(o,y) de (3-18),

H(o,y) — Ho(20,y) = F(20 Z( 7 = 1) p;o)
— F(20) - Folo) +O(y1;g?:).

Compte tenu de lestimation (2-40) pour E(w), le Lemme 3.6 fournit alors (6-14).
Lorsque o < 2/5, nous évaluons H (o, y) par sommation d’Abel en faisant appel & une forme forte
du théoréeme des nombres premiers. Nous obtenons

H(o,y) = {1 + O(loéy)}/j 271 - tdtg)aogt)'

Des manipulations treés voisines de celles de la solution de lexercice II1.5.1 de [32], et que nous ne
détaillons pas, permettent alors d’établir que la derniere intégrale vaut

(vl 25 ol ) 25

Cela implique immédiatement (6-14). O




(1]

[29]
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31]
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