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ABSTRACT. Let Q(n) denote the total number of prime factors of the positive 
integer n, and set for real x, ca, and integer k > 1, 

7Tk (X) = 
ra 7t k(X, ae) = E e(can), 
n<x n<x 

Q(n)=k Q(n)=k 

E(x, a) = x- Ze(ant), 

n<x 

where e(t) := exp(27rit) . We establish a best possible "independence" result of 
the type 

7Tk (X, a)/ J7k (X) = E(x, a) + O(k (X)) 

which is valid uniformly in x, k, a, and where the error 3k(X) tends to 
0 as x -+oo , if, and only if, k log log x. As an application we prove 
a recent conjecture of Erdos, Maier, and Sarkozy concerning the remainder in 
their Erdos-Kac theorem for sum-sets. 

1. INTRODUCTION ET ENONCE DES RtSULTATS 

De nombreuses questions d' arithmetique se posent en termes d'independance 
entre les structures additive et multiplicative de l'ensemble des entiers. On 
peut, par exemple, interpreter la conjecture de Goldbach comme l'affirmation 
que la suite des nombres premiers (de nature eminemment multiplicative!) se 
comporte, vis a vis de l'addition, comme une suite "au hasard" de meme ordre 
de croissance. 

Une mesure efficace de cette independance est foumie par l'etude de la valeur 
moyenne du produit d'un "caractere additif'-c'est-a-dire une exponentielle 
e(an) := exp{2inlan}-par un "caractere multiplicatif'-c'est-a-dire une fonc- 
tion multiplicative. Le theoreme de Daboussi ([2]; voir aussi [8]) est a cet egard 
remarquable: pour tout irrationnel a et toute fonction multiplicative f de 
module n'excedant pas 1 (cf. [3,4] pour des extensions de cette condition) on a 

(1) lim X > f(x)e(an) = O. 
X-_n00 

n<x 
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288 GERALD TENENBAUM 

Posons 

E(x, a):= x 1 e(an), 
n<x 

M(x, f) = 1f (n) 
n<x 

On peut encore ecrire (1) sous la forme 

(2) M(x, f * e(a.)) = M(x, f)E(x, a) + o(1) 

et il serait interessant d'affiner le "terme d'erreur" de cette estimation. Quelles 
sont, par exemple, les fonctions multiplicatives f pour lesquelles on a 

M(x, f * e(a.)) = o(M(x, f)) 

pour tout a irrationnel? 
Une approche leg&rement diftfrente, mais en fait equivalente, de ce type 

de problemes consiste a remplacer f par la fonction caracteristique (au sens 
ensembliste) d'une suite d'entiers definie multiplicativement. Il en va ainsi du 
celebre theoreme de Vinogradov [14] selon lequel 

(3) lim ,l(x)1 e(ap) = 0 
p<x 

pour tout a irrationnel, oui p designe un nombre premier generique. 
Dans [5], Dupain, Hall et l'auteur donnent une generalisation de (3) aux 

nombres ayant exactement k facteurs premiers. Plus precisement, designons 
par Q(n) (resp. w(n) ) le nombre des facteurs premiers de n comptes avec 
(resp. sans) leur ordre de multiplicite, et posons 

7rk (X) := I In: n < x, Q(n) = k} 1, 7Ck (X, Ia) = e(an). 
n<x 

Q(n)=k 

Alors le resultat suivant est une consequence immediate (et affaiblie) du Theo- 
reme 4 de [5]. 

Theoreme A (Dupain, Hall et Tenenbaum). Soient x > 2, 0 < 3 < 1, et 
Q := x/(logx)'?. Pour tout nombre reel a et tous entiers a, q, k tels que 
(a,q) =1,1< q < Q, la-a/ql < 1/qQ, 2< k < (2-3)log2x, ona 

(4) lk(X,a)/ 7k(X) <<% (log3x/log2X) + q 

Ici et dans la suite logs designe la j-ieme iteree de la fonction logarithme. 
Ainsi qu'il est specifie dans [5], le Theoreme A reste valable lorsqu'on remplace, 
dans les definitions de 7rk(x) et 7rk (X, Ia), Q(n) par wo(n) . De plus l'hypothese 
concernant k peut alors etre remplacee par 2 < k < C lg2 X, ouI C est une 
constante absolue arbitraire, et l'exposant de q dans (4) peut etre choisi egal a 
J - 1. 

Nous nous proposons de donner ici une version de type "independance", 
analogue a (2), de ce resultat, avec un terme reste explicite. Notre motivation 
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FACTEURS PREMIERS DE SOMMES D'ENTIERS 289 

initiale est le Corollaire 2 qui fournit une amelioration optimale d'un theoreme 
recent de Erdos, Maier et Sarkozy [7]-cf. infra. 

Nous enoncons nos resultats pour la fonction Q(n), contrairement a ceux de 
[7] qui sont devolus a la fonction w)(n). Notre choix s'explique par le fait que 
nous faisons appel pour la demonstration a certaines estimations (telle (4)) qui 
ne sont explicitement prouvees dans la litterature que pour Q(n). Cependant 
ces estimations possedent toutes des analogues immediats relatifs a wo, dont 
les demonstrations n'introduisent aucune difficulte nouvelle. Partant, tous nos 
enonces sont valables sans changement lorsqu'on y remplace Q par wo. 

Theoreme. On a uniformement pour x > 1, k > 1, a e R, 

(5) 7(k(X,a) = 7k(x){E(x,a) + O(3k(x))} 
avec 

(6) k(X) := 1/ log2x + k- log2xl/(k+ log2 x) 

La relation d'independance (5) n'est non triviale que lorsque k 10g2 X. 
Cette limitation du resultat est en fait necessaire. Comme nous le montrerons 
plus loin, on a uniformement pour x > 2, k > 1, 2k = o(x), 

( 7) |7[k (X 7 )- (x) E(xX, 2 > 7rk (x) (I| k- 1092 xI|+ 0 l) )I/(k + 1092 x ). 

On peut voir une explication heuristique de ce phenomene dans le fait que 
la probabilite de l'evenement "conditionnant" {Q(n) = k} est maximale au 
voisinage de k = lg2 X . 

Ces questions d'independance structurelle peuvent egalement etre abordees 
sous l'angle des propri6t6s arithmetiques de sommes d'ensembles 

.W + v= {a + b: a ez s, b e }. 

Ce probleme tres general a suscite de nombreux travaux recents, dont les sujets 
specifiques et les methodes d'approche sont varies-cf. [7] pour des references 
bibliographiques. 

Lorsque -W et 5V sont deux ensembles finis de nombres entiers, nous desi- 
gnons par somme directe de -W et W, et nous notons -W (D, la suite finie 
d'entiers dont les el&rnents sont ceux de -W + ~ mais oii chaque terme apparait 
autant de fois qu'il est representable sous la forme a + b, a e s', b e F . On 
a donc 

oii IfI designe le cardinal de l'ensemble X. 
Le resultat suivant decoule facilement de notre theoreme. 

Corollaire 1. Soient -W et M deux sous-ensembles finis non vides de [ 1, x] n N. 
Alors on a uniformement pour x > 3, k > 1, 

(8) (V I K1) >1? 1 = x- 7k(X) 1 +o( X k ) )} 
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290 GERALD TENENBAUM 

Par sommation sur k, nous pouvons deduire l'enonce "global" correspon- 
dant. Comme c'est l'usage, nous designons par D(u) = (1/v'7) fu e t /2 dt 
la fonction de repartition de la loi normale centree reduite. 

Corollaire 2. Sous les hypotheses precedentes, on a uniformement pour x > 3, 
t c= R+ 

(9) (v I 
1 

1) I = (D )l 2 
1 

J 1 
X 

I lox 2xJ 

Q(n)<t 

Ce resultat generalise le theoreme d'Erdos-Kac qui correspond au cas V = 
= {n: n < x}. Le terme d'erreur est optimal, dans le sens oui le facteur 

(log2 x) 1/2 qui y apparait ne peut ere remplace par aucune fonction tendant 
plus vite vers 0. La validite de (9) a e conjecturee par Erdos, Maier et 
Sarkozy dans [7] oui cette formule est etablie avec un facteur (log2 x) 1/4 au 

lieu de (log2 x) 1/2 dans le terme reste. 
La distribution des valeurs de Q(n), n e V , est donc approximative- 

ment gaussienne, de moyenne et de variance log2 x, tant que 

(10) I 
2log2X ) 

x 

Erdos, Maier et Sarkozy montrent dans [7] que le facteur log2 x de cette con- 
dition ne peut etre remplace par exp{c log2 X log3 x}, quel que soit c > 0. 
I1 serait interessant de determiner precisement dans quelle mesure on peut 
affaiblir (10) 

La demonstration de [7] repose sur la methode du cercle de Hardy et Lit- 
tlewood. Ainsi que le mentionnent les auteurs eux-memes, cela conduit a des 
calculs analogues a ceux de Vinogradov dans la preuve du theoreme des trois 
nombres premiers-ou de l'evaluation (3). Le point de vue adopte dans [7] est 
essentiellement global, au sens oui le but recherche est l'extension du theoreme 
d'Erdos-Kac, et non celui de Sathe-Selberg [ 1 1, 12] concemant les lois locales de 
la repartition de Q(n) ou w(n). I1 nous a paru interessant de poursuivre dans 
cette direction l'etude de [7]. Notre methode, qui repose sur la consideration 
des sommes 

E e(an)zQ(n) (a e R, z e C) 
n<x 

est moins difficile techniquement. Elle repose essentiellement sur une evaluation 
de type "Siegel-Walfisz" pour les quantites 

E 
Q(n) 

n<x 
n_ a(mod q) 

qui est prouvee dans [5] (Theoreme 3). 
Nous terminons cette section par la preuve de la relation (7) et des corollaires. 
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Rappelons d'abord la formule de Selberg [12] 

(ll)~~ ?(X) = F (l lo x (k - )! (1 + 10 2 Xl ) 

valable uniformement pour x > 3, 0 < <1, 1 < k < (2- 3) log2 x, avec 

(12) F(z) := j )fl (1 --) (1 -I ) (Izl < 2) 

Nicolas [9] a donne une formule asymptotique pour 7k (x) lorsque k > 

(2 + ) log2 x, et Balazard [1] a unifie l'etude en fournissant une evaluation 
valable sans restriction sur k. Il decoule en particulier de ses resultats que 

(13) 7rk- I (x)/7rk (x) min(2, k/ log2 x) 

lorsque (2 -) log2x k, 2k = o(x). 
Pour etablir (7), on remarque que E(x, 1/2) < l/x, et que 

7Ck ( 2) = 27tk1I (x/2) - k(X) 

Ainsi (7) decoule immediatement de (11) et (1 3). 
Le corollaire 1 se deduit du theoreme selon le procede decrit dans [7]. On 

peut supposer k < (3/2) 10g2 x, puisque 3k(X) > 1 dans le cas contraire. 
Posons 

A(ce) :=Ee(ea), B(ce) :=Ee(ab). 
aEsW bE- 

Alors on a 

(14) 2xf A(a)B(a)E(2x, a) da = Isf I * I I 

et le membre de gauche de (8) vaut 

(1-vI I)-q 1 / (ce)B(a)k(2x, a)da 

(2x) rk(2x)+O (|vr1_ 117rk(2x)3k(X) IA(a)B(a)l da 

d'apres (5) et (14). Par (11), le terme principal vaut 
-1I x ck (x)(l + 0(1/ log2 x)) 

On majore l'integrale en a dans le terme reste par l'inegalite de Cauchy-Schwarz 

j IA(a)B(a)lda < (/ A(a) 2da J B(a) 2da) 

= W I kV _II 
Cela implique bien l'estimation souhaitee (8). 
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292 GERALD TENENBAUM 

On obtient le corollaire 2 en sommant (8) pour k < t. La contribution des 
termes principaux est egale a 

(D t 10o2 x) +0 ( 1g) 

d'apres le theoreme d'Erdos-Kac avec reste-cf. Renyi et Turan [10]. La con- 
tribution des termes d'erreur est 

<<( *K 2S 

avec 
00 

S=> 7k (X)k (X) < XQ(n 1) 102 XI 
k=1 _19~ 19 < 

D'apres l'inegalite de Turan-Kubilius, la demiere somme n'excede pas 

(x x Z(Q(n) - log2 x)2) << x(log2 x) 1/2. 
n<x 

Cela acheve la demonstration du corollaire 2. 

2. PREUVE DU THEORtME 

Considerons le polyn6me en z 

T(x; z,a) : e(an)z 
Qn 

n<x 

dont le coefficient de z k est precisement rk (x , a). Le resultat suivant est un 
cas particulier du Lemme 4 de [5]. 

Lemme1. Soient 0 <3< 1, zI < 2-3, x > 2, b > 0, et a, q, t desentiers 
tels que (a, q)=1,1 < q < (logx)b,t > 1. On a 

T(x; z, a/q) = x E rj(z, q)(logx)z 
(15) j=1 

+ ( (1 )zt-1(1 2 t+4) 

ou Tj(z , q) est, pour chaque j, une fonction holomorphe de z dans le disque 

I z I < 2 et satisfait 

(16) lj (z , q) <<,j (1092 q) j+3 
(Izl < 2 - )? 

De plus, on a 

(17) T1 (z, q) = F(z)zQ(q) (q)+1 (z - 1)w(q) (p(q)-1 

Lemme 2. Soit , 0 < J < 1 . Pour IzI < 2 - , x > 2, a e R, on a 

(18) T(x; z, a) T(x; 1 a) | < I + xilll 
(u 18)11 designe T(x;az,c0) d a l-og x 
ohi Ilall designe la distance de a ~i l1ensemble des entiers. 
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Demonstration. Comme le membre de gauche de (18) est invariant lorsque l'on 
change a en +(a - m), m E Z, nous pouvons supposer que a = Ilall . 

Appliquee avec a = 0, q = 1, t = 1, la formule (15) foumit le resultat 
classique de Selberg [12] 

(19) T(x; z, 0) = x(logx)z {zF(z) + Oj(1/logx)} . 

On a 
rx rx 

T(x; z, a) = e(au) dT(u; z, 0), T(x; 1, a) = e(au) d[u] 

oui [u] designe la partie entiere de u. Nous pouvons donc ecrire 

T(x; z, a) - x T(x; 1, a) T(x; z, 0) 
fX [ul 

(20) = e(au) d {T(u; z, 0) -[ T(x; z, 0) 
rx rx 

= zF(z) / e(au) dH(u) + / e(au) dJ(u) 

out l'on a pose 

H(u) := u(log2u)z - [u](log2x)z 

et oui J(u) est une fonction a variation bornee telle que 

J(u) < u(log2u)z- 

Une integration par parties suffit a evaluer l'integrale relative a H. Il vient 

/ e(au) dH(u) = e(ax)H(x) - e(a)H(l) - 2i71IIal /l H(u)e(au)du 
rx 

< 1 + IH(x)l + IIaIfll IH(u)l du . 

Or on a 
H(x) < (logx)zI 

et 

H(u) =(z-)u (log 2v) -2d + O((logx)z l) 

d'oiu 

J IH(u)I du < (log2v)Rez 
2 (j Vudu) d +(1gRez- 

<X2 ,gXz-2 

?<x(logx) 

Le premier terme du membre de gauche de (20) est donc 

J 2r yAz-2 
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Le second vaut 

[e(cau)J(u)]l - 2i7ra / e(au)J(u) du 

< x(logX)Rez-2 + 1 f1 u(log 2u)Re z-2 du 

< (1 + IIaIIx)x(logx) 

Compte tenu de l'estimation 

T(x; z,O) >? x (logx)Z1 

qui decoule de (19), cela acheve la demonstration du Lemme 2. 
Nous sommes maintenant en mesure d'entreprendre la phase finale de la 

demonstration de notre theoreme. 
Nous pouvons supposer Ik - log2 x < (1/2) log2 x puisque le resultat est 

trivial dans le cas contraire. 
Lorsque oz satisfait a 1'in6galit6 

(21) IIaIIx < logx 

on obtient grace a (18) et ( 19), puisque E(x, a) = x T(x; 1 a), 

7EkX )E;(x ' a)l()=2 (T(x; z, a) -E(x, a) T(x; Z, 0))k+ 
z 

xrlk 1k 7g r cos d 

<(log X) 3/2 
(lo X) d 

oii l'integrale de Cauchy est prise sur le cercle Iz = r < 2. Nous choisissons 
r = (k - 1)/ 1g2 X. La derniere expression est alors 

<< x (log2x) 
I 

7rk(X) 

(logx)3/2 (k - 1)! logx 

oii la seconde majoration decoule de (11). Cela etablit l'estimation souhait6e 
(5) (avec beaucoup de marge !) sous l'hypothese supplementaire (21). 

Supposons d6sormais que (21) n'est pas r6alis6e. Alors E(x, a) ? 1/lallx < 
11/ log.x, et nous pouvons nous contenter d'etablir 

(22) 7k (X, )/ /k (X) << 5k (X) 

Soit Q := x/(logx)l0. D'apres le theoreme de Dirichlet, il existe un entier q, 
1 < q < Q, tel que llqall < 1/Q. Nous distinguons deux cas selon que l'on 
peut ou non choisir q > 1. 

Pla~ons-nous d'abord dans 1'hypothese oii q ? 2. Si q > logx, le Theoreme 
A, appliqu6 avec ( = 1/2, fournit l'estimation requise. Si 2 < q < logx, 
nous pouvons faire appel au Lemme 1 pour evaluer T(x; z, a/q) ou a est tel 
que llqall = lqa - al . Nous en deduirons une majoration de IT(x;z,c) par 
sommation d'Abel, puis de 7rk (X , a) par la formule de Cauchy. 
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D'apres (15), nous avons pour chaque t > 1 

T(x;z,a)= ) e(( a-) u) dT (u;z,-) 

(23) = TIj(z q) e ((a - ) u) d{u(log u)Z1}} 
j=1q 

+ e (( - - u) dR(u) 

oui R est une fonction a variation bornee telle que 
z-t-1 ~~t+4 R(u) <t x(log2x)z t (log3 16x) 

L'integrale relative a R possede un module n'excedant pas 

IR(x)I + 27rq llqal I R(u) I du 

(24) ?<t (1 + x/Q logx)x(logx)z + 

<x(logx)z2 

pour le choix t = 12. Comme on a pour w e C 

Jd{u(Iog u)wj <?w (logu)Re du (u > 2) 

on deduit donc ce qui precede 

T(x; z, a) < x(logx)Z 1{ IT,(z, q) + Z(1 +I m(z, q)I)(logx) 1j} 

< X(logx) IZ - 1I) Wo(q) + (logX'-1/2} 

d'apres (16) et (17). C'est ici que nous utilisons l'hypothese q > 2, qui im- 
plique w(q) > 1. En evaluant l'integrale de Cauchy sur le cercle I = r = 

(k - l)/log2 x, la majoration precedente permet d'ecrire 

xr__ 
1k7 

-1/2, kcosO X ) < lg I {lrei'-II+(logx) }e dO. 

En utilisant les inegalites ire 11 < ?r - 11 + 2101 et cos 6 > 1 - 2 02/7r2, on 
obtient bien (22). 

II reste a examiner le cas q = 1. Nous pouvons supposer que a = IIaH. Nous 
utilisons encore la formule (23) (avec a = 0, q = 1 ) mais nous evaluons les 
termes principaux par la seconde formule de la moyenne. Posons y x/ logx . 
On a, lorsque Izi = r < 2, 

r-2 

IT(y;z,a)l < T(y;r,O) < x(logx) 

et, par (23) et (24), 
12 x 

T(x; z, a) - T(y; z, a) = ET* (Z) f e(au)(logu)zJ du + O(x(logx)z2) 
J=l 
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oiu l'on a pose 
* 

avec la convention To(z, 1) = 0. Or, on a 

je(au) (logu)z-jidu= e(u + 2- Im z - log u) - (log U) du. 

Lorsque llallx > l/og , la derivee de I'argument de l'exponentielle complexe 
est equivalente a Ilall, et l'integrale releve du Lemma 4.3 de Titchmarsh [13]. 
Elle est donc 

-l -j z-j- 1/2 << ? fa11 (logx) << x(logx) 

En rassemblant les estimations pr6c6dentes, nous obtenons 

T(x; z, a) < 
x(logx)r3/2 (Izl = r < 2). 

La formule de Cauchy pour le cercle I = r = (k - 1)/log2 x fournit alors 

-kX( OgX)r-3/2 -(x)(logx)-1/3 ekl(Xc)?r x(log) ( 7rk(x)(logr ) 
Cela 6tablit (22) lorsque q = 1 et ach~ve la d6monstration. 
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