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Abstract. An integer n is called lexicographic if the increasing sequence of its divisors, regarded
as words on the (finite) alphabet of the prime factors (arranged in increasing size), is ordered
lexicographically. This concept easily yields to a new type of multiplicative structure for the
exceptional set in the Maier-Tenenbaum theorem on the propinquity of divisors, which settled a
well-known conjecture of Erdés. We provide asymptotic formulae for the number of lexicographic
integers not exceeding a given limit, as well as for certain arithmetically weighted sums over
the same set. These results are subsequently applied to establishing an Erdés-Kac theorem with
remainder for the distribution of the number of prime factors over lexicographic integers. This
provides quantitative estimates for lexicographical exceptions to Erdos’ conjecture that also satisfy
the Hardy-Ramanujan theorem.
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1. Introduction

Désignons par {pj(n)};dgi) la suite croissante des facteurs premiers d’un entier n,

par v;(n) I'unique entier v tel que p;(n)”|n (1 < j < w(n)) et posons
nj =)™ (1<j<w(n).

i<j
De nombreux problémes de crible s’énoncent en termes de comparaison des tailles
respectives de p;(n) et n;. Un important résultat d’Erdés [3], précisé ultérieurement
par Bovey [2], énonce que

logn; 1
max 81y . 8N

1<j<w(n) logp;(n)  logyn

lorsque n tend vers l'infini en restant dans une suite convenable de densité unité.

Si {d; (n)};(:nl) désigne la suite croissante des diviseurs de n, Tenenbaum a montré
dans [9] que 'on a pour tout n
| Jnax djy1(n)/d;(n) = Kljngaﬁn)pj(n)/ﬂj- (1-1)
L’étude de la fonction de répartition de cette fonction arithmétique est susceptible
de surprenantes applications a des problemes apparemment disjoints de théorie des
nombres, cf. [9], [11].
Nous nous proposons ici d’entreprendre 1’étude duale, c’est-a-dire celle de la
répartition de la fonction
W(n) = Kﬁi&n)p;’(n)/nr (1-2)
Nous convenons que W (1) = +oo et nous désignons par £(y) 'ensemble des entiers
n > 1 tels que W(n) > y.
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On sait que l'une des questions centrales dans 1’étude de la structure fine
des diviseurs d’un entier normal est le conflit entre les deux relations d’ordre
naturelles dont on peut munir ensemble des d;(n) (voir en particulier [4], [5],
[10]). La structure d’ordre additif est la trace de l'ordre de Z. La structure d’ordre
multiplicatif est induite par ’ordre lexicographique, obtenu en associant & chaque
diviseur

d= [ pm™  (0<a; <y(n)
1<j<w(n)
le mot o, (p) - - - a1 de longueur w(n).

Notons o, la permutation de {j : 1 < j < 7(n)} qui transforme Pordre additif
dans l'ordre lexicographique. Il est facile de constater qu’une condition nécessaire
et suffisante pour que o, coincide avec lidentité est que n € L(1). En effet, si
n ¢ L£(1), il existe un j tel que p; = p;(n) < n;. Puisque p; 1 n;, on a en fait
pj < nj. On peut donc écrire p; = ds(n), nj = di(n) avec s < t. Or 0,(s) > op(t)
par définition de n;. Il s’ensuit que o, n’est pas identité. Réciproquement, pour
n € L(1), considérons ds(n) et d¢(n), avec s < t. Désignant par j le plus grand indice
tel que ds(n) et di(n) aient des valuations p;(n)-adiques distinctes. On peut alors
décomposer ds(n) = asp;(n)Pb, et di(n) = a;p;(n)7b avec as|n;, az|n;, et bln/n;j .
Comme n; < p;, on a nécessairement 3 < . Cela implique o, (s) < o, (t). Comme
s et t sont quelconques, on obtient bien que o, coincide avec 'identité.

Ce critére nous a conduit & désigner L£(1) comme 1'ensemble des entiers lexi-
cographiques. Une seconde propriété attrayante de cet ensemble d’entiers fait I’'objet
de I’énoncé suivant.

Théoréme 1. Soit n un nombre entier. On a
Wn)= min_ dyi(n)/ds(n) (1-3)

1<j<7(n)
si, et seulement si, n € L(1).

Démonstration. La condition est clairement nécessaire puisque le membre de droite
de (1-3) est au moins 1. Montrons qu’elle est suffisante. Soit j = k un indice
réalisant le minimum du membre de droite de (1-3). On a dj41(n) = py* - - p{*
pour un certain indice ¢, 1 < ¢ < w(n), avec oy > 1l et o;j > 0 pour 1 < j < £
Alors di1(n)|ney1 et puisque pey1 > ngyr, on a aussi dg(n)|ng1, d’oly, pour des
exposants 3; > 0 convenables, di(n) = pf fo. pf 1. Soit m le plus petit indice tel
que oj = 3; pour m < j < £. Comme dg(n) # di41(n), on am > 1. Si oy, < B,
alors
de+1(n)/di(n) < o /pm < 1,

ce qui est manifestement impossible. Donc «a,,, > (3, et il suit
i1 (n)/d(n) = pim /M. (1-4)
Comme n,;, < Py, on a en fait égalité dans (1-4). Par définition de k, cela implique
Pm /N = minp;/n;,

ce qu’il fallait démontrer.
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Soit € 'ensemble des entiers n tels que
mind;ii(n)/d;(n) > 2. (1-5)

On adonc £(2) C &, d’apres le Théoréme 1. Une célebre conjecture d’Erdés, établie
par Maier et Tenenbaum [6], affirme que € est de densité nulle, autrement dit

E(z):=EN[L,z]| = o(x) (x — 00).
Hall et Tenenbaum ont donné dans [5] I'estimation effective
E(z) < z(logz )"’ /(log, x)”,

avec f =1 — (14 log,3)/log3 = 0,00415. Stef a amélioré considérablement cette
majoration [7] et a obtenu une minoration (peut-étre optimale) de E(z). Il montre
en fait que l'on a pour une constante positive convenable ¢

z(logz) P « B(z) < ze~oVIo827 (1-6)

Cet encadrement reflete bien 1’état actuel de nos connaissances sur la structure
multiplicative des entiers. La majoration est obtenue en montrant que les facteurs
premiers satisfont statistiquement & certaines propriétés relatives d’équirépartition,
et la valeur explicite de la fonction de x résultante indique le degré d’uniformité
auquel les méthodes disponibles permettent de parvenir. La minoration découle
d’un principe heuristique plus simple : si le nombre total des quantités distinctes
de la forme log(d;(n)/dx(n)), qui est normalement « voisiny de 3(") est inférieur
a logn, on peut s’attendre a ce que le minimum ne soit pas trop proche de 0. Cette
condition est statistiquement réalisée lorsque le nombre total w(n) des facteurs
premiers de n n’excede pas (logy n)/log 3, ce qui correspond & lexposant (.

Le fait que ce principe puisse étre rendu effectif nous donne un premier renseigne-
ment sur la structure de I’ensemble exceptionnel € pour la conjecture d’Erdés. 11
contient en particulier, pour chaque € > 0, presque tous les entiers n sans facteur
premier < exp(logz)® et tels que w(n) < (1 —¢)(logyn)/log3. Cela induit ipso
facto la question d’exhiber d’autres structures multiplicatives représentatives des
entiers de €. Quelle minoration peut-on donner, par exemple, pour le nombre des
n de £ n’excédant pas x et possédant le nombre «normaly de facteurs premiers,
soit w(n) ~ logyn ? L’étude de la répartition de la fonction w(n) sur les entiers
lexicographiques fournit une premiere réponse.

Il est bien connu que la fonction arithmétique n +— t“( permet souvent
d’opérer un «recentrage exponentiely (selon Pexpression utilisée en théorie des
probabilités) d’une somme arithmétique autour d’un ensemble d’entiers ayant une
quantité prescrite de facteurs premiers. Nous allons montrer que cette technique
fonctionne encore, quoique sous une forme plus sophistiquée, dans I’étude des
nombres lexicographiques.
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Posons L(z,y) := L(y) N [1,z]. Les motivations exposées plus haut nous con-
duisent a étudier le comportement asymptotique de la quantité

L(z,y;t) := Z ), (1-7)

neL(z,y)

Introduisons quelques notations pour énoncer plus commodément notre résultat.
Nous posons pour § €] — 0o, 1]

1/2 v
J(6) = /0 i (1.8)

1—v

Il est clair que J définit une bijection strictement croissante de | — oo, 1] sur |0, +00[.
Nous désignons, pour chaque ¢ > 0, par §(¢) 'unique solution de ’équation

tJ(5) = 1. (1-9)

On note que §(t) > 0 si, et seulement si, ¢ < 1/log2. Enfin, nous définissons
o(t) :==1 —4(t) et nous introduisons la fonction positive

n(t) := min (o(t). 1/e(t)?) (> 0). (1-10)

Théoréme 2. Pour chaque y > 1, il existe une fonction K, :]0,00[—]0,00[, de
classe C!, telle que I'on ait

(6] x 2 X
Liw,y;t) = { K, (1) + OT(((Ing;)n)(t) )} ey @2 (1-11)

pour tout T > 1 et uniformément dans le domaine 1/T <t<T,1<y<T.

Lorsque t = 1, on obtient une formule asymptotique pour la fonction de comptage
des entiers lexicographiques. On a §(1) ~ 0,2228.
Posons L(z,y) := L(z,y;1) et

Go(2) := L(z,y)" Z 1.

n<
w(n)<zlog, x

Pour t = e %/1°82% la quantité L(zx,y;t)/L(x,y) est la valeur au point u de la
transformée de Laplace bilatérale de G (%), soit

L(ar,y;e_“/k’g2 *)/L(z,y) = Go(u) = /00 e " dG,(2).

— 00

En reportant dans (1-11), on obtient que

lim Fp(u) =e“/?  (ueR) (1-12)

Tr—00
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avec Fy(z) := Gy(a + zy/b/logyx), a = —8'(1), b := —&(1) — §”(1). Cela
implique immédiatement une version du théoreme d’Erdds-Kac pour les entiers
lexicographiques.

En fait, le Théoreme 2 fournit une forme effective de (1-12). Pour exploiter
ce renseignement supplémentaire, il est nécessaire de disposer d’'un théoreme
d’inversion de Laplace quantitative, par exemple analogue au théoreme de Berry-
Esseen pour la transformée de Fourier. Le seul résultat de ce type disponible dans
la littérature est, & notre connaissance, celui de Alladi [1]. Le théoréme suivant, qui
affine I'estimation de Alladi, est un cas particulier d’un résultat récent, obtenu par
les auteurs [8], d’inversion quantitative pour la transformation de Laplace réelle.
Ici et dans tout ’article nous posons

1 # 2
(I)(Z) = \/—2—7‘-/ e /2 du.

Théoréme A. Soit F' une fonction de répartition satisfaisant, pour e €]0,1[, K > 0
et R>1, a
)  Flu):= / e dF(z) = {14 0()} (0<u<r),

(i) Fu <e”’? (“R<u<R).
Alors on a

sup | F() — (2)] <, ‘BL | 108a1/¢)

z€R R Vog(1/e)

Le résultat de Alladi, prouvé par une méthode différente, fournissait la borne
sensiblement moins précise <, 1/vVR + (log|log5|/|log6|)1/8. Il est & noter,
ainsi qu’il est établi dans [8], que la dépendance en ¢ de (1-13) est optimale, au
facteur log,(1/¢) pres, dans les conditions de généralité indiquées. La conjonction
des Théoremes 2 et A fournit immédiatement le résultat suivant de type Erd8s—
Kac effectif, autrement dit de convergence vers la loi de Gauss avec estimation de
Ierreur.

(1-13)

Théoréme 3. Soit T > 1. On a uniformément pour 1/T <t < T,1<y<T,
z € R,

! 3 10 = @(2) + o(log—”), (1-14)

L(z,y;t) nel(ey) v/logs

w(n)<a(t) log, z+24/b(t) logy T

avec a(t) = —td'(t), b(t) = —td'(t) — 26" (t) > 0.
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Compte tenu des restrictions, signalées plus haut, inhérentes & une estimation
de type (1-13), le terme d’erreur de (1-14) peut étre considéré, au facteur log, =
pres, comme la limite naturelle d’une méthode fondée sur I'estimation des sommes
L(z;y,t) avec t réel.

11 est facile de voir que pour tout n de £(1), on a w(n) < {1/log2+ o(1)}log, n.
En choisissant ¢ = 1, on obtient un théoreme de Hardy—Ramanujan pour les entiers
lexicographiques.

Corollaire 1. L’ordre normal de la fonction w(n) dans la suite L(y) est alogyn
aveca = —4'(1) = 0,5624. Plus précisément, pour tout y > 1 et pour toute fonction
&(n) — oo, on a

Z 1~ L(z,y) (x — 0).

neL(z,y)

lw(n)—alog, n|<€(n)y/log, n

Le Théoreme 3 permet également d’estimer, pour tout « de ]0,1/log?2[ et & un
facteur (logz)°(") prés, le nombre des entiers de £(z,y) tels que w(n) soit « proche »
de alog, x.

Théoréeme 4. Pour tout o de ]0,1/log?2[, I’équation t'(t) + o = 0 posséde
une unique solution t = t, > 0. Soient T > 1, z > 0, et (ap, 1) tel que
0 < ap < a1 < 1/log2. On a uniformément pour op < o < a1, 1 <y < T,
x > 16,

Z 1= T  0(log,2) (1-15)

n(a)
neLl(x,y) (10g {II)

|w(n)—alog, x|<z4/logy
avec p(a) == 0(to) + alogty.

Lorsque a = —§’(1), la formule (1-14) fournit un résultat plus précis, et en fait
une formule asymptotique, pour le membre de gauche de (1-15).

La valeur « = 1 est la plus intéressante. On a (1) = 0,687. Cela fournit
une réponse quantitative a la question soulevée plus haut concernant la taille de
I'intersection de € et de ’ensemble des entiers satisfaisant au théoreme de Hardy—
Ramanujan : le nombre de ces exceptions atypiques vaut

z/(log iE)u(l)JrO(l)_

Nous donnons infra une table de valeurs pour les fonctions 6(t) et u(a).
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t 4(t) t o(t) Q w(a) tao
0 1 2 | —0,22515 0 1 0+

0,1 0,90071 3 —0,53570 0,1 0,67048 0,10216

0,2 | 0,8049 4 | —0,77444 0,2 | 0,48360| 0,21641

0,3 | 0,71443 5 | —0,96893 0,3 | 0,35638| 0,35491

0,4 0,62961 6 —1,13333

0.5 055037 N 0,4 | 0,27370| 0,53488

0,6 0,47633 8 ~1,40189 0,5 0,23039| 0,75538

0,7 0, 40700 o | _1 51482 0,56241 | 0,22282 1

0,8 0,34192 10 | —1,61722 0,6 0, 22562 1,16154

0,9 0, 28066 11 | —1,71091 0,7 0,26152 1,78014

10 0,22282 12 | —1,79730 0,8 | 0,34325| 2,92351

1,1 0, 16807 ’ ’ ’

1,2 0,11610 13 | —1,87746 0,9 0,48001 | 5,40823

1,3 | 0,06665 14 ] —1,95226 1,0 | 0,68764| 12,30583

1,4 | 0,01949 15 | —2,02237 1,1 | 0,99475| 41,34470
1/log2 0 16| —2,08837 1,2 | 1,45971| 328,17996

L5} —0,02558 N s 1,3 | 2,23407| =~ 35185

1,6 | —0,06874 18 | —2,20981 5

L7 | 011015 19 | 2. 26507 1,4 | 4,05733| =~2.10

1,8 —0, 14994 20 | —2,31948 1,44 8,13613

1,9 —0, 18824 400 —00 1/log2 +00 400

TABLES.— VALEURS APPROCHEES DE O(t) BT p(a) A 5.10~6 pris.

2. Equations fonctionnelles
Dans tout ce qui suit, nous nous donnons un parametre 7' > 1 et nous supposons
1/T<t<T, 1<y <T, x> 2. (2-1)
Toutes les constantes, implicites ou explicites, peuvent dépendre de T'.
Lemme 2.1. Sous ’hypothése (2-1), on a
L(z,y;t) =1 thz Z L(min(a:/p”,p/y),y;t). (2-2)
v>1pY<a

Démonstration. Un entier n > 1 compté dans L(z,y) s’écrit de maniére unique
n = p’m avec p > ym, p'm < x, v = 1, et m € L(y). En remarquant que
() = ¢«(m)+1 on obtient immédiatement (2-2).

Lemme 2.2. Sous I’hypothése (2-1), on a
L(z,yity=t Y Ll/pyt)+t > Lp/y,y:t)+0(x*P(logz)" ).

VEY<pa (zy)/3<p< /Ty
(2:3)
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Démonstration. La contribution des nombres premiers p < (my)l/ 3 au membre de
droite de (2-2) n’excede pas

toy [logﬂL(p/y,y;t)-

p<(zy)t/3 logp

Au vu de l'estimation triviale

Liw,yit) < 30 0 <7 wllogw)™  (w>2), (24)

nw

on obtient que cette contribution est englobée par le terme d’erreur de (2-3).

Lorsque (zy)'/? < p < 1, les seules valeurs admissibles de v dans (2-2) sont v = 1
et v = 2. Le terme principal de (2-3) prend en compte le cas v = 1. La contribution
correspondant a v = 2 n’excede pas

Yoo Leftun< Y Sogx)T

(zy)'/3<p</Ty p>(wy)l/3

< /3 (log z)T~1,

ol nous avons de nouveau fait appel a (2-4).

Lemme 2.3. I] existe des constantes positives Ky et K5, ne dépendant que de T,
telles que 'on ait sous I’hypothése (2-1)

T xT

Ky < L(w,y3t) < Ko 50
logayi® < o0 S Kot isw

(2:5)

Démonstration. Soit r = r(T) = 20=9(/T))/2 > 1. Nous établissons par récurrence
sur k > 1 qu’il existe des constantes positives A; et Aar , ne dépendant que de T,
telles que ’on ait, pour 2 < = < exp 2,

T xT

e < L(2, i) S A 5
¥ (log z)°®) (=.3:1) < A (log z)°®)

(2:6)

avec Ai = AT exp {+ 2521 r~*}. Au vu de Destimation triviale

T

< tr(@) — 7)) +1 < L, yst) < 30 < w(loga) T,
logz
n<e
nous pouvons supposer k arbitrairement grand.
Lorsque exp2® < z < exp2F*!, hypothese de récurrence permet d’estimer les
termes L(x/p,y;t) et L(p/y,y;t) dans (2-3). En notant que L(x/p,y;t) = 1 pour
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x/2 < p < x, nous obtenons ainsi l'existence d’une constante A, dépendant au plus
de T, telle que

tAf x
L it) < R
(-T,ya ) Z p(log(x/p))5(t)
VEY<p<z/2 1)
tAﬁp T :
+ A
(zy)1/§g<m y(log(p/y))é(f) 1Og$
et i
L x,y;t) = tA, - = _A$3/4 2.8
s \/@;psz/z p(log(x/p))° (28)

Le théoréme des nombres premiers permet d’estimer les sommes en p de (2:7) et
(2-8) par sommation d’Abel. On obtient

z xJ(6(t)) x
Z = +0 (2:9)
a(t) 5(t)
VIY<p<e/2 p(log(z/p)) (log x) (log x)
et ) i
2 < : (2:10)
(1) 146(t)
(xy)'/3<p</TF y(log(p/y)) (log x)

En reportant dans (2-7) et (2-8) et en notant que 6(t) < §(1/7) < 1, on obtient,
avec des constantes convenables B (T), B2(T) et pour k > ko(T),

Lz, y;t) < ﬂ{tj(é(t)) +32(T)2—k(1—5(1/T))} < M
T (logz)*® = (log )’
et
A w A
L ) > kT — By(T)2 k1-0(/T)) 5 k417
(%Z/J) (log .’13)5(” {tJ((S(t)) 1( ) (log .Z‘)‘S(t)

puisque tJ(6(t)) = 1. Cela achéve la démonstration du Lemme 2.3.
Lemme 2.4. On a sous ’hypothése (2-1)

¢ du T
L(e.y:t) = t/\/_L(x/u,y,t) i+ Oy ) (211)

x
Démonstration. Les relations (2-3) et (2-5) impliquent immédiatement

L(z,y;t) =t Y L(x/P,y;t)JrO(m)

VITYL<pLT

=t Y L(z/py:t) + O(me(t))'

Vz<p<Lz
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La derniére somme en p vaut

/ ) Lofuyt) 5+ [ " L /uy:t) dR(u),

x x

avec R(u) :=li(u) — m(u) < ue=2V!°8% La seconde intégrale ci-dessus vaut
[ [ arwunare = [ {Re/o) - B} L.
Va J1- 1=
N
<</ %e‘QVlOg(m/”HdL(v,y;tﬂ

< Z tu(n)ge—%/log(m/n) < xe—\/logm_
n<Vz

Cela implique bien (2-11).

3. Preuve du Théoreme 2

Soit T > 1 un parametre fixé une fois pour toutes. Etant donnés y et t satisfaisant
2-1), nous posons
(2:1), p

d:=0(t) et a:=a(t)=min(l,1-4(t)),
et nous définissons A\(x) par la relation
Az)x
(log )

Comme au paragraphe précédent, nous convenons que toutes les constantes,
implicites ou explicites, peuvent dépendre de T
En opérant le changement de variables u = x!=% dans (2-11), il vient

L(z,y;t) =

(x> 1). (3-1)

dw
w=?

1/2
MNz) = t/o Az™) T O((logz)™") (32)

—w
Le Théoreme 2 équivaut a la relation asymptotique
Ax) = K, (t) + O((log 2)~"™) (x — 400), (3:3)

ol K (t) est une fonction contintiment dérivable de ¢. Il est en effet inutile de vérifier
la positivité de K, (t), qui résulte trivialement de la minoration du Lemme 2.3.

Nous allons établir (3-3) en interprétant (3-2) comme une relation de convolution.
Cela nécessite un nouveau changement de variable. Posons a cet effet

o) = { P 220
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En tenant compte de ’encadrement trivial
0<A\z) <(ogz)’(1+t) (1<z<3)

pour évaluer la contribution & 'intégrale de (3-2) de lintervalle 0 < w < 1/logz,
on peut rééerire (3-2) sous la forme

“+o0
o= [ ee-vg@ dvihe) (e (3-4)
ou 'on a posé, notant o = o(t) := 1 —§(¢) > 0,

g(v) = {gegv(l - EZ g igi ;; (3-5)

et ou h(z) satisfait a
hz)=0 (2<0), h(z) < e™** (z>0). (3-6)

Il est & noter que, pour chaque z, h(z) est une fonction polynomiale de ¢, et que
Oh(z)/0t satisfait également la majoration de (3-6).
La solution générale de I’équation de Volterra (3-4) est

+oo
o(z) = h(z) + G(v)h(z —v) dv (3-7)

avec oo
G(v) =Y g™*(), (3-8)
k=1

oi1 g** désigne la k-&me puissance de convolution de g. La série (3-8) ne comporte,
pour chaque v > 0, qu’un nombre fini de termes puisque

k—1
“k () — ) a(v — S 10;) doy - - - doy. .
g (v) /}Rk_lil:[lg( Dg(v—SFlv)d dvg_y (3-9)

est nul dés que k > v/log2. En particulier, comme fj;o g(v) dv = 1 par définition
de §, on voit que

Gw)=0 (v<log?2), 0< G(v) < 2tv/log2 (v = log2). (3-10)
Nous allons étudier G(v) par Uintermédiaire de sa transformée de Laplace

~

G(s) = /000 e *"G(v) dv 9(s)

T 1-g(s)’

(3-11)
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convergente pour Res > 0, ainsi que latteste (3-10). On peut incidemment
remarquer que ce dernier renseignement découle aussi de I'inégalité

9(s)| <glo) <g(0) =1 (s =o+ir,0>0)

et du théoreme de Phragmén-Landau qui stipule que la transformée de Laplace
d’une fonction positive ou nulle posséde une singularité en son abscisse de conver-

gence.
On a

X 9—s—o—j

Gs)=tS 312
9 =1Y o (312

ce qui fournit un prolongement méromorphe de g(s) au plan complexe tout entier.
Le lemme suivant, dont nous différons la démonstration, permet de prolonger
holomorphiquement G(s) au demi-plan o > —n(t).

Lemme 3.1. La quantité n = n(t) étant définie par (1-10), on a g(s) # 1 pour
o > —n, s #0. De plus, pour chaque T > 1, on a
inf |1 —9(s)|>r 1. (3-13)

o=—n

1/T<t<T

Admettant momentanément ce résultat, nous sommes en mesure d’établir (3-3).
Par la formule d’inversion de Laplace, on peut écrire pour tout o > 0

o+io0o N
G(v) L/ G(s)e"? ds. (3-14)

27TZ —ico

Pour 0 > —p, s # —p, on déduit de (3-12) que
g(s) =ts™'2727% + O(t]s|227977). (3-15)
Cela implique, pour |7| assez grand et o > —p, la formule

Gls) = 20 L o2, (3-16)

1T

Reportons cette évaluation dans (3-14) et estimons la contribution & l'infini du
terme principal par la seconde formule de la moyenne. Nous obtenons, pour le
choix 0 = 1/v, et pour toute valeur du parametre X > 1,

1 /X 1
Gv) = — G(s)e" ds + O(}) (3-17)

270 1 pey—ix

Déplagons alors le segment d’intégration jusqu'a o = —n. Le Lemme 3.1 garantit
que s = 0 est la seule singularité traversée par le segment d’intégration — le pole
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de G(s) en s = —p n’étant pas une singularité de G(s) = §(s)/(1 — G(s)) . Comme

g'(0) = —log2—t3>72, 27277 /(p+7)? < 0, le résidu de I'intégrande en s = 0 vaut
B = —1/3(0),
et il suit
G(v) = B+ —— / G(s)e” ds + O(i) (3-18)
N 2mi X

ou Z est la ligne brisée joignant dans cet ordre les points (1/v) —iX, —n — iX,
—n + X, (1/v) + iX. La relation (3-16) permet immédiatement d’estimer la
contribution a l'intégrale de (3-18) des segments horizontaux de Z par O(1/X).
Par (3-13) et (3-15), on peut majorer la contribution du segment vertical par

—n+iX e
<</ |ds| < e log X.
—n—iX |S|

En choisissant X = vo(T) + v avec vo(T') assez grand, il vient
G(v) = B+ O(ve™) (v > log2). (3-19)

Il est maintenant facile de compléter la démonstration de (3-3). En reportant
(3-19) dans (3-7), on obtient

o(z) = /lz {B+ O(ve™"")}h(z —v) dv+ O(e”*%)

og?2

+oo +oo z vdv
= B/ h(w) dw+ O / |h(w)] dw —|—/ prompe gyt +e
—00 z—log 2 log 2 envextz—v

+oo
= B/ h(w) dw + O(z%e™ %),
— 00
ol nous avons utilisé le fait que n < «. On obtient donc (3-3) avec

o0 N
K,(t)=B / h(w) dw = —h(0)/g'(0). (3-20)

— 00

La convergence uniforme de cette intégrale et de sa dérivée par rapport a ¢t implique
que K, (t) est une fonction de classe €' de ¢, dont la dérivée est donc bornée sur
[1/T,T).
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Il reste a établir le Lemme 3.1. Nous consacrons & cette tache toute la fin de ce
paragraphe.

Nous considérons g(s) avec s = o +i7, 0 = —n, 1/T <t < T, et nous utilisons
des arguments différents selon la taille de 7. Cela nous condult a considérer les trois
domaines suivants, oll nous avons posé ¥y = 7/log4, 1 = 7/log2.

(D1) 7] < Do,

(Dg) Yo < |T| 1917

(Dg) |T‘ > 191.

Nous allons montrer que 'on a pour 1 < j <3
g(s) #1 (t€Dj, s#0) (3-21)
et

mf |1 —g(s)| >r 1. (3-22)
TEDj

Notre argument est fondé sur la minoration de |Smg(s)| lorsque j = 1, sur la
majoration de Reg(s) lorsque j = 2, et sur celle de |g(s)| lorsque j = 3. Nous
pouvons supposer sans perte de généralité que 7 > 0 car §(5) = @ Nous notons
systématiquement

71 =7 log2.

La relation (3-12) permet d’écrire

9—0—0—j
Smyg(s Z Jotst) ‘Q{TCOSTl+(Q+J+j)SiHT1}. (3-23)

Lorsque 0 < 7 < Yo, on a 0 < 71 < 7/2 et Pexpression entre accolades dans
(3-23) est positive ou nulle pour tout j puisque o + 90 > o +n = 0. Elle est en fait
strictement positive si j > 1 et 7 # 0. De plus, pour —n < o <0, on a

00 G—ov—ov
(o) = / T gz 2G(0) > 1, (3-24)

avec la convention que le membre de gauche doit étre interprété comme +oo lorsque
o = —p. Cela établit (3-21) pour j = 1. De plus, un argument de continuité standard
permet de déduire de (3-24) que |1 — g(s)| > 1 pour ¢ = —n et 7 < 79(T), ol
70(T") est une constante suffisamment petite. Compte tenu de (3-23), on obtient
donc (3-22) dans le cas j = 1.

Considérons ensuite le cas 99 < 7 < ¥1. Nous observons dans un premier temps
que, par (3-12),
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avec ¥; = 71 + arctan{r/(o + j)} €]7/2,37/2[. On peut donc écrire

o0 —_ 00—

1—Reg(it) > 1=3(0) :tz o

5 (3-25)
- Z _‘7 t2_910g4
2 max(1, o) = ~ max(1,0)
Maintenant, (3-12) fournit par dérivation
=/ 277 log?2 277
~7 —o—0o
G'(s)] < t2-¢ ( 8z , ) 3.26
5l jz::o le+j+sl lo+i+s (326)
Comme o + ¢ > 0, on déduit de (3-26) que |g'(s)| < ¢1t27277 avec
i(2 Jlogz 277 >< 9
2N\ P e S0
11 suit, grace & (3-25),
t27¢ n t27¢
1—ReG 27{1 4 1, 2“d} =
€9(s) max(1, o) og 4 — ey max( Q)/O T max(1, o)

ou la derniére inégalité est obtenue en observant que la quantité max(1, o) fon 2% du
atteint son maximum 1/log2 en ¢ = 1. Cela établit (3-21) et (3-22) dans le cas
j=2.

11 reste & examiner le cas 7 > 91 = m/log 2, que nous scindons en deux sous-cas,
selon la place de o par rapport a 1.

Lorsque o < 1, et donc ¢t < 1/log 2, nous posons 3 := o + ¢ > 0. Nous pouvons
écrire, d’apres (3 12),

1 98 9—B—2 9—B-1 9—B—j
g < {2+ |+ At e
log2 UB+ir ' B+2+irl  |B+1+ir |8+ j +it]

1 1 1
< —— /4 BH(B) + +
log2{ ) 2y/1+97 4 9+19§}
avec
1 2 58 + 8)% + 2572
H(B) = 1 )

65355 T Bretirl 16(P+ (B2 -2}

La dérivée logarithmique de 479 H(3) n’excede pas

10(53 + 8) 130

<—logd+ -2 <.
BB+ 82 F25r2 S o8t T <

—log4 +
64 + 2597
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11 suit

96 < 5 { VIO + -+ — ). (321)

log2 21+ 02 4,9+ 02

Or
4 25 4 25

< )
2+ 6@+ SPEEL0) | 164+ 07
En reportant cette majoration dans (3-27), on obtient

g(s) <3 (T>Y,0<)). (3-28)
Lorsque ¢ > 1, on a n = 1/0? et I'on peut écrire, par (3-12),

H(0) =

1G(s)] < t2ne (3-29)

Z lo— 77+J+u91|

Maintenant, nous observons que
(0—n)*+ 97 =0+ 97 —3/2"% > *(1+ In)*.

Cela permet de majorer le terme correspondant & j = 0 dans la somme de (3-29)
par 2/0(2 + ). Semblablement, on vérifie sans peine que

(0—n+5)2+91>(e+4)? (1<j<9).

Posons
9
a:=12"%/o, b:=t» 27°7/(0+j), ¢ —tz2 eI /(0 +J);
Jj=1 j=10
de sorte que a + b+ ¢ = 1, et majorons 27 par 1 + 7. Nous obtenons, en reportant
les estimations précédentes dans (3-29),

~ 242y 147
< b(1 —_—.
)] < ag o + b1 ) +ep
11 suit |g(s)| < 1 — anh avec
hoe=o b e
24+T a 5Sa
Or on a clairement
270~J  t27e a 9—0—j
b<t = < , <t .
Z o+l o+l 1xg € ]Zw ~ 52
D’ou
5 1 . 3—2n s

T3k 14n PO Qapiag) 2000

Cela implique (3-21) et (3-22) pour j = 3, et acheve ainsi la démonstration du
Lemme 3.1.
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4. Preuve des Théoremes 3 et 4
Preuve du Théoréme 3. Soit Fy .(z) le membre de gauche de (1-14). Posant

M= M(z;t) :==a(t)loggx, V =V(x;t):=b(t)log,x, (4-1)

on a

= _ w(n) —M
o) = L) Y ep{ M0 )
neLl(z,y) \/v

Soit R := (logyx)""/8. Nous allons établir, comme une conséquence presque
immédiate de (1-11), que l'on a uniformément pour |u| < R, 1/T < t < T,
I<y<T,

Fralwy = {1+ o(m)}e“"‘/? (43)

En effet, on obtient (4-3) en reportant dans (1-11) les évaluations élémentaires
suivantes, olt 'on a posé s = t exp{—u/vV},

Ky(s) = K,(t) + O((logy 2)~1/%),

3

)t&’(t) e + O((“—) } log, &

—u u?
2V log, z)3/2

VV o2V
uM  u? 1
=6(t)1 -S40 ).
(Dlog 2+ 7= = 5 + O\ (og, 21175
Ainsi les conditions (i) et (ii) du Théoreme A sont réalisées avec R = (log, x)"()/8,
k=1 et e = (logyx)~/%. Cela fournit le résultat annoncé.

d(s)logyx = {5(15) + (

Preuve du Théoréme 4. Nous pouvons nous borner a établir I’assertion relative a
la solubilité de 1'équation ¢¢’(t) + a = 0. La relation (1-15) résulte immédiatement
de (1-14) et (1-11) pour le choix ¢ = t,.

L’inégalité de Cauchy—Schwarz

1/2 v 2
T (6)2 = (/0 1og(1/v)v—61dv>

1/2 1/2
< / — d”U / log?(1/v)0=5 2 — 7(8)J" (5)
0 0

1—wv

valable pour tout § de | — oo, 1], implique que J'/J est une fonction strictement
croissante sur cet intervalle. Comme il résulte d’un calcul standard que

J J

—(—o0) =log?2 —(1-) =

J ( OO) Og ? J ( ) +OO,

on voit que J/J' est une bijection de | — oo, 1 sur ]0,1/log 2[. L’assertion requise
concernant ¢, en résulte puisque 'on a par dérivation de (1-8)

—18'(t) = J(5(0)/7'(6()) (£ > 0).
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