LOIS DE REPARTITION DES DIVISEURS, 5
GERALD TENENBAUM

1. Introduction

Soit n un nombre entier et d(n) le nombre de ses diviseurs; on désigne, pour tout
couple (4, t)de réels appartenant a [0, 1] x [1, + c0), par d(4, t, n) le nombre des diviseurs
de n dans lintervalle [n**,n'"). Nous avons montré dans [5] que la fonction
arithmétique

d(A,t,n)

n—A(A, t,n):= )

posséde une fonction de répartition -H. La mesure dH est une combinaison linéaire
infinie de mesures de Dirac aux points dyadiques a2~* (a et b entiers) de [0, 1]. Cela
suggere que la répartition des diviseurs de n est, pour presque tout n, concentrée au
voisinage d’un nombre restreint de points n* de [1, n] et donc posséde des “trous” du
type [n*1, n*:]. L’objet de cet article est I'étude de la taille maximale de la différence
(A, —4,) pour un tel intervalle.

Dans cette optique, nous désignons par {d, = 1, d,,...,d, = n} la suite croissante
des diviseurs de n et nous introduisons la quantité

t—1 .
Y(n):= (log n)~|max ]ogd'd—+1
i=1 i

La valeur de i(n) est donc un nombre réel de [0, 1] qui mesure la taille du plus grand
rapportt de deux diviseurs consécutifs de n.

Nous montrons le résultat suivant:

THEOREME, La fonction ni— w,(n) possede une loi de distribution dont la fonction de
sépartition A f(2) est continue sur [0,1] et vérifie:

) 2
1gigl ) =1-log——
(i) pour 3 S loglJﬁ1

¢, A
(i) pour 0 < A <3 log (1/7) S(A) < cy4log(1/2)

ou ¢, et c, sont deux constantes absolues positives.
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L’idée principale de la démonstration consiste a utiliser le fait que les entiers n pour
lesquels Y(n) < 4 sont “essentiellement” ceux qui vérifient

pn et p>n*=p<[]q"
q<p
q¥lln
ou p et g désignent des nombres premiers.
Observons dés maintenant que lescas 4 > § est a peu prés trivial. Considérons en
effet un entier n tel que Y(n) > A > 4; alors n posséde deux diviseurs consécutifs d et d’
tels que:

d .
E>n">\/;.

Celaimplique d’ < /n < d,donc d est le plus petit diviseur de n supérieur a \/7_1 etd’ est

égal a s . On a donc:

d > nll +4)/2 > ”3/4;

le diviseur d est donc premier (cf.[2; Lemme 2]) et la densité de la suite des entiers n tels
que Y(n) > A est égale a celle de la suite des entiers n dont le plus grand facteur premier
est supérieur a n *»'2 d’ou le résultat.

2. Notations

Outre celles introduites au paragraphe précédent, nous utilisons les notations
suivantes:

o4, %,... désignent des suites d’entiers;

A(x), B(x), ... désignent le nombre de leurs éléments qui sont inférieurs ou égaux a x;

d(o7),d(B),... (respectivement d(7),d(%),...) sont leurs densités asymptotiques
(respectivement densités asymptotiques supeérieures).

of ; est la suite des entiers n pour lesquels y(n) < /.

Les lettres a, d, h, i, j, k, m, n, s, z désignent des entiers non négatifs, alors que les
lettres p et g sont utilisées exclusivement pour des nombres premiers.

On note v,(n) I'exposant de p dans la décomposition en facteurs premiers de n.

Pour tout 4 de [0, 1] et tout entier n, on pose:

Qin) =) v,n)

p>nt

n, =[] p"

pS<nt

et

Le symbole [ay,...,a,] désigne le plus petit multiple commun aux nombres
dy,dy, ..., Uy.
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Les lettres ¢, ¢,, c,, ... désignent des constantes absolues positives.
La fonction ¢+ p(t) est la fonction de Dickmann. Elle est définie pour ¢ > 0 par

pt)=1pour0 <t <1
p continue a droiteen t = 1
] tp'(t)y+pt—1) =0 pour t > L.

On pose:

_ log(elog?)

6:=1
log2

= 0,0860... .

Enfin, étant données une condition numeérotée (k) et une fonction n— a(n), on note
(k)
Z o(n) la somme des valeurs a(n) étendue aux valeurs de n inférieures ou égales a x qui

nsx

vérifient (k).

3. Existence et continuite

Nous nous proposons dans ce paragraphe de montrer que pour tout 4 de [0, 1] la
suite o7 ; posséde une densité f(4) qui est une fonction continue de A.

Compte tenu de la majoration de f(4), que nous montrerons au paragraphe suivant,
le lemme ci-dessous implique, sous réserve d’existence, que la limite f(4) est une fonction
continue de 4 sur [0,1].

LEMME 1. Pour tout i de (0,17, on a:
limd(s7,, \;) =0.

£~0
Démonstration, Soit n un entier de &, ,,\ &, et soit j un entier tel que

djyy  ™WVdy,
I7° = max ——e(n!,n**°].
d; i=1 d;

J

On a alors:

(djr,n)=1 et n,ld;

car si 'une ou l'autre de ces deux conditions n’est pas remplie, il existe un facteur
premier p de n; tel que

d,‘+1 < de
ce qui contredit 'hypothése n¢ o7 ;.

. n . . . -
Le produit T d;, estdonc composé exclusivement de facteurs premiers supérieurs

- l. . . ’
a n* et n est multiple d’un entier de la forme p, ... p, (les facteurs premiers p; n’étant pas

nécessairement distincts) avec les conditions:
Vi (1<i<gk) p;i >n?
Is (0<s<k) n'tt<pl pipi.y..p < nltAte

On pose A(x):= A4, (x)— A,(x); quitte & modifier A(x) d’'une quantité o(x) on peut
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supposer (voir le Lemme 7 de [3]) que A(x) est majoré par le nombre des entiers n < x
qui sont multiples de p, ... p, avec

Vi 1<i<gk) p; > x*
(1)

= 1+4
is 0<s<k) XM < p Py P < XS

On a donc la majoration;

A-1

A(x) < Z Z(l)

k=1 py...pr<x Dy

+ o(x).

Le Lemme 9 de [3] permet de transformer la somme des (p, ... p) " en une intégrale,
soit:

dul duk

“k

A(x) € Z

Ak

— +o(x)

ou A, est le domaine de R* défini par les conditions:

Vi 1<i<k) 4i<y<l1
(A qu +...+u, <1
3s 0<s<k) 14A<2u+...+u)tug,+...+uy, <1+ i+

Comme pour k et A fixés, on a

lim Hdﬂ...% =0,
=0 uy Uy

Ax

cela achéve la démonstration.

Il reste & montrer I’existence de la densité de o7,. Comme il arrive souvent dans ce
type de probléme, la démonstration d’existence utilisera la sorte de continuité
potentielle démontrée au Lemme 1.

La propriété suivante caractérise les entiers n de &/ ;

(@ Vae[0,1) 3Jdn n*<d<n*ti

Nous allons approcher la suite &7, par la suite 7 Mk, définie, pour tout entier
positif h, comme la suite des entiers n satisfaisant a la condition:

(?) Vk (0<k<h-1) 3dn n¥* <dn®Pi

Pour tout h,on a &f; S &/, ;, S o, ,4-1; d’aprés le Lemme 1 il nous suffit donc de
montrer que &/, , posséde une densité pour tout h positif. Cela résulte du lemme
suivant;

LEMME 2.  Soit h un entier positif et {(«;, B;]; 1 < i < h} une suite de h intervalles
inclus dans [0,1].

Alors la suite & des entiers n ayant au moins un diviseur dans chacun des intervalles
(n*,n"] (1 < i < h) posséde une densité asymptotique.

La démonstration de ce lemme est semblable a celle du Lemme 3 de [4], aussi nous
nous contenterons d’en indiquer les grandes lignes.
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Si «; = 0, presque tous les entiers ont un diviseur dans (n*,n*]. On peut donc se
restreindre sans perte de généralité au cas ou tous les «; sont positifs.

En utilisant le fait que, pour o positif, la densité des entiers n ayant au moins un
diviseur dans (n% n**] est 0,(¢°) (voir [3]) on montre alors que, pour tout ¢ positif, on a:

x 1B(x)=x"! i (=1)"*B,_(x)+ O(®) + o(1) )
m=h

avec

[x]
B,(x)= Y* [ . . .
m ",l't';+':"=T [Zi""’21",25""’22'%-“’2;’""Zp,”']

>

ou I'astérisque signifie d’une part que, pour tout jde [1, h] et tout sde [1, i;], z; parcourt
'ensemble des entiers de (x*, x?] dont tous les facteurs premiers sont supérieurs a x°, et,
d’autre part, que les zj vérifient

Vi 1<j<h  zj<zi<. <z

On montre alors sans difficulté que, dans (2), le nombre de valeurs de m est borné
indépendamment de x et que, pour tout m, x ~ ! B,(x) tend vers une limite lorsque x tend
vers l'infini.

En faisant tendre, dans (2), x vers I'infini puis ¢ vers 0, on obtient donc le résultat
annonce.

4. Majoration
Donnons d’abord trois lemmes qui nous serons utiles plus loin.

LEMME 3. Soient.A unréel de (0, 1] et pun reel positif. On designe par D, le domaine
des (uy,...,u,) de R* qui satisfont aux conditions

A<u; Supy <.y <1
Dy

i-1
Vi (1<i<hk)  w<@+Di+ ¥ u,

s=1
On a alors la majoration:

Uy Uy
D
Démonstration. Posons pour i dans [1,k]

i-1

v 1= ) U (v, est donc nul).
s=1

L’intégrale en u, est majorée par
v+ (u+1)A

du,

auy < J-1 (l‘+1)'1'
U

<

Up—y Uy

Upe - 3
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On.voit ainsi par récurrence sur j que pour tout j de [0,k —2] I'intégrale en u, _; est
majorée par:
Uvr-j+(pt1)A

(ve-;+(u+1)2) dup_j _Ve-jor it )2
y . '

2
Uy - j Ug-j-1

Up - j-1

Finalement l'intégrale k-uple est majorée par:

(u+1)A
du,
+1)4 — =1L
(u+1) f 2 =K
A

LemMME 4. Pour tout réel positif u et tout 4 de (0,1], on a:

€0

d{n:n;, > n™} f p(v)dv+ p(2~1).

u

La démonstration de ce lemme a été donnée dans [5; Lemme 1] sous une forme
légérement différente.

LEMME S.  Pour tout A de [0,1] et toutes constantes « et B verifiant
a<(log2)”'<e<gf,
on a:
(i) d(eZ, " {n:Q,(n
(i) d(.oZ; N (n:Qyn

log(1/4)}) < c3pllog (1/4)

)< o
) = Blog(1/4)}) < ¢ 2 e 9(log(1/4)) V2.

<
2

Deémonstration. Nous allons montrer que, pour A assez petit, tout entier n
de .o/, N {n:Q,(n) < alog(1/4)} vérifie:
n; > ni,log(l//‘.) (3)
ce qui prouvera (i), compte tenu du Lemme 4 et de la majoration élémentaire
Yu w=1): jp(v)dv < p(u).

u

Supposons, en effet, que n ne réalise pas (3). Si (d;), <; <. d€signe la suite croissante des

diviseurs de —, il est clair que pour tout i < t—1 le plus grand diviseur de n inférieur a
ny
d; ., est inférieur ou égal a n,d;; comme n est dans .o7;, cela implique:

-1 (alogll 2+ 2k(l = 2logil 2} canlog(l 2)
diyy i alogll 4 br n n
max — < mn* < n’ <|— <t—

i=1 d; n, n,
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et donc:

d ny. 1
n, )~ csilog(1/A)

Or, si Q,(n) < alog(1/4), on a aussi:

n .
d(_) s 2041“) < zzlog(l//.)’

n,

ce qui contredit (4) pour A suffisamment petit.

La propriété (ii) est une conséquence du Théoréme C de [3].

Si nest dans o/, avec A < 4, le plus grand facteur premier de n est nécessairement
inférieur a n* *#/2 < n%4, On a donc:

o, {n:Qn) = Blog(l/A)} < {n: Y oln) = Blog(l//l)} =3,

nA<p<nd

D’aprés le Théoréme C et le Lemme 10 de [3] on a alors:
1
dB) <cer Y — log™(3/4) < ¢4 i Mot (log (1/4)) ™" 2,
m 2 flog(l/4i) *

ce qui achéve la démonstration.

Nous pouvons maintenant aborder la preuve de la majoration de notre théoreme.
Décomposons tout entier n de &/, sous la forme:

n=1,py.. Px

1 .
avec n* < p, <p, <... < p,. Comme p(log Z) est O(A%) pour toute constante A, le

Lemme 5 nous permet de supposer, quitte a négliger une sous-suite de densité
supérieure O(4), que I'on a:

ky:= [xlog(1/4] < k < ky: = [Blog(1/4)]

ou a et f§ sont choisis comme dans I’énoncé du Lemme 5. Remarquons de plus que, si
nous notons

ll si i=1

m; =

]pl...p,-_, si 22,
on a nécessairement pour tout i de [1,k]
pi < nyntm,. (5)
En effet, si la condition (5) n’est pas remplie, le diviseur d:= n,n; de n vérifie
dsnﬁ <p= ds+l

ce qui contredit 'hypothese.n € & ;. Enfin, comme nous avons montré que &/, posséde



172 GERALD TENENBAUM

une densité, nous pouvons nous contenter de majorer la quantité

A x):=(logx)"" ) n7!

n<x
nesf 5

qui est techniquement plus maniable que A,(x). Compte tenu des lemmes et des
remarques précédentes, nous obtenons la majoration:

A< (logx)™" Y Y0~ 1+0(2)+o(1) (6)
ky<k<ky n<€x

ou la sommation intérieure porte sur les entiers n < x qui s’écrivent n = ap, ... p, avec
les conditions:

pla=p < x* (7

Vi (1<i<k) p <xtam
@)

X*<p <Py Sy
Le terme o(1) dans (6) provient du remplacement de n* par x* dans les conditions sur n.

On peut encore écrire (6) sous la forme:

(A-11+1

Ax)<Qogx)™" ¥ ¥ YD amt YO (pp) T +O0(A)+o(l). (9)

ky<k<k, j=1 xi-DAggq Pi...-PSx
< xiA

Le Lemme 9 de [3] et le Lemme 3, appliqué avec u = j, permettent I’évaluation de la
somme intérieure:

d d I
L (px---pk)"sjﬁ...-i‘uo(n<j+o(1)< %82 o),
P1...PI<x

~ l
U, U Alog
Dk
Nous sommes donc conduits a évaluer:
loga
S(x):=(l SISO 4 = )a™
(x):= (log x) aZSX ( Mogx)a

Une intégration par parties méne au résultat, moyennant I’estimation asymptotique
classique (voir par exemple [1])

logy y
M1 _ < .
,,gy 1=ye (l log x)‘ €1 Alogx

On obtient:

X

S(x>=(logx)"f(1+ logy )p('°gy )dy+0(logx) 1)
1

Alogx Alogx

<2 .[ (u+1)pu)du+ 0,((log x)~*)
V]

< cgh+o(l).
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En raportant dans (9) on a finalement

Ax)< Y Sx)+0(R)+o(1)

ky <k<k2

< cgMk, —ky)+0(2)+0(1)
< czllog% +o(1)

d’ou la majoration annoncée en faisant tendre x vers Iinfini.

5. Minoration

Bien qu’elle exploite la méme idée de base sur la structure des entiers composant
& ,;, la démonstration de minoration de f(2) se présente sous une forme différente de
celle de la majoration. Au lieu de classer les entiers n selon la valeur de Q,(n), nous
introduisons une densité f(4, t), fonction de deux variables, qui minore f(1) pour toute
valeur de t et qui vérifie une équation fonctionnelle permettant d’en déduire la
minoration souhaitée.

LEMME 6. Pour tout couple (A,t) de réels appartenant a [0,1] x [1, + o0) on pose:
L= {n:pln:p <n' pn et p>ntf=>p<[] q"“‘"’}.
q<p
Alorslasuite &£, , posséde une densite f(A,t), qui est déterminée par les relations suivantes:
@) A>3 t<2=f(41) = p(max(1,A™ "))
(i) 1<% t<2=f(4L1)=1(42)
(iii) Atz 1=f(4,1)=p@)

(iv) t>2:f(l,t)=ff(;_—r u—l)—.

t

Démonstration. Les relations (i), (ii) et (iii) sont triviales.
En utilisant le fait que, pour tout « positif, le nombre des entiers n €< x qui ont au moins
un facteur premier p dans [x% x**°()) est o(x) on voit que I'on a, pour A positif:

L; (x) = card {n Sx:pn=p<x' pn et p>x*=>p<]] q"“‘"’} + o(x).

qa<p

Pour At <1lett>2onadonc:
Lz.:(x) =

card{n:p<n<%; gin=>q<p; pn et p>x*=p <[] qvq(n)}
q<p’

+card {n < x:pln=p < x*} +o(x).

xA<p<xin
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Soit, en posant u: = log x/log p:
2/t

1)/ xTY - b
L= Y Luyu-1u-1 “’)+0(logx)+xp(i~ ‘)+0(@>+o(x).

xA<p<xlit

Par un argument classique (voir par exemple la démonstration du Lemme 1 de [3]) on
montre que:

PR

oy du
Z Lu)./(u-l).u-l(x(u_”/u) = J‘ xl/"LuA/(u-l),u—1(X(" ”/")7 +o(x)

xA<p<xtin
t

d’ou:
A1 .
-1 —~(u—-1)/u (u—1)u du -1
xTLx)=| x Loyu-1yu-1(x )—u— +p(A77) +o(1). (10)
t

Cela permet de montrer I'existence de la densité de &, , par récurrence a partir du cas
trivial 4 > 1 puisque pour u < 27!, on a:

u y;
— iz
u—1"7"1-
De plus, en utilisant (iii) il vient:
J u—1 du
O e P R L S
a-1 -1
ce qui permet de réécrire (10) sous la forme:
-1 (= 1)u - 1y AU
xTL(x)= | x Luu(u-n.u- 1 (x )7 +0(1) (11)

t

et (11) est valable méme dans le cas At > 1. En faisant tendre x vers I'infini dans (11) on
obtient (iv).

Montrons que les relations (i) & (iv) déterminent f(4,t). Si I'on note f,(4,t) la
restrictionde f(4,¢)a| —, 1] x [1,n], alors f; est déterminée par (i); en tenant compte de
n
(iif), la formule (iv) s’écrit alors, pour t = 2,

S, 1) = p(n)+ Jﬁ—l(;‘l_’u— 1>@
u—1 u

ce qui détermine f, pour t > 2 mais aussi pour t > 1 a cause de (i) et (ii).

LemMME 7. Pour tout couple (4,t) de [0,1] x [1, + 00), on a:
S0 < f(A).

Démonstration. Nous allons montrer que £, € o/,

i
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Soit n dans &, ,; on pose:
n=n;py...pg
avec:
n*<p, <pr<... <P

Nous allons montrer par récurrence sur i que, si d divise n;p, ...p;etd # 1, il existe un
diviseur d' de n;p, ... p; tel que:

Cest vrai pour i = 0 puisque tous les facteurs premiers de n, sont inférieurs ou égaux
ant

Siddivise n;p, ...p;+, oubienddivise n,p, ... p, et la conclusion découle de 'hypothése
de récurrence ou bien p, ., divise d. Deux cas se présentent alors:

(@) d=p;y,;commenestdans &, ,onad < n,p,...p;sid etd”’ sontlesdiviseurs

consécutifs de n,p, ... p; qui encadrent d,on a d’ < d < d" et, comme d"’ n’est
pas égal a 1, ’hypothése de récurrence permet d’affirmer que I'on a:

d’ est donc le diviseur cherché.

(b) pi+y <d;dans cé cas

est un diviseur de n,p, ... p; différent de 1; il existe

Pi+1
donc un diviseur d* de n,p, ... p; tel que:
d/p.
1 < g—% <nt

et I'on peut choisir d’ = p,, ,d*, ce qui acheve la démonstration.

Compte tenu du Lemme 7, la minoration de f(4) est une conséquence du résultat
suivant:

LeMMES8. Ilexiste une constante absolue positive c telle que I'on ait pour tout (A, t) de
[0,4] x [1, + oo0) vérifiant At < 1:

1
f(A,1) = cilog™ (1 + 7>p(t- 1).
A
Démonstration. Désignons par f, la restriction de f(4,t) a I'ensemble des (4,¢)
1
vérifiant (; <A< 1) et (At < 1)

Pour t > 2, le Lemme 6 permet d’écrire:

A=t

A d
Tl 0 = p "+ J ﬁ.-n(u—”%,u—oju- (12)

t
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plt—1)
tp(t)log(l +1¢)
parcourt [1, 4+ o). En adjoignant a ce résultat la propriété (i) du Lemme 6, on voit
qu’il existe une constante ¢ — que I'on choisira inférieure a 1 — telle que

De Bruijn a montré dans [1] que I'expression est bornée lorsque ¢

f2(A,t) = cilog™! (1+ %)

Ve (t=1) tp(t) = clog™'(1+)p(t—1).
La formule (12) permet alors de montrer par récurrence sur n que pour tout entier n > 2

1 1
et tout réel A lslsmax ——, =]]ona:
n n—=1"2

Fid,1) = cilog™! (1 + %)p(t— 1).

En effet, 1a propriété est vérifiée pour n = 2 d’apres le choix de c; supposons la vérifiée
pour n—1, il vient pour t > 2

A-1!

j:-(’L”?p(}'-l)-{-cg‘[ Af’(u—2)_1 d—ul
: 10g(1+“u_l>u

> p(A"N+cllog™! <1 + %) {p(t—=1)=p(A~1-1)}

= cllog-1(1+ %)p(t—l)'*‘{l’(ﬂ-_‘)—c}»log—l(l-{-%)p(,{‘l—l)}

= cAlog™! (l-i- %)p(t—l).

Comme t — p(t — 1) est constante sur I'intervalle [1,2], la formule (ii) du Lemme 6
permet d’affirmer que la minoration de f, est en fait valable pour ¢ > 1, ce qui achéve la
démonstration.
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