
LOIS DE REPARTITION DES DIVISEURS, 5

GERALD TENENBAUM

1. Introduction

Soit n un nombre entier et d{n) le nombre de ses diviseurs; on designe, pour tout
couple (X, t) de reels appartenant a [0,1] x [1, + oo), par d(X, t, n) le nombre des diviseurs
de n dans l'intervalle [nA/',n1/f). Nous avons montre dans [5] que la fonction
arithmetique

d(X,t,n)
n >-*• A{X, t, n): =

d(n)

possede une fonction de repartition H. La mesure dH est une combinaison lineaire
infinie de mesures de Dirac aux points dyadiques a2~b (a et b entiers) de [0,1]. Cela
suggere que la repartition des diviseurs de n est, pour presque tout n, concentree au
voisinage d'un nombre restreint de points nx de [ l ,n] et done possede des "trous" du
type [ n \ nAj]. L'objet de cet article est 1'etude de la taille maximale de la difference
{X2 — kv) pour un tel intervalle.

Dans cette optique, nous designons par {dx = 1, d2,...,dx = «} la suite croissante
des diviseurs de n et nous introduisons la quantite

La valeur de \J/(ri) est done un nombre reel de [0,1] qui mesure la taille du plus grand
rapportf de deux diviseurs consecutifs de n.

Nous montrons le resultat suivant:

TH£OR£ME. La fonction n \~* i/f(n) possede une hi de distribution dont la fonction de
Kepartition X H-*/(A) est continue sur [0,1] et verifie:

(i) 2

(ii) pour 0 ^ X ̂  i X^fx) < / W < c2X\og{\/X)

oil ct et c2 sont deux constantes absolues positives.
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L'idee principale de la demonstration consiste a utiliser le fait que les entiers n pour
lesquels \j/(n) ^ X sont "essentiellement" ceux qui verifient

p\n et p > nk => p

<iv\\"

ou p et q designent des nombres premiers.
Observons des maintenant que le^cas /. ^ \ est a peu pres trivial. Considerons en

effet un entier n tel que \j/(n) > X ̂  j \ alors n possede deux diviseurs consecutifs d et d'
tels que:

d . r

Cela implique d' < ^/n < d, done d est le plus petit diviseur de n superieur a ^/n et d' est

egal a - . On a done:
a

le diviseur d est done premier (cf. [2; Lemme 2]) et la densite de la suite des entiers n tels
que \j/{n) > X est egale a celle de la suite des entiers n dont le plus grand facteur premier
est superieur a «(1 +A)/2, d'ou le resultat.

2. Notations

Outre celles introduites au paragraphe precedent, nous utilisons les notations
suivantes:

s/,@,... designent des suites d'entiers;

A{x), B(x),... designent le nombre de leurs elements qui sont inferieurs ou egaux a x;

) , . . . (respectivement d(stf),d{J%\•••) sont leurs densites asymptotiques
(respectivement densites asymptotiques superieures).

stfx est la suite des entiers n pour lesquels ij/{n) ^ /..

Les lettres a, d, h, i,j, k, m, n, s, z designent des entiers non negatifs, alors que les
lettres p et q sont utilisees exclusivement pour des nombres premiers.

On note vp(n) 1'exposant de p dans la decomposition en facteurs premiers de n.
Pour tout X de [0,1] et tout entier n, on pose:

^ ( » ) = I vp(n)

et

n, = [ I PVpin)-

Le symbole [ « , , . . . , a k ] designe le plus petit multiple commun aux nombres

ax,a2,...,ak.
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Les lettres c, c,, c2,... designent des constantes absolues positives.
La fonction f i—• p(t) est la fonction de Dickmann. Elle est definie pour t ^ 0 par

p(t) = 1 pour 0 ^ t ^ 1

p continue a droite en t = 1

( tp'(t) + p(t-\) = 0 pour t > 1.

On pose:

log 2

Enfin, etant donnees une condition numerotee (k) et une fonction HH-XX(H), on note
(k)

Y «(H) la somme des valeurs oa(n) etendue aux valeurs de n inferieures ou egales a x qui

verifient (/c).

3. Existence et continuite

Nous nous proposons dans ce paragraphe de montrer que pour tout X de [0,1] la
suite si\ possede une densite/(A) qui est une fonction continue de X.

Compte tenu de la majoration de/(A), que nous montrerons au paragraphe suivant,
le lemme ci-dessous implique, sous reserve d'existence, que la limite/(A) est une fonction
continue de X sur [0,1].

LEMME 1. Pour tout X de (0,1], on a:

£-0

Demonstration. Soit n un entier de stfx+€\s#x, et soit) un entier tel que

A d(n)-\A_

ttj i = 1

On a alors:

car si l'une ou l'autre de ces deux conditions n'est pas remplie, il existe un facteur
premier p de nx tel que

dj+i ^ pdj,

ce qui contredit Phypothese n £ s/;.

Le produit -rdj+l est done compose exclusivement de facteurs premiers superieurs

a n* et n est multiple d'un entier de la forme Pi-..pk (les facteurs premiers pt n'etant pas
necessairement distincts) avec les conditions:

V/ (1 ^ / ^ / c ) Pi>nK

3s ( O ^ s ^ / c ) " 1 + A <P? . . . p s
2 p s + 1 . . -P k <n 1 + A + £ .

On pose A{x):= Ax + f.{x)-Ax{x); quitte a modifier A(x) d'une quantite o(x) on peut
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supposer (voir le Lemme 7 de [3]) que A(x) est majore par le nombre des entiers n ^ x
qui sont multiples de pi ...pk avec

Vi (l^i^k) Pi>xx

(1)
3s ( 0 < s ^ / c ) x1 + A < p 5 . . . 2 < 1 + A+£

On a done la majoration:

fc=l Pl...pk$x Pl"-Pk

Le Lemme 9 de [3] permet de transformer la somme des {pt ...p*)"1 en une integrate,
soit:

ou Ak est le domaine de Uk defini par les conditions:

Vi ( l ^ i ^ / e ) A < u f ^ l

3s ( O ^ s ^ f c )

Comme pour k et X fixes, on a

fldui duk

J / « u

cela acheve la demonstration.
II reste a montrer l'existence de la densite de J / A . Comme il arrive souvent dans ce

type de probleme, la demonstration d'existence utilisera la sorte de continuite
potentielle demontree au Lemme 1.

La propriete suivante caracterise les entiers n de J ^ :

(^) Vae[O,l) ld\n n*<d^na+\

Nous allons approcher la suite sik par la suite s#x<\, definie, pour tout entier
positif h, comme la suite des entiers n satisfaisant a la condition:

W Vfc (Q^k^h-1) 3#i nklh<d^nwh) + x.

Pour tout h, on a sfx ^ s?x<h £ s#x+h-i; d'apres le Lemme 1 il nous suffit done de
montrer que si\h possede une densite pour tout h positif. Cela resulte du lemme
suivant:

LEMME 2. Soit h un entier positif et {(a,-,^]; 1 < i ^ h} une suite de h intervalles
inclus dans [0,1].

Alors la suite &§ des entiers n ay ant au moins un diviseur dans chacun des intervalles
(n% np<] (1 ^i^h) possede une densite asymptotique.

La demonstration de ce lemme est semblable a celle du Lemme 3 de [4], aussi nous
nous contenterons d'en indiquer les grandes lignes.
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Si ô  = 0, presque tous les entiers ont un diviseur dans (n0",//1]. On peut done se
restreindre sans perte de generalite au cas ou tous les af sont positifs.

En utilisant le fait que, pour a positif, la densite des entiers n ayant au moins un
diviseur dans (na, na+£] est 0a(e*)(voir [3]) on montre alors que, pour tout e positif, on a:

x~lB(x) = X"1 £ (-l)m-hBm(x) + 0(ed) + o(\) (2)

avec

= y* f W 1
L, r_l - ii _1 _ i2 71 7 ih-|

i , + . . . + i h = m L L Z 1 ' - - - ' Z 1 > Z 2 » - - - » 2 2 , . . . t Z h , . . . , Z h J J
i i & 1

ou l'asterisque signifie d'une part que, pour tout) de [1, h] et tout s de [1, ij], zj parcourt
l'ensemble des entiers de (xaj, x^J] dont tous les facteurs premiers sont superieurs a x£, et,
d'autre part, que les z) verifient

V; {l^j^h) z)<z)<.. <z}'.

On montre alors sans difficulte que, dans (2), le nombre de valeurs de m est borne
independamment de x et que, pour tout m,x~l Bm(x) tend vers une limite lorsque x tend
vers 1'infini.

En faisant tendre, dans (2), x vers l'infini puis e vers 0, on obtient done le resultat
annonce.

4. Majoration

Donnons d'abord trois lemmes qui nous serons utiles plus loin.

LEMME 3. Soient X un reel de (0,1] et n un reel positif. On designe par Dk le domaine
des (u1,...,Mfc) de Uk qui satisfont aux conditions

{ X<ui ^u2 ^ . ^ u k ^ 1

Vi (1 < i ^k) U; ^ (fx+ l)X+ Y, us-

s= l
On a alors la majoration:

^dut duk

Dk

Demonstration. Posons pour i dans [1,/c]

v{ := YJ US (I^I est done nul).
s= l

L'integrale en uk est majoree par

f f ^ =
J "k

Vk-1

" k - 1
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On voit ainsi par recurrence sur; que pour tout; de [0,A:-2] l'integrale en i/fc_; est
majoree par:

k-j

"k - j - 1

Finalement l'integrale /c-uple est majoree par:

LEMME 4. Pour tout reel posit if u et tout / de (0,1], on a:

00

d{n\nk>n>u) ^ p{v)dv

La demonstration de ce lemme a ete donnee dans [5; Lemme 1] sous une forme
legerement differente.

LEMME 5. Pour tout X de [0, |] et toutes constantes a et /? verifiant

a<(log2)-1 <e^fi,

on a:

(i) 4<n[/i:QA(n

(ii) ^ . ^ n l ^ n ^

Demonstration. Nous allons montrer que, pour A assez petit, tout entier n
de V; n [n:nA(/i) < alog(l/A)} verifie:

nk > »;i08(1/;i (3)

ce qui prouvera (i), compte tenu du Lemme 4 et de la majoration elementaire

VM (K ^ 1) : p(v)dv^p{u).
j
u

Supposons, en eflet, que n ne realise pas (3). Si (</,), ^ ,^ t designe la suite croissante des

diviseurs de — , il est clair que pour tout / ^ T — 1 le plus grand diviseur de n inferieur a

di+, est inferieur ou egal a n;d,; comme n est dans .c/A, cela implique:

t - 1 y / \i;.logd /.H-/.MI -/.logil /.(( /

^ifi X ''°811 " " ( 1 ^ (max ^ifi ̂  nX ^ « ^ ( 1 ^ (
d \j \'h.
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et done:

Knj cs A log (I/A)

Or, si Qx(n) ̂  a log (I/A), on a aussi:

ce qui contredit (4) pour A suffisamment petit.
La propriete (ii) est une consequence du Fheoreme C de [3].
Si n est dans stfk avec A ̂  | , l e plus grand facteur premier de n est necessairement

inferieur a n(1 +A)/2 < n3/4. On a done:

vp(n)
n - 1 •>

D'apres le Theoreme C et le Lemme 10 de [3] on a alors:

- 1 log'"(3/A) -' 2

ce qui acheve la demonstration.
Nous pouvons maintenant aborder la preuve de la majoration de notre theoreme.

Decomposons tout entier n de stfx sous la forme:

avec nx < p, ^ p2 ^ ... < pk. Comme pf logT I est 0{kA) pour toute constante A, le
\ AJ

Lemme 5 nous permet de supposer, quitte a negliger une sous-suite de densite
superieure 0{X), que Ton a:

A:, := [a log(l/A)] < k ^ k2: = [^log(l/A)]

oii a et P sont choisis comme dans l'enonce du Lemme 5. Remarquons de plus que, si
nous notons

1 si i = l

Pi. . .p,_, si j ^ 2,

on a necessairement pour tout / de [1,/c]

p.- ^ nXn, (5)

En eflet, si la condition (5) n'est pas remplie, le diviseur ds: = «A7r, de n verifie

ce qui contredit l'hypothese. n e s4K. Enfin, comme nous avons montre que s#x possede
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une densite, nous pouvons nous contenter de majorer la quantite

;[;.(x):= (logX)"1 £ W 1

nix
nest*

qui est techniquement plus maniable que Ax{x). Compte tenu des lemmes et des
remarques precedentes, nous obtenons la majoration:

ou la sommation interieure porte sur les entiers n ^ x qui s'ecrivent n = apx ...pk avec
les conditions:

p\a=>p^xx (7)

Vi
(8)

Le terme o(l) dans (6) provient du remplacement de nk par xk dans les conditions sur n.

On peut encore ecrire (6) sous la forme:

Ak{x) < (logx)"1 YJ Z Z < 7 ) a~l Z < 8 > ( P i - P k ) 1 + O{X) + o{\). (9)

Le Lemme 9 de [3] et le Lemme 3, applique avec fi = j , permettent 1'evaluation de la
somme interieure:

Y<8)

Nous sommes done conduits a evaluer:

Une integration par parties mene au resultat, moyennant l'estimation asymptotique
classique (voir par exemple [1])

l\ 'Alogx

On obtient:

-1)
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En raportant dans (9) on a finalement

^ c 2 X log- +o(l)
A

d'ou la majoration annoncee en faisant tendre x vers Tinfini.

5. Minoration

Bien qu'elle exploite la meme idee de base sur la structure des entiers composant
s/k> la demonstration de minoration dcf(X) se presente sous une forme differente de
celle de la majoration. Au lieu de classer les entiers n selon la valeur de Clx(n), nous
introduisons une densite/(A, t), fonction de deux variables, qui minore/(A) pour toute
valeur de t et qui verifie une equation fonctionnelle permettant d'en deduire la
minoration souhaitee.

LEMME 6. Pour tout couple (X, t) de reels appartenant a [0,1] x [1, + oo) on pose:

nl»; p\n et p > nx =>p < f ] qv«(n)\.

Alors la suite ££Xt possede une densitef(X, t), qui est determinee par les relations suivantes:

(i) X > i t^ 2 =>/(A,0 = p(max(t,X'1))

(ii) X^i t^2^f(X,t)=f(X,2)

(hi) Xt > 1 =>f(X,t) = p(t)

(iv,

Demonstration. Les relations (i), (ii) et (iii) sont triviales.
En utilisant le fait que, pour tout a positif, le nombre des entiers n ^ x qui ont au moins
un facteur premier p dans [xa,xa+0(1)) est o{x) on voit que Ton a, pour X positif:

LXt(x) = card<n ^ x:p\n =>p ^ x1/f; p\n et p > xx =>p < f ] qv«{n)> + o(x).
I Q<P 3

Pour Xt < 1 et t ^ 2 on a done:

f x ")
J card < «: p < w < - ; q\n=>q ^ p; p'\n et p' > xx => p' < f l qVqln) >

^< P «x ' /« I p q<p. J

+ card {n ^ x: p\n => p < xA} + £>(x).



174 GERALD TENENBAUM

Soit, en posant u: = log x/log p:

Par un argument classique (voir par exemple la demonstration du Lemme 1 de [3]) on
montre que:

A
iu-\)lu\_ l/u T C Y ("-1) /»1_

d'ou:
A -

- 1x-1LA,l(x)= J x-("-1'/-L^(ll.1),ll_1(x(-1»"0^+p(A-|) + o(l). (10)
r

Cela permet de montrer l'existence de la densite de if A>f par recurrence a partir du cas
trivial / ^ 1 puisque pour u ^ T ' . o n a :

u-\ ' 1-/

De plus, en utilisant (iii) il vient:

A " 1 A " 1

ce qui permet de reecrire (10) sous la forme:

H-1 du

u

et (11) est valable meme dans le cas It ^ 1. En faisant tendre x vers l'infini dans (11) on
obtient (iv).

Montrons que les relations (i) a (iv) determinent f(X, t). Si Ton note/n(A, t) la

restriction de/(A, t) a - , 1 x [1, n], alors/, est determinee par (i); en tenant compte de
L" J

(iii), la formule (iv) s'ecrit alors, pour t ^ 2,

ce qui determine/,, pour t ^ 2 mais aussi pour t ^ 1 a cause de (i) et (ii).

LEMME 7. Pour tout couple (/, 0 de [0,1] x [1, + oo), on a:

Demonstration. Nous allons montrer que if A, £ .f/A.
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So i t n d a n s 5£ Xt\ o n p o s e :

avec:

Nous allons montrer par recurrence sur /que, si d divise nxp{ . . .p,et d i=- 1, il existe un
diviseur d' de «Apx ...p, tel que:

1 < - ^ n\
d

C'est vrai pour j = 0 puisque tous les facteurs premiers de nx sont inferieurs ou egaux
a nk.

Si d divise nxpl ...pi + lou bien d divise nxpx... p, et la conclusion decoule de l'hypothese

de recurrence ou bien pi + 1 divise d. Deux cas se presentent alors:

(a) d = pi + 1;commenestdans J2?Al,onad < nxpx ...p,;sid'etd"sontlesdiviseurs
consecutifs de nxpx... p,- qui encadrent d, on a d' < d < d" et, comme d" n'est
pas egal a 1, l'hypothese de recurrence permet d'affirmer que l'on a:

1 < —
d

d! est done le diviseur cherche.

d
Pi + i < d; dans ce cas est un diviseur de nxpx ...p, different de 1; il existe

Pi+i
done un diviseur d* de nxpl ...p, tel que:

et Ton peut choisir d' = pi+ld*, ce qui acheve la demonstration.

Compte tenu du Lemme 7, la minoration de/(A) est une consequence du resultat
suivant:

LEMME 8. Ilexiste une constante absblue positive c telle que l'on ait pour tout (A, t) de
[0,i] x [1, + oo) verifiant kt ^ 1:

Demonstration. Designons par /„ la restriction de f(X, t) a I'ensemble des (A, t)

verifiant ( - < X ^ 1 ) et {kt ^ 1).

Pour t ^ 2, le Lemme 6 permet d'ecrire:

^ ^ . (12)
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p(f-l)
De Bruijn a montre dans [1] que l'expression ———-— est bornee lorsque t
parcourt [1, + oo). En adjoignant a ce resultat la propriete (i) du Lemme 6, on voit
qu'il existe une constante c — que Ton choisira inferieure a 1 — telle que

Vr (t^l) tp{t)>clog~l{l + t)p{t-l).

La formule (12) permet alors de montrer par recurrence sur n que pour tout entier n ^ 2

et tout reel X I - ^ X ^ max I -, - 11 on a:
\n \n-\ 2

En efiet, la propriete est verifiee pour n = 2 d'apres le choix de c; supposons la verifiee
pour n — 1, il vient pour t ^ 2:

Comme t t->p(t -1) est constante sur l'intervalle [1,2], la formule (ii) du Lemme 6
permet d'afiirmer que la minoration de/n est en fait valable pour t ^ 1, ce qui acheve la
demonstration.
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