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SUR LA PROBABILITE QU’UN ENTIER POSSEQE UN DIVISEUR
DANS UN INTERVALLE DONNE

G. Tenenbaum *

1. Introduction

L’estimation du nombre H(x, y, z) des entiers < x ayant au moins un
diviseur d, y <d <z, intervient de maniére naturelle dans plusieurs
questions arithmétiques. Divers cas particuliers ont été abordés dans la
littérature:
(i) Le cas ou z =2y, avec y fixé et x tendant vers l'infini [1,3,5,17].

(ii) Lecasou z=2y= Vx, [5,17].

(iii) Le cas ou y et z sont fixés de fagon que z = y
o(1) et ot x tend vers l'infini [4].

(iv) Le cas ou y et z sont des puissances fixes de x [18].
Des majorations de H(x, y, z) ont été établies dans ces quatre situations
mais seules les deux premiéres ont donné lieu 4 des minorations non
triviales. Les résultats obtenus ont déja requ de nombreuses applications,
dans des branches variées de la Théorie des Nombres: ensembles de
multiples et suites primitives [1,12 (chap. 5)], représentation multiplica-
tive des entiers {7,8], valeur moyenne [13] et mesure de répartition
[18,19,20,21] de fonctions arithmétiques. Une forme affaiblie de la
majoration établie dans le cas (iv) a été prouvée par Stewart dans [16]; il
utilise ce résultat pour I’étude des propriétés arithmétiques de certains
polyndmes cyclotomiques. Le lecteur intéressé trouvera un exposé histo-
rique plus détaillé sur cette question dans [22].

Nous prouvons le théoreme suivant, qui contient strictement tous les
résultats antérieurs.

Itu avecu=u(y)=

THEOREME 1: Posons 8 :=1 —[log(e log 2)]/(log 2) = 0,08607... . Sous
Phypotheése

1<2y<z<min(y¥?, x!/?) (1)

* Equipe de Recherches Associée au C.N.R.S. n° 839.
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et en définissant u par la relation z = y'**, on a
xu’L,(1/u) < H(x,y,z) <xu’L,(1/u) (2)

ou L, et L, sont des fonctions a variation lente tendant vers 0 a linfini, et
dont un choix possible est

L,(v) = exp(—¢y/log v log log 2v ),

L,(v)=c,(log v) " *log log 2v,

¢, et ¢, désignant des constantes positives. De plus, lorsque z = O(y), on
peut omettre le facteur log log 2v dans L,(v).

Dans la condition (1), on peut remplacer 2 y par (1 + 1) y, ou 5 est un
réel positif fixé; les constantes c¢; et ¢, doivent alors &tre considérées
comme des fonctions de 7.

Lorsque z=(1+417)y, ou n=n(y, z) est o(1) a l'infini, le comporte-
ment asymptotique de H(x, y, z) est radicalement modifi¢. Une explica-
tion intuitive de ce phénomene réside dans le fait que 'indépendance des
conditions de divisibilité impliquées augmente quand la taille de I'inter-
valle décroit. Ainsi, on peut montrer par un argument trés simple, exposé
au §4, que

H(x,y,z)=(1+0(1))nx (3)
lorsque x, y, et z tendent vers 'infini de fagon que

z=o(x), nlogy=o0(1), ny=z—y- co.
Dans le cas ou n = o(1) mais ou 7 log y ne tend pas vers 0, on constate

que la méthode employée pour prouver le Théoreme 1 s’applique si

(log 1/7)(loglog y) ' <log 4 — 1+ o(1);

dans le cas contraire, un argument direct permet de montrer que la
formule (3) persiste. Le Théoréme 2, énoncé et prouvé au §4, rassemble
nos résultats concernant la situation ou 1 = o(1).

Lorsque log y = o(log z), on a

H(x,y,z)=(1+0(1))x.

Un résultat plus précis est établi au §5 (Théoréme 3).

La condition z < x!/? dans (1) peut étre relachée en considérant la
symétrie des diviseurs de chaque entier n autour de n'/2. La valeur 3,/2
de I'exposant de y est contingente et pourrait étre remplacée par une
constante >1 arbitraire, quitte 4 modifier de maniére adéquate les
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définitions de L, et L, pour les petites valeurs de la variable v.
A titre d’exemple, mentionnons trois applications du Théoréme 1.
I. Dans [6], Erdos et Hall établissent une majoration de

1 a
lim - H(x, y, y exp{(log y)*})

pour 0 <a<1-—log?2, afin de prouver que la densité naturelle de la
suite des entiers n satisfaisant a

M(n,y):= ¥ w(d)#0
din,d<y

est O((logy)™") avec y,=1—(e/2) log2=0,0579... . La fonction
M(n, y) intervient dans de nombreuses questions d’Arithmétique, notam-
ment dans la méthode de Vaughan pour majorer les formes bilinéaires.
L’emploi direct du Théoréme 1 conduit & ’amélioration y, = 8/(1 + 8) =

0,0792... . Une variante de la majoration de (2), prouvée par la méme
méthode, permet d’obtenir y, = 8.
II. Soit

1=d,<d,<...<d,=n

La suite croissante des diviseurs consécutifs d’un entier générique n.
Posons, pour toute fonction § définie sur ]0,1],

T(n)—1
F(n; 8)= Z 0(di/di+l)'
i=1

Dans [9], on montre que la valeur moyenne de F(n; §) découle trés
simplement de (2) lorsque @ est prolongeable en une fonction de classe
C? sur [0,1]. On a dans cette circonstance

EF(n;0)=x10gx{0(1)+o( 10gloglogx )}

n<x (log x) 8‘/log log x

avec la précision supplémentaire que I’exposant de log x dans le terme
d’erreur est optimal dés que #8'(¢) est monotone.

II1. Nous avons établi dans [18] que la suite des entiers n ayant au moins
un diviseur d, n/* < d < n'/*, posséde, pour tout couple (X, ¢) de [0,1] X
[1,+ oo[, une densité naturelle 2(A, ¢) satisfaisant & la majoration

h(1—u,t) < u’(log1/u)” /"

pour 0 <u<3 et £>2, et nous avons conjecturé 'optimalitée de I'ex-
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posant & dans cette majoration. En 1979, nous avons obtenu en commun
avec Erdos une minoration de 4(1 — u, #) avec un exposant de u sensible-
ment inférieur 4 28 (travail non publié). L’inégalité (2) implique, pour
0<u<?etsr>2, I'encadrement

WL, (1 u)y<h(1—u,t)<u’l,(1/u),

qui constitue le motivation initiale de ce travail.

Nous concluons cette introduction par I’énoncé d’un probléme ouvert
da a Erdos. Désignons par € y) (resp. €'(y)) la densité naturelle de la
suite des entiers ayant au moins un (resp. exactement un) diviseur dans
I'intervalle [ y, 2 y[. A-t-on pour y infini €'( y)/e(y) = o(1)?

2. Notations

La lettre p désigne exclusivement un nombre premier. On note £(n) le
nombre des facteurs premiers comptés avec leur ordre de multiplicité
d’un entier n. Le réel u étant défini par 'égalité z =y'*¥ on pose pour
6=>1,

Q(n,0)=3 {v:p’lln,y*<p<y®}.

P™*(n) (resp. P™(n)) désigne le plus grand (resp. le plus petit) des facteurs
premiers de n. Par convention, P*(1)=1, P~(1)= + o0. Nous notons
Y (x, y) (resp. ®(x, y)) le nombre des entiers n < x pour lesquels on a
P*(n)<y (resp. P™(n)>y). Toutes les constantes, explicites du type c,
¢y, C5,..., ou implicites dans I'utilisation des symboles < de Vinogradov
ou O de Landau, sont absolues; une éventuelle dépendance en fonction
de parametres est indiquée en indice.

3. Lemmes

Nous énongons dans cette section une suite de lemmes qui nous serons
utiles dans la démonstration des Théorémes. Le résultat formulé ci-des-
sous est une forme affaiblie d’'un théoréme d’Halberstam et Richert [11]
généralisant un théoréme de Hall.

LEMME 1: Soit f une fonction arithmétique multiplicative réelle satisfaisant
pour tout p a

0<f(p)<AAL,  (7=0,1,2,...),
avec 0 <X, <2. On a pour x > 1

Y f(n) <<>\,,>\2xp11(1 —l) i f(p')p~

n<x



[5] Probabilité d’un diviseur dans un intervalle 247
Le lemme suivant peut &tre prouvé facilement a partir du Théoréme des

nombres premiers par sommation d’Abel. Nous en omettons la démon-
stration.

LEMME 2: Pour0<a<lety>2,0na

al
Y p* <loglogy+ [** (e~ 1) ¥ 4 ¢,y ey
0

Py

LEMME 3: Pour chaque entier n, posons

n(y):=T1 »p’

pllin,p<y

et désignons par O(x, y,z) le nombre des entiers n <x pour lesquels
n(y)>z. Alors si 2 <y <z, et pour tout £, 0 < ¢ <% logy,ona

®(x,y,2)<xeXp{ 12§;+f( ~1) S84 g etk

+¢

2§
log(l B logy)

DEMONSTRATION: Décomposons chaque n < x sous la forme n = ab avec

}+‘I'(x,y)

P*(a)<y <P (b).

On a

O(x,y,z)= Y 1= Y Y 1+¥(x,y).

b < zga<x/y 1<b<x/a
absx < /v /

En appliquant le Lemme 1 a la fonction caractéristique de la suite des
entiers b, on obtient pour s > y

O(s,y)=Y 1< s(logy)_l

b<s

d’ou

O(x,y,z)<c;7— logy

La somme en a est estimée par la méthode de Rankin: pour chaque « de
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[0, i[ on a

=]
o< La =t 10
a=1

a>z Py

<z’ exp{ Y o+ ¢llog(1 — 2a) | + 0(1)}.

Py

La conclusion en découle par application du Lemme 2, en posant § =
a log y.

Le premier des trois lemmes suivants est di a de Bruijn [2], le second est
un résultat classique de la Théorie du crible dont on trouvera la démon-
stration par exemple dans [12], Théoréme 1 page 201.

LEMME 4: Pour x>l ety>2,0na

Y(x,y)<x exp{—c8 ig‘:; }

LEMME 5: Pour 2 <y <cgx, on a

x x
clo@<¢(x,)’)<cn@-

LEMME 6: Désignons par ®,(x, y, z) le nombre des entiers < x ayant au
plus un facteur premier p,y <p <z. Pour2<y<zetx>=1l,ona

log y
logz*

q)l(-x’ Y Z) 2 CpX

DEMONSTRATION: Une constante arbitrairement grande y, étant fixée, on
peut supposer, sans restreindre la généralité, que y, <y < Vx. Comme
tout entier de la forme ab avec P*(a)<y <z < P7(b) est compté dans
®,(x, y, z), on obtient grace au Lemme 5

1 . X
O,(x,y,z)=)Y Y 1/clologzZ{—:a<m1n(y,c9;)}.

a<y b<x/a a

Si (‘/)7 )z < ¢gyx, le résultat souhaité découle aisément de cette inégalité;
dans le cas contraire, on minore ®,(x, y, z) par le nombre des entiers de
la forme ap avec \/;/c9 a<y,et,y<p<x/a< ch/f z. 11 vient
alors

(I>l(x’y’z)> Z Z 1

VY /eesa<y ysp<x/a
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X Y
= )> ( €13 —C1q )
JF Je<a<y alog x log y

log y y?

> — .
clsxlogx cl“logy

Le résultat s’en déduit en remarquant que pour y, assez grand on a
logx<2logz, et y2/logy<2x/logx.
Le résultat que nous énongons maintenant est dii & Halasz [10].

LEMME 7. Soit E un ensemble arbitraire de nombres premiers. On pose,
pour x > 2,

1
E(x):= Z{; i p<x, peE}.
Pour tout réel positif €, et tout entier m,0 <m< (2 -e€)E(x),ona

E m
card{n<x: Y j=m}<<‘xe—5(x) (’;") '

p’lln.peE

Le lemme suivant a été prouvé par Norton dans [14], Lemma (4.5), (4.7).
Des estimations plus précises (dont nous n’aurons pas besoin ici) ont été
établies par le méme auteur dans [15].

LEMME 8: Pour 0 <a<l<fBetx>0,0na

i X e"‘fj'<—1—-——exp{—x(aloga—a+l)}.

meax m: (l—a)\/a

ii e_"x—m<—‘£——ex —-x og B—
@) T < gl e ow(x(Blog - 1),

Enfin, nous utiliserons le lemme combinatoire suivant, dont on trouvera
une démonstration par exemple dans [12], Lemma 13, page 147.

LEMME 9: Si x,, X,,...,X, sont des réels non négatifs et, si I'on note
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alors on a

1 h _ n
ﬁsl”{l ~(3)si Zax}} <S, <mS{'.

4. Le cas 7 petit: 7 <2y

Définissons le réel positif n par I’égalité z = (1 + ) y, et désignons par 4
la fonction définie sur R, par

A(v)=vlogv—v+1.
Nous prouvons le résultat suivant.

THEOREME 2: Supposons que x, y et z tendent vers linfini de facon que

O0<n«l, ny — o0, et z<Vx.

Alors
(1) S’il existe une fonction £(y) — o telle que

n(log )™ *~" exp{£(y)yloglogy } = o(1) (*)
on a
H(x,y,z)=(1+0(1))nx.
(i) Siy :=(log 1/n)(log log y) "' <log 4 — 1+ o(1),
ona

H(x,y,z)=x(logy) "+ ledre®)

REMARQUE: On a A(1/log 2)=§; le point (ii) constitue donc, lorsque
v = 0, une version légérement affaiblie du Théoréme 1 dans le cas z =2 y.

DEMONSTRATION: Notons p(n) le nombre des diviseurs de n appartenant
a Dlintervalle [y, z[. Une interversion de sommation montre que
I’hypothese (*) implique

2 p(n)=(1+0(1))nx.

n<x

Cela fournit la majoration de H(x, y, z) annoncée au point (i).
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Nous établissons la minoration en deux étapes. Dans un premier
temps, supposons que 7 log y = o(1). On peut écrire

Yon)¥<s ¥

n<x y<d,d' <z [d’d/]
1 1
= X %4‘2)‘ r — )y —
y<d<:z m<mny m y/m<t<t'<z/m 4

(t,t)=1

ou I'on a utilisé le fait que, si mz et mt’ sont dans [y, z[ et si (¢,¢')=1,
t<t,alors (1+n)=¢/t=t' /(' —1) dob ¢’ = (1 4+ 1/7) et finalement
m < z/t' < ny. L'estimation classique

Y l—1ogb s%, (0<ax<b),

ast<b t a

conduit alors & la majoration
Y p(n)’ <x{log(1+1) +(1/y) +4n*log(ey)} = (1 +o(1))nx,

d’ou 'on déduit la conclusion souhaitée en appliquant l'inégalité de
Cauchy-Schwarz

(£ o) <H(x22) T o(n).

n<x n<x

Nous pouvons donc maintenant nous placer dans le cas o y <1 + o(1).
Introduisons la fonction arithmétique 2, définie par la relation

Q,(n):= ¥

pln,p<y

et désignons par x la fonction caractéristique de I'ensemble des entiers n
satisfaisant a

Q,(n) <L(y):=2log logy +£(y)yloglogy .

De plus, supposons, sans altérer la généralité, que §(y) = o(y/log log y ).
Pour 1<v<3/2,0ona

Y (1-x(n))p(n)< X v®M7p(n)

n<x n<x
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o1 D)
<x(logy)’ w7t Y 7

y<d<:z

grace au Lemme 1.
En employant, avec a = y at b =7y, la majoration

Y o <b(log2h)’ +aexp({—cfloga), (1<b<a),

a<d<a+bd
(4)

que I'on peut prouver par la méthode usuelle d’intégration complexe, on
obtient

Z (1 - X(n))p(n) < nx(log y)zv—zv*L(y)

< nx exp{ —£(y)’/8} = o(nx)

quitte a choisirv =1+ £(y)/(2 \/log log y ). Nous pouvons donc écrire

H(x,p,z)> X x(m)e(n)— X x(n)p(n)

n<x n<x,p(n)>2
=(1+0(1))9x—S,

disons, avec

S< X x(n)e(n)(p(n)=1)<2 3 v»0~t 37

n<x n<x y<d<d' <z

pour tout v, 0 <v< 1.

Introduisons dans la somme intérieure le pged m=(d, d’) et re-
marquons comme précédemment que 'on a nécessairement m <ny. Il
vient grace au Lemme 1

s 1 i ) p20\?
< x(lo v~V .
(1og.») AL [ Y

m<ny y/ms<t<z/m

La somme intérieure est O(n(log 1,/7)?~2° (log 2y,/m)*~!): cela découle
de (4) si (log 1/1)? < ¢? log y/m, et de la majoration triviale obtenue en
remplagant v par 1 dans le cas contraire. On obtient ainsi

4—-4v

S < x(logy)" v " p* (log 1/1)
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x ¥ 5

m<ny

2u2

" (1og 2ny/m)

Griace a une sommation d’Abel le Lemme 1 permet d’estimer la somme
intérieure. La valeur optimale v = 1 étant choisie, il suit finalement

S < xn*(log 1/7)° exp{ — (log 2)£(y) y/loglog y }

logd4—1

X (log y) log log y = o(7x).

Cela achéve la preuve du point (i).

La méthode de démonstration du point (ii) est celle qui est exposée
aux §§6 et 7, la seule différence étant la simplification due au fait que
y* <2 pour 1 # 1. Nous omettons les détails.

5. Le cas z grand: log y = o(log z)
Nous prouvons le théoreme suivant.

THEOREME 3: Pour 1 <y<z<Xx,ona

H(x,y, z)= x(l+0(}2§};))

De plus, pour tout €, 0 < € <1, et sous les conditions yz < x,y > y,(€), on a
aussi

log y
logz~

x—H(x,y,z)>ex
La premiere assertion découle du Lemme 7; on a

0< [x]—H(x,y,z)<card{n<x: (n, I p)=l}

y<p<z

<<xexp{_ y _1_}<<xligl

yep<z P log z

La seconde, du Lemme 5:

x—H(x,y,z)> Z Z 1>c¢ X E l>>exloﬂ_

= *10
<oy nexym log z m<egys M log z
P (n)=2z
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6. La borne supérieure

Supposons la condition (1) réalisée. Le principe de la démonstration peut
étre exposé comme suit. On décompose chaque entier compté dans
H(x, y, z) sous la forme ab avec P*(a) < y* < P7(b). D’aprés le Lemme
3, on peut supposer, quitte a négliger un nombre acceptable d’exceptions,
que a ne dépasse pas une faible puissance de y. Cela implique que b
lui-méme posséde un diviseur dans un “petit” intervalle, disons J. On
partitionne alors ’ensemble des entiers correspondants selon que le
nombre des diviseurs premiers < y de b est grand ou petit. Le cardinal de
la premiére classe est estimé grice au Lemme 7. On majore celui de la
seconde en affectant & chaque entier un poids égal au nombre de ses
représentations sous la forme md, avec d|b, d € J.

Abordons la démonstration. Aprés avoir remarqué que nous pouvons,
sans restreindre la généralité de I'argument, supposer que u < u,, ou u,
est arbitrairement petit mais fixé nous posons ¢ :=log 1 /u et nous nous
donnons un paramétre s, 1 < s < ¢, dont la valeur sera choisie ultérieure-
ment. Nous répartissons alors les entiers n comptés dans H(x, y, z) en
quatre classes non nécessairement disjointes définies par les conditions
suivantes:

(Classe1)  n(y*)=y™

1 t
(Classe2) Q(n,-;)>@

u su _1_ t
(Classe 3)  n(y*)<y*™ et Q(n’u)<10g2

t
log2°

(Classed)  y**<n(y*)<y™ et Q( 1)

Désignant par H, le nombre des entiers de la classe i ayant au moins un
diviseur dans [y, z[, on a

H(x,y,2)< ZH
i=1
Pour majorer H, il suffit d’appliquer les Lemmes 3 et 4. Il vient

Hy < x(e™¥ +e /%)

pour tout £, 0 <£< £, <(1/2) log 2 < (1/2) log(y*). En choisissant, par
exemple, £ =1/3 on obtient donc

H, < xu'”’. (5)
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D’apres le Lemme 7, avec E={p: y*<p<y}, e=1/10, et, en
remarquant que E(x)= ¢+ O(1) pour x > y, on peut écrire

(14+c)"

Hy<xu Y ’

1 3t
+card{n<x:ﬂ(n,—)>?}. (6)
m>t/log 2 u
Le Lemme 8 permet d’estimer la série en m, elle est O(u®~ 117 1/2),
Le second terme de la majoration ne dépasse pas

Z vﬂ(n. 1/u)—3t/2 < onu(3/2) logv—v+1

n<x

pour 1< v <y, <2, d’aprés le Lemme 1. En choisissant v = 3, on con-
state que 'exposant de u est > 8. Reportant dans (6) on obtient donc

H, < xu’t™12, (7)

Décomposons chaque entier compté dans H, sous la forme d’un
produit ab, avec P* (a)<y" < P~ (b). Comme a < y*“ le fait que ab
posséde un diviseur dans [y, y!'*¥[ implique que b posséde un diviseur
dans [y'~*%, y'*“[. Notant b, un entier b satisfaisant a Q(b, 1/u)=h,
on peut donc écrire

H< X T 1= % o1

ab<x d|b h+k<t/log2 ab, b, <x
Q(b,1/u)<t/log 2 Plsugd<yltu Yl h, <pite
1 ¢+
< Xxu - 57
)y ) b, k!

h+k<t/log?2 ylﬁ-‘“sbh<yl*"

grace au Lemme 7, en remarquant que ’on a toujours x/b, > y. Mainte-
nant le Lemme 7 implique encore, pour tout v > ‘/)7 et tout h < t/log 2,

v t"
Y —l< Y 1< vury
vy sby<vl Tk ab, <v :
d’ou
1 t"
oy isb,<v :

En reportant cette estimation dans la derniére majoration de Hj, il vient

h+k

t
H, < xu’s Y

m
.
h+k<t/log2 =~ "

m<2t/log 4
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On estime alors la somme en m par le Lemme 8. On obtient
H, < xu®st™2,
Conservons les notations précédentes. On a

H< Y ) r 1
h+k<t/log2 b,b,<xy™ " y<a<x/b,b,
yl—tusbh<y1+u

< X )y ( )y AI+B)

htk<t/log2 yl-rigp, <yl+u\s—1<j<1/2u
ou l’'on a posé

A =S¥  owey <b< ey
h%k

et
B: Z{ ( 5.5, ) bk<xy_1/2b;1}-
Le Lemme 3, la majoration (8) et I'estimation triviale
1 1 1
Ly <khp<u
conduisent a I'inégalité
k

Y A+B<<bue—"’s%
s—1<j<1/2u h :

(14]

(9)

Par une nouvelle utilisation de (8) et 'emploi du Lemme 8, on obtient

finalement

H4 < xu3t1/2 e cgs

(10)

On choisit alors s = (1/c3) log #; la majoration annoncée découle de la

conjonction des inégalités (5), (7), (9), et (10).

Le cas ou z=0(y) se raméne a celui ou z < ¢y, avec ¢ <2, grace a

I'inégalité

H(x,y,z2)< Y, H(x, /"y, ¢y)

~
gLM&
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ou I’'on a posé J = [(log z/y)/(log )] + 1.

Lorsque z <2y, les classes 1 et 4 sont vides pour chaque valeur du
paramétre s dans [1, t]. Les relations (7) et (9) impliquent donc la
derniére assertion du Théoréme 1.

7. La borne inférieure

Soit S une suite d’entiers et x sa fonction caractéristique. D’autre part,
désignons par p(n) le nombre des représentations de n sous la forme
n=md avec y < d < z, et introduisons une fonction arithmétique r satis-
faisant 4 0 < r(n) < p(n) pour tout #n. On a

(£ x(nr(m) <H(x,3,2) E x(m)r(ny ()

Cette inégalité est la base de notre méthode de minoration. Nous
choisissons pour S la suite des entiers » satisfaisant a

Q(n,0)<

iﬁﬁ g +3y(log 1/u)(log log 1/u), (1<8<1/u),(12)

et nous définissons r(n) comme le nombre de diviseurs d de n satisfaisant
a

y<d<z, et P (d)=y“

Ce choix peut étre heuristiquement justifié par les deux remarques
suivantes:

(i) Quitte a négliger un ensemble d’entiers < x de cardinal < ux,
avec a > 8, on peut supposer que, si # est compté dans H(x, y, z), alors n
posséde au moins un diviseur d, y < d < z, tel que P(d) > y?, ou v® = u®.
En effet si d, := min{d:d|n, y<d<z} est tel que P(d;)<y?, alors
y<d, <yP(d;)<y'*" et 'on peut appliquer le résultat prouvé a la
section précédente.

(ii) On peut montrer grice au lemme 1 que r(n)2~#(t1/®y~1 est en
moyenne inférieur a une constante. Compte tenu de (12), cela suggere
que, pour n dans S, r(n) est usuellement majoré par une fonction a
croissance lente de 1 /u et, partant, se comporte a ce facteur multiplicatif
prés comme la fonction caractéristique des entiers n pour lesquels r(n) # 0.

Nous effectuerons la démonstration en deux étapes: minoration de
L, <. x(n)r(n) (Lemme 10) et majoration de ¥,_ x(n)r(n)? (Lemme
(11); 1a conclusion découle ensuite de (11).

Afin d’alléger la présentation de certains calculs, nous introduisons ici
quelques notations supplémentaires.

Nous désignons par A(n) la fonction caractéristique de ’ensemble des
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entiers n tels que P7(n) > y*. Nous posons

=\/10g%'10g108%, h:=[o/(210g 2)], k:=[o"llog%],

8, := e”, (0<j<k), et nous notons I(j) lintervalle [y“%, y*®1[,
O<j<k-D.

LEMME 10: Sous I’hyopthése (1), on a

Y x(n)r(n)> xube-cv°

n<x

DEMONSTRATION: Nous pouvons supposer u < u,, ol u#, est un réel
positif arbitrairement petit mais fixé. Notons M la somme & minorer. On
a

M= Y Md)x(md).

md<x
y<d<:z

Décomposons chaque entier m intervenant dans cette expression sous la
forme m=qd’, avec A(d’)=1, et (q,1/u)< 1. Comme il existe au
moins un d, y < d < z, tel que md soit dans S, le nombre des représenta-
tions possibles de m en produit gd’ ne dépasse pas

Q(m,%) <(log1/u)/(log2)+30+1< 2log—

pour u < u,. Cela implique

M> (z log%) Y A(dd")x(gdd") (13)

qdd’ <x
y<d<z

Comme £(q, 1/u) < 1, la condition x(gdd’) = 1 sera certainement réalisée
si nous imposons

+o0 (1<0<1). (14)

Uu

, log 6
Q(d,0), Qd,0)<———= 2log 2

Notons a; un entier générique égal au produit de 4 nombres premiers
distincts de I(j). Nous minorons le membre de droite de (13) en ne
retenant que les entiers d’ qui peuvent se décomposer en un produit du
type H" 1a, et les entiers d qui sont de la forme pd’. On vérifie qu’alors
la cond1t1on (14) est bien réalisée. De plus, pour tous les d, d’ choisis, on
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al(dd)=1,et,

k-2
dd’ <z H yuhﬂjﬂ <zy2he_" < x.
Jj=1

En employant le lemme 6 pour mimorer la somme en g dans le membre
de droite de (13), il vient

1V ' 1 1
M > xu(log;) Z?ZE (15)
D’une part, on a
1 %21
s-Hro
2he”°

d’autre part, comme d’ <y < \/; <Vd pour u, assez petit, la
décomposition de chaque d sous la forme pd’ est unique, donc

1 1 1
o=Xy L . (16)
y/d’sp<z/d’ P
On montre 4 I'aide du théoréme des nombres premiers que la somme
intérieure du membre de droite de (16) est > u pour u < u,. La vérifica-

tion de ce point est laissée au lecteur. On obtient

M>>xu2(log%)—“;=l:f(za%)2 (17)

D’apres le Lemme 9, on a pour u, assez petit et j > 1,
111 1\ 1 [ea\
1 11y 1)L ey
Eaj 2h!(pezl(j)p) 6\/5 h
la seconde inégalité découlant de la formule de Stirling et de ’estimation
1
Y —=¢+0().
PEI())
Cela implique finalement

Ak—2)h B
) (36h)* * > ub~2eewo,

m(zs) -
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On en déduit la conclusion annoncée en reportant cette minoration dans
17).

LEMME 11: Sous I’hyoptheése (1), on a

¥ x(n)r(n) < xu® e

n<x

DEMONSTRATION: On a

r(n)’= ¥ ANdd)<Y ¥ A(m). (18)

d.d'|n min 1
y<d,d' <z m
y<mt,mt’' <z

D’autre part, si n est dans S, si 1 <0< 1/uetsi0<v<]1, il découle de
(12) que

X(") =1 < UQ(n,0)0—log v/log 2 eSullog v]. (19)

Fixons alors un réel a dans ]0,1] et donnons-nous six paramétres v, v;,
v,, U3, Wy, W, dans [a,1]; notant, pour y*<m <y,

log m

1
Llony” et £=£(m);=£z_/_m

ulogy’

Yy=y(m):=

on déduit de (18) et (19) que I’on peut écrire pour tout n
3
x(n)r(n)’ < >8I Y 1. (n) (20)
i=0

ou I'on a posé

ro(n) :___ulogvo/logZ vg(n,l/u) Z A(lt')

tt'n
y<tt'<z
rl(n) c= Z ¢—logv,/1032 g——logw,/logZ
yism<y
X Z K(mtt')v?(""”wlﬂ(”'p
tt’[-'l
m
y/m<tt’'<z/m
r (n) R Z ¢—logv2/log2 g—long/logZ
2 .

VW sm<y
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X E A(mtt’)vg("-‘l‘)wzﬂ(n‘f)
n’|—:~1

y/m<tt’'<z/m

r3(n):=ulogv3/log2 v?(n,l/u) Z }\(m)

mln
ysm<:z

Les sommes R, :=%,_ r(n), 0<i<3, peuvent étre majorées en
utilisant le Lemme 1. Les valeurs des parameétres v,, w;, sont ensuite
choisies pour optimiser le résultat. Nous nous contenterons ici d’effectuer
les calculs concernant R,; les trois autres majorations sont similaires (et
plus simples dans le cas de R, et R;); elles conduisent au choix optimal
vy =w, =0, =1/(2 log 2), v; = 3. Nous allons maintenant établir que

inf R <<xu810gl. 21
2 u

O0<vy,wy<1

Afin d’alléger la présentation, nous omettons dans la suite les suffixes de
U, €t w,.

En remarquant que, pour ‘/}7 <m<y, on a Yy>1/2u et donc
Q(m, ¢) = Q(m)—1, il vient

1,22< ulogv/log2 Z }\(m)vﬂ(m)—]wﬂ(m,é)g—logw/log2
5 <m<y

X Y M) (ow)P T 0, 00@
y/m<tt'<z/m d<x/mit’

comme x/mmt’ > xm/z*> > m > ‘/; , le Lemme 1 implique que la somme
intérieure est O((x/mtt") Y*~1£°¥~?); on en déduit

R2 < a—lul—v+log v/log 2

}\(m) PR, R(m.£)
m

X E ng—u—logw/logZ

Yy sm<y
A (ow) ™)
X { y A0
y/m<t<z/m t
Posons F(s) := Y, A(t)(vw)%". Alors F(s) =1 pour s < y“ et, d’apres le

t<s

Lemme 1,

F(s) < s(ulogy) " (logs)™""
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pour s > y*. Une intégration par parties effectuée en considérant séparé-
ment les cas y/m <y" et y/m > y* permet alors d’établir que

Q)
> A(2)(ow) =/Z/md1‘;(s) < g1,

y/m<t<z/m d y/m

on obtient ainsi que
R2<<a—1u1—u+logv/logZT (22)
avec

A(m) ¥ O

$3uw—v—2—log w/log 2
m .

T:.= Z

‘/y—<m<y

Le Lemme 1 implique encore, pour s > \/; ,

G(s):= X A(m)o®wmd <« sy~ (log y) " E(s)™ "

m<s

d’ou
Y 3vw—v—2—log w/log 2
T= dG
/ﬁgm (s)
<t log)” €00+ [0 (14 (6o )uton) ) &
¢; N
ou I’'on a posé

log w
log2 "’

B=pB(v,w):=4ow—20—2—

Maintenant, si v et w sont choisis de maniére que 8 = —1, on obtient que

T<u"(logy) |1+ ulogyfy (log z/s)ylﬁ]
‘/}7 N

1 1 1
1-v 1—v
u [—log 3 + log(l + 22 )] <u log—u .
En reportant dans (22), on constate que I'exposant de u est égal a

2—-2v+logv/log2; sa valeur minimale est 8, atteinte pour v=
1/(2 log 2) <1. 11 sensuit que (21) est reéalisée si I’équation
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B(1/Q2log2, w)y= —1 posséde au moins une solution dans ]0,1]. Le

choix w=1 montre que c’est effectivement le cas, et cela achéve la

démonstration.
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