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1. Introduction

L’estimation du nombre H(x, y, z) des entiers  x ayant au moins un
diviseur d, y  d  z, intervient de manière naturelle dans plusieurs
questions arithmétiques. Divers cas particuliers ont été abordés dans la
littérature:

(i) Le cas où z = 2 y, avec y fixé et x tendant vers l’infini [1,3,5,17].
(ii) Le cas où z = 2y = Fx, [5,17].
(iii) Le cas où y et z sont fixés de façon que z = y1+u, avec u = u(y)=

o(1) et où x tend vers l’infini [4].
(iv) Le cas où y et z sont des puissances fixes de x [18].

Des majorations de H( x, y, z ) ont été établies dans ces quatre situations
mais seules les deux premières ont donné lieu à des minorations non
triviales. Les résultats obtenus ont déjà reçu de nombreuses applications,
dans des branches variées de la Théorie des Nombres: ensembles de

multiples et suites primitives [1,12 (chap. 5)], représentation multiplica-
tive des entiers [7,8], valeur moyenne [13] et mesure de répartition
[18,19,20,21] de fonctions arithmétiques. Une forme affaiblie de la

majoration établie dans le cas (iv) a été prouvée par Stewart dans [16]; il

utilise ce résultat pour l’étude des propriétés arithmétiques de certains
polynômes cyclotomiques. Le lecteur intéressé trouvera un exposé histo-
rique plus détaillé sur cette question dans [22].

Nous prouvons le théorème suivant, qui contient strictement tous les
résultats antérieurs.

THÉORÈME 1: Posons 8 : 1 - [log( e log 2)]/(log 2) = 0,08607.... Sous
l’hypothèse

* Equipe de Recherches Associée au C.N.R.S. n° 839.
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et en définissant u par la relation z = yl + u, on a

où L1 et L2 sont des fonctions à variation lente tendant vers 0 à l’infini, et
dont un choix possible est

cl et c2 désignant des constantes positives. De plus, lorsque z = O(y), on
peut omettre le facteur log log 2 v dans L2(v).

Dans la condition (1), on peut remplacer 2 y par (1 + 11) y, oùq est un
réel positif fixé; les constantes ci et c2 doivent alors être considérées
comme des fonctions due 11.

Lorsque z = (1 + ~)y, où q = ~(y, z) est o(1) à l’infini, le comporte-
ment asymptotique de H(x, y, z) est radicalement modifié. Une explica-
tion intuitive de ce phénomène réside dans le fait que l’indépendance des
conditions de divisibilité impliquées augmente quand la taille de l’inter-
valle décroît. Ainsi, on peut montrer par un argument très simple, exposé
au §4, que

lorsque x, y, et z tendent vers l’infini de façon que

Dans le cas où q = o(1) mais où q log y ne tend pas vers 0, on constate
que la méthode employée pour prouver le Théorème 1 s’applique si

dans le cas contraire, un argument direct permet de montrer que la
formule (3) persiste. Le Théorème 2, énoncé et prouvé au §4, rassemble
nos résultats concernant la situation où q = o(1).
Lorsque log y = o(log z), on a

Un résultat plus précis est établi au §5 (Théorème 3).
La condition z  Xl/2 dans (1) peut être relâchée en considérant la

symétrie des diviseurs de chaque entier n autour de nl/2. La valeur 3/2
de l’exposant de y est contingente et pourrait être remplacée par une
constante &#x3E; 1 arbitraire, quitte à modifier de manière adéquate les
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définitions de Li et L2 pour les petites valeurs de la variable v.
A titre d’exemple, mentionnons trois applications du Théorème 1.

I. Dans [6], Erdôs et Hall établissent une majoration de

pour 0  a  1 - log 2, afin de prouver que la densité naturelle de la
suite des entiers n satisfaisant à

est O((log y)-03B30) avec 03B30=1-(e/2) log 2 = 0,0579 .... La fonction
M( n, y ) intervient dans de nombreuses questions d’Arithmétique, notam-
ment dans la méthode de Vaughan pour majorer les formes bilinéaires.
L’emploi direct du Théorème 1 conduit à l’amélioration yo = 8/(1 + 03B4) =
0,0792.... Une variante de la majoration de (2), prouvée par la même
méthode, permet d’obtenir yo = 03B4.
II. Soit

La suite croissante des diviseurs consécutifs d’un entier générique n.
Posons, pour toute fonction 0 définie sur ]0,1[,

Dans [9], on montre que la valeur moyenne de F(n ; 0) découle très
simplement de (2) lorsque 0 est prolongeable en une fonction de classe
C2 sur [0,1]. On a dans cette circonstance

avec la précision supplémentaire que l’exposant de log x dans le terme
d’erreur est optimal dès que t8’( t ) est monotone.
III. Nous avons établi dans [18] que la suite des entiers n ayant au moins
un diviseur d, n03BB/t  d n1/t, possède, pour tout couple (À, t) de [0,1] x
[1, + ~[, une densité naturelle h(03BB, t ) satisfaisant à la majoration

pour 0  u  1/2 et t  2, et nous avons conjecturé l’optimalité de l’ex-
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posant 8 dans cette majoration. En 1979, nous avons obtenu en commun
avec Erdôs une minoration de h (1 - u, t ) avec un exposant de u sensible-
ment inférieur à 28 (travail non publié). L’inégalité (2) implique, pour
0  u 1/2 et t  2, l’encadrement

qui constitue le motivation initiale de ce travail.
Nous concluons cette introduction par l’énoncé d’un problème ouvert

dû à Erdôs. Désignons par ~(y) (resp. ~’(y)) la densité naturelle de la
suite des entiers ayant au moins un (resp. exactement un) diviseur dans
l’intervalle [ y, 2y[. A-t-on pour y infini ~’(y)/~(y) = o(1)?

2. Notations

La lettre p désigne exclusivement un nombre premier. On note 03A9(n) le
nombre des facteurs premiers comptés avec leur ordre de multiplicité
d’un entier n. Le réel u étant défini par l’égalité z = y1+u, on pose pour
0 &#x3E;- 1,

P+(n) (resp. P-(n)) désigne le plus grand (resp. le plus petit) des facteurs
premiers de n. Par convention, P+(1) = 1, P-(1) = + 00. Nous notons
03A8(x, y) (resp. 03A6(x, y)) le nombre des entiers n  x pour lesquels on a
P+(n)  y (resp. P-(n)&#x3E;y). Toutes les constantes, explicites du type c,
c1, c2, ... , ou implicites dans l’utilisation des symboles « de Vinogradov
ou 0 de Landau, sont absolues; une éventuelle dépendance en fonction
de paramètres est indiquée en indice.

3. Lemmes

Nous énonçons dans cette section une suite de lemmes qui nous serons
utiles dans la démonstration des Théorèmes. Le résultat formulé ci-des-
sous est une forme affaiblie d’un théorème d’Halberstam et Richert [11]
généralisant un théorème de Hall.

LEMME 1 : Soit f une fonction arithmétique multiplicative réelle satisfaisant
pour tout p à
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Le lemme suivant peut être prouvé facilement à partir du Théorème des
nombres premiers par sommation d’Abel. Nous en omettons la démon-
stration.

LEMME 2: Pour 0  03B1  1 et y &#x3E;- 2, on a

LEMME 3: Pour chaque entier n, posons

et désignons par 8 (x, y, z) le nombre des entiers n  x pour lesquels
n(y)  z. Alors si 2  y  z, et pour tout 03BE, 003BE  2 log y, on a

DÉMONSTRATION: Décomposons chaque n  x sous la forme n = ab avec

On a

En appliquant le Lemme 1 à la fonction caractéristique de la suite des
entiers b, on obtient pour s  y

d’où

La somme en a est estimée par la méthode de Rankin: pour chaque a de
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[0, 1/2[ on a

La conclusion en découle par application du Lemme 2, en posant t =
a log y.
Le premier des trois lemmes suivants est dû à de Bruijn [2], le second est
un résultat classique de la Théorie du crible dont on trouvera la démon-
stration par exemple dans [12], Théorème 1 page 201.

LEMME 4: Pour x  1 et y  2, on a

LEMME 5: Pour 2  y  c9 x, on a

LEMME 6: Désignons par 03A61(x, y, z) le nombre des entiers  x ayant au

plus un facteur premier p, y  p  z. Pour 2  y  z et x  1, on a

DÉMONSTRATION: Une constante arbitrairement grande yo étant fixée, on
peut supposer, sans restreindre la généralité, que y0yx. Comme
tout entier de la forme ab avec P+(a)  y  z  P-(b) est compté dans
03A61(x, y, z), on obtient grâce au Lemme 5

Si (y)z  c9x, le résultat souhaité découle aisément de cette inégalité;
dans le cas contraire, on minore 03A61(x, y, z ) par le nombre des entiers de
la forme ap avec y/c9a  y, et, y  p  xla  c9x/y  z. Il vient
alors
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Le résultat s’en déduit en remarquant que pour yo assez grand on a

Le résultat que nous énonçons maintenant est dû à Halàsz [10].

LEMME 7. Soit E un ensemble arbitraire de nombres premiers. On pose,
pour x  2,

Pour tout réel positif E, et tout entier m, 0  m  (2 - ~)E(x), on a

Le lemme suivant a été prouvé par Norton dans [14], Lemma (4.5), (4.7).
Des estimations plus précises (dont nous n’aurons pas besoin ici) ont été
établies par le même auteur dans [15].

LEMME 8: Pour 003B1103B2 et x&#x3E;0, on a

Enfin, nous utiliserons le lemme combinatoire suivant, dont on trouvera
une démonstration par exemple dans [12], Lemma 13, page 147.

LEMME 9: Si xl, x2,...,xn sont des réels non négatifs et, si l’on note
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alors on a

4. Le cas z petit: z  2 y

Définissons le réel positif q par l’égalité z = (1 + ~)y, et désignons par A
la fonction définie sur R+ par

Nous prouvons le résultat suivant.

THÉORÈME 2: Supposons que x, y et z tendent vers l’infini de façon que

A lors

(i) S’il existe une fonction 03BE(y) ~ oc telle que

on a

on a

REMARQUE: On a A(1/log 2) = 8; le point (ii) constitue donc, lorsque
y = 0, une version légèrement affaiblie du Théorème 1 dans le cas z = 2 y.

DÉMONSTRATION: Notons pen) le nombre des diviseurs de n appartenant
à l’intervalle [y, z[. Une interversion de sommation montre que

l’hypothèse ( * ) implique

Cela fournit la majoration de H(x, y, z ) annoncée au point (i).
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Nous établissons la minoration en deux étapes. Dans un premier
temps, supposons que q log y = 0(1). On peut écrire

où l’on a utilisé le fait que, si mt et mt’ sont dans [ y, z et si ( t, t’) = 1,
t  t’, alors (1 + ~)  t’/t  t’/(t’- 1) d’où t’  (1 + 1/??) et finalement
m  z/t’  ~y. L’estimation classique

conduit alors à la majoration

d’où l’on déduit la conclusion souhaitée en appliquant l’inégalité de
Cauchy-Schwarz

Nous pouvons donc maintenant nous placer dans le cas où 03B3  1 + o(1).
Introduisons la fonction arithmétique 9y, définie par la relation

et désignons par X la fonction caractéristique de l’ensemble des entiers n
satisfaisant à 

De plus, supposons, sans altérer la généralité, que 03BE(y) = o( log log y ).
Pour 1  v  3/2, on a
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grâce au Lemme 1.
En employant, avec a = y at b = q y, la majoration

que l’on peut prouver par la méthode usuelle d’intégration complexe, on
obtient

quitte à choisir v = 1 + 03BE(y)/(2 log log y ). Nous pouvons donc écrire

disons, avec

pour tout v, 0  v  1.
Introduisons dans la somme intérieure le pgcd m = (d, d’) et re-

marquons comme précédemment que l’on a nécessairement m  ~y. Il
vient grâce au Lemme 1

La somme intérieure est O(~(log 1/~)2-2v (log 2~y/m)v-1): cela découle
de (4) si (log 1/~)2  c2 log y/m, et de la majoration triviale obtenue en
remplaçant v par 1 dans le cas contraire. On obtient ainsi



253

Grâce à une sommation d’Abel le Lemme 1 permet d’estimer la somme
intérieure. La valeur optimale v = 2 étant choisie, il suit finalement

Cela achève la preuve du point (i).
La méthode de démonstration du point (ii) est celle qui est exposée

aux §§6 et 7, la seule différence étant la simplification due au fait que
yu  2 pour ~ ~ 1. Nous omettons les détails.

5. Le cas z grand: log y = o(log z )

Nous prouvons le théorème suivant.

THÉORÈME 3: Pour 1yzx, on a

De plus, pour toute, 0  E  1, et sous les conditions y’z  x, y  y0(~), on a
aussi

La première assertion découle du Lemme 7; on a

La seconde, du Lemme 5:
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6. La borne supérieure

Supposons la condition (1) réalisée. Le principe de la démonstration peut
être exposé comme suit. On décompose chaque entier compté dans
H( x, y, z ) sous la forme ab avec P+(a)yu  P-(b). D’après le Lemme
3, on peut supposer, quitte à négliger un nombre acceptable d’exceptions,
que a ne dépasse pas une faible puissance de y. Cela implique que b
lui-même possède un diviseur dans un "petit" intervalle, disons J. On
partitionne alors l’ensemble des entiers correspondants selon que le

nombre des diviseurs premiers  y de b est grand ou petit. Le cardinal de
la première classe est estimé grâce au Lemme 7. On majore celui de la
seconde en affectant à chaque entier un poids égal au nombre de ses
représentations sous la forme md, avec d Ib, d~J.

Abordons la démonstration. Après avoir remarqué que nous pouvons,
sans restreindre la généralité de l’argument, supposer que u  uo, où U0
est arbitrairement petit mais fixé, nous posons t : = log 1 /u et nous nous
donnons un paramètre s, 1  s  t, dont la valeur sera choisie ultérieure-
ment. Nous répartissons alors les entiers n comptés dans H(x, y, z ) en
quatre classes non nécessairement disjointes définies par les conditions
suivantes:

(Classe 1)

(Classe 2)

(Classe 3)

(Classe 4)

Désignant par Hi le nombre des entiers de la classe i ayant au moins un
diviseur dans [ y, z[, on a

Pour majorer Hl il suffit d’appliquer les Lemmes 3 et 4. Il vient

pour tout 1, 0  03BE  03BE0  (1/2) log 2  (1/2) 10g(yU). En choisissant, par
exemple, Z = 1/3 on obtient donc



255

D’après le Lemme 7, avec E={p:yupy}, E = 1/10, et, en

remarquant que E ( x ) = t + 0(1) pour x  y, on peut écrire

Le Lemme 8 permet d’estimer la série en m, elle est O(u03B4-1t-1/2).
Le second terme de la majoration ne dépasse pas

pour 1  v  vo  2, d’après le Lemme 1. En choisissant v = 3/2, on con-
state que l’exposant de ’u est &#x3E; 03B4. Reportant dans (6) on obtient donc

Décomposons chaque entier compté dans H3 sous la forme d’un

produit ab, avec P+ (a)yuP- (b). Comme aysu, le fait que ab
possède un diviseur dans [y, y1+u[ implique que b possède un diviseur
dans [y1-su, y1+u[. Notant bh un entier b satisfaisant à 9(b, llu) = h,
on peut donc écrire

grâce au Lemme 7, en remarquant que l’on a toujours x/bh  y. Mainte-
nant le Lemme 7 implique encore, pour tout v &#x3E; y et tout h  t/log 2,

d’où

En reportant cette estimation dans la dernière majoration de H3, il vient
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On estime alors la somme en m par le Lemme 8. On obtient

Conservons les notations précédentes. On a

où l’on a posé

et

Le Lemme 3, la majoration (8) et l’estimation triviale

conduisent à l’inégalité

Par une nouvelle utilisation de (8) et l’emploi du Lemme 8, on obtient
finalement

On choisit alors s = (1/c8) log t; la majoration annoncée découle de la
conjonction des inégalités (5), (7), (9), et (10).

Le cas où z = O(y) se ramène à celui où z  cy, avec c  2, grâce à
l’inégalité
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où l’on a posé J = [(log z/y )/(log c)] + 1.
Lorsque z  2 y, les classes 1 et 4 sont vides pour chaque valeur du

paramètre s dans [1, t]. Les relations (7) et (9) impliquent donc la
dernière assertion du Théorème 1.

7. La borne inférieure

Soit S une suite d’entiers et X sa fonction caractéristique. D’autre part,
désignons par 03C1(n) le nombre des représentations de n sous la forme
n = md avec y  d  z, et introduisons une fonction arithmétique r satis-
faisant à 0  r(n)  p(n) pour tout n. On a

Cette inégalité est la base de notre méthode de minoration. Nous
choisissons pour S la suite des entiers n satisfaisant à

et nous définissons r(n) comme le nombre de diviseurs d de n satisfaisant
à

Ce choix peut être heuristiquement justifié par les deux remarques
suivantes:

(i) Quitte à négliger un ensemble d’entiers  x de cardinal « uax,
avec a &#x3E; 8, on peut supposer que, si n est compté dans H( x, y, z), alors n
possède au moins un diviseur d, y  d  z, tel que P-(d)  y’, où vs = ua.
En effet si dl := min{d: d|n, ydz} est tel que P-(d1)yv, alors
yd1yP-(d1)y1+v et l’on peut appliquer le résultat prouvé à la
section précédente. 

(ii) On peut montrer grâce au lemme 1 que r(n)2-03A9(n,1/u)u-1 est en
moyenne inférieur à une constante. Compte tenu de (12), cela suggère
que, pour n dans S, r(n) est usuellement majoré par une fonction à
croissance lente de 1/u et, partant, se comporte à ce facteur multiplicatif
près comme la fonction caractéristique des entiers n pour lesquels r(n) ~ 0.

Nous effectuerons la démonstration en deux étapes: minoration de
03A3nx~(n)r(n) (Lemme 10) et majoration de 03A3nxX(n)r(n)2 (Lemme
(11); la conclusion découle ensuite de (11).

Afin d’alléger la présentation de certains calculs, nous introduisons ici
quelques notations supplémentaires.

Nous désignons par 03BB(n) la fonction caractéristique de l’ensemble des
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entiers n tels que P-(n)  yu. Nous posons

0 i := eoj, (0  j  k), et nous notons I(j) l’intervalle [yu03B8j, yu03B8j+1[,
(0jk-1).

LEMME 10: Sous l’hyopthèse (1), on a

DÉMONSTRATION: Nous pouvons supposer u  uo, où uo est un réel

positif arbitrairement petit mais fixé. Notons M la somme à minorer. On
a

Décomposons chaque entier m intervenant dans cette expression sous la
forme m = qd’, avec 03BB(d’) = 1, et 03A9(q, 1/u)  1. Comme il existe au
moins un d, y  d  z, tel que md soit dans S, le nombre des représenta-
tions possibles de m en produit qd’ ne dépasse pas

pour u  uo. Cela implique

Comme 03A9(q, 1/u)  1, la condition X(qdd’) = 1 sera certainement réalisée
si nous imposons

Notons aj un entier générique égal au produit de h nombres premiers
distincts de I(j). Nous minorons le membre de droite de (13) en ne
retenant que les entiers d’ qui peuvent se décomposer en un produit du
type 03A0k-2j=1aj et les entiers d qui sont de la forme pd’. On vérifie qu’alors
la condition (14) est bien réalisée. De plus, pour tous les d, d’ choisis, on
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En employant le lemme 6 pour mimorer la somme en q dans le membre
de droite de (13), il vient

D’une part, on a

d’autre part, comme d’y2he-03C3yd pour uo assez petit, la

décomposition de chaque d sous la forme pd’ est unique, donc

On montre à l’aide du théorème des nombres premiers que la somme
intérieure du membre de droite de (16) est » u pour u  uo. La vérifica-
tion de ce point est laissée au lecteur. On obtient

D’après le Lemme 9, on a pour uo assez petit et j  1,

la seconde inégalité découlant de la formule de Stirling et de l’estimation

Cela implique finalement
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On en déduit la conclusion annoncée en reportant cette minoration dans

(17).

LEMME 11: Sous l’hyopthèse (1), on a

DÉMONSTRATION: On a

D’autre part, si n est dans S, si 1  03B8  1/u et si 0  v  1, il découle de
(12) que

Fixons alors un réel a dans ]0,1] et donnons-nous six paramètres v0, v1,
v2, V3, wl, w2 dans [a,l]; notant, pour yu  m  y,

on déduit de (18) et (19) que l’on peut écrire pour tout n

où l’on a posé
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Les sommes R :=03A3nxri(n), 0i3, peuvent être majorées en
utilisant le Lemme 1. Les valeurs des paramètres vi, wj, sont ensuite
choisies pour optimiser le résultat. Nous nous contenterons ici d’effectuer
les calculs concernant R 2; les trois autres majorations sont similaires (et
plus simples dans le cas de R0 et R3); elles conduisent au choix optimal
Vo = wl = V3 = 1/(2 log 2), v = 1/2. Nous allons maintenant établir que

Afin d’alléger la présentation, nous omettons dans la suite les suffixes de
U2 et w2.

En remarquant que, pour y  my, on a 03C81/2u et donc

0(m, 03C8)  S2(m) -1, il vient

comme x/mmt’  xm/z2  m &#x3E; Vy, le Lemme 1 implique que la somme
intérieure est O((x/mtt’) 03C8v-103BEvw-v); on en déduit

Posons F(s):=03A303BB(t)(vw)03A9(t). Alors F( s ) = 1 pour s  yu et, d’après le

Lemme 1,
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pour s  yu. Une intégration par parties effectuée en considérant séparé-
ment les cas y/m  yu et y/m  yu permet alors d’établir que

on obtient ainsi que

avec

Le Lemme 1 implique encore, pour s &#x3E; y,

d’où

où l’on a posé

Maintenant, si v et w sont choisis de manière que 03B2 = -1, on obtient que

En reportant dans (22), on constate que l’exposant de u est égal à
2 - 2v + log v/log 2; sa valeur minimale est 8, atteinte pour v =

1/(2 log 2)  1. Il s’ensuit que (21) est réalisée si l’équation
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03B2(1/(2 log 2, w) = -1 possède au moins une solution dans ]0,1]. Le
choix w = -1 montre que c’est effectivement le cas, et cela achève la

démonstration.
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