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Abstract. We derive new, very precise estimates for averages of arithmetic functions over friable
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1. Introduction
1-1. Objectif
Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier naturel n > 1 et convenons que

P(1) = 1. Dans la premiere partie de cet article [20], les deux derniers auteurs ont obtenu des
évaluations pour la fonction sommatoire

(1-1) Ui(z,y)i= »  fn)

neS(z,y)

de certaines fonctions arithmétiques multiplicatives positives ou nulles sur ’ensemble
S(x,y) :=={n<z:P(n) <y}

des entiers y-friables n’excédant pas x.

Alors que les hypotheéses considérées dans [20] consistent essentiellement & supposer que les
nombres f(p) possedent, lorsque p décrit la suite des nombres premiers, une valeur moyenne
strictement positive, il est également signalé dans ce travail qu'une information supplémentaire
de type prolongement analytique pour la série de Dirichlet F(s) associée a f peut étre exploitée
en vue d’améliorer significativement la précision des formules asymptotiques obtenues pour la
quantité (1-1).

Notons 7, (n) le coefficient d’indice n de la série de Dirichlet (s)"* ou ¢ désigne la fonction zéta de
Riemann. Des exemples de la situation favorable évoquée ci-dessus ont été traités, par la méthode
du col, dans [10] et [16] lorsque x = 1 et dans [14] pour tout x > 0.

Dans [20] (théoréme 2.5), Tenenbaum et Wu ont précisé, sans démonstration, le résultat obtenu
dans le cas ou f est la fonction indicatrice des entiers représentables comme somme de deux carrés.

Nous incluons ici certaines corrections relativement a la version publiée.
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La série de Dirichlet impliquée est alors comparable & ((s)'/? mais, contrairement aux exemples
précédents, la suite des f(p) n’est pas constante. Cela illustre la souplesse de la méthode, qui peut
étre adaptée sans altération majeure au cas d’une série de Dirichlet de la forme

F(s) = C(s)"G(s)

ol k est un nombre réel positif et G(s) est une série de Dirichlet présentant de bonnes propriétés
de prolongement analytique.

La méme approche est pertinente, sans modification profonde, pour une série de Dirichlet analy-
tiquement proche d’une fonction zéta de Dedekind, comme dans le récent travail de Scourfield [11],
olu, toutefois, la méthode employée ne fournit pas la totalité les renseignements attendus. Nous
verrons au paragraphe 5 que la technique décrite dans [20] permet en fait de réduire les hypotheses
concernant F(s) au cas d’une série analytiquement proche d’un produit eulérien dont le terme
général est bien approché par une expression du type

1+ 3(or(p))/p°

ou F' € Z[X], or(p) est le nombre des racines de F' dans Z/pZ et J est une fonction arbitraire de
N dans R™.

Par souci de clarification et a fins de référence ultérieure, nous proposons dans ce travail un
énoncé général recouvrant essentiellement ’ensemble des cas connus relevant de la méthode du col.
Notre résultat principal est le Théoreme 1.2 infra. Il englobe stricto sensu le cas de fonctions non
multiplicatives. Cet énoncé pourrait d’ailleurs étre encore étendu au prix de certaines complications

/////

1-2. Notations et définitions

Nous notons

(1-2) M(z;f):== Y f(n) (z>0)

1<n<Lz

la fonction sommatoire d’une fonction arithmétique f.

La lettre s désignant un nombre complexe, nous définissons implicitement les nombres réels o et
T par s =0 +1T.

Pour 3 €]0,3/5[, nous posons

o B
Ls(y) = elle) (y=1).

Nous notons (k la fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres K.
Pour x > 0, nous désignons par D, la classe des séries de Dirichlet s — Z(s) représentables sous
la forme

(1-3) Z(s)= 1I ¢, (o)

1<ysr

ou les K; sont des corps de nombres arbitraires et les x; sont des nombres réels non nuls tels que

1<5<r
Nous posons alors
(14) Wy ‘= Z Iij[Kj : Q]
1<g<sr

ot [K; : Q] désigne la dimension de K; comme Q-espace vectoriel. Lorsque £ € N*, nous notons
D* la sous-classe de D,; constituée des séries Z(s) possédant une décomposition de type (1-3) dans
laquelle chaque &; est un entier naturel positif.

Ensuite, nous introduisons, pour 8> 0, ¢>0,d > 0, 5+ 0 < 3/5, la classe £,(8, ¢, d) des séries
de Dirichlet F(s) convergentes pour o > 1 et possédant dans ce demi-plan une décomposition de
la forme

(1-5) F(s) = Z(s)G(s)
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ou Z € Dy et G(s) = >_,>, 9(n)/n’ est une série de Dirichlet prolongeable holomorphiquement
au domaine

(1-6) o >1—c/{1+logt |7|}(1-B-0/(B+0),
ou elle vérifie les conditions
(-7) G(1)£0,  G(s) < {1 +|r[}'7.

Ici et dans la suite, nous posons traditionnellement log® 2 := max(log z,0) (z > 0).
Similairement, lorsque x € N*, nous désignons par £7(d) la classe des séries de Dirichlet F(s)
possédant dans le demi-plan ¢ > 1 une décomposition de la forme (1-5) o Z € D} et G est
prolongeable, sur le demi-plan o > 1 — §, en une fonction holomorphe vérifiant (1-7).
Nous désignons par H(k, ko; 0, ¢, d) — resp. H*(k, ko;d) — la classe des fonctions arithmétiques
f dont la série de Dirichlet associée

(1-8) F(s):= ) f(n)/n’
n>1

appartient a €.(8,¢,0) — resp. & £%(5) — et possede une série majorante F*(s) = Z*(s)G*(s)
dans €, (8, c,d) — resp. dans €, (4). Lorsque f appartient a £,(53,c,d) ou a €} _(0), nous posons,
avec la notation (1-4)
(1.9) vy = max{wz, wz-}.

Enfin, étant donnée une famille de fonctions arithmétiques {g, },>2 telle que lim,_, g, (n) = g(n)
(n > 1), nous notons H, (x; B3, ¢,d) et H*(k;3,¢,0) les sous-classes respectives de H(x, x; 3, ¢, d)
et H*(k, k; 0) correspondant aux fonctions f positives ou nulles satisfaisant en outre & la condition

(1-10) Glsiy) =Y % = G(s) + 0(

n>=1

1
Lgys(y) )

uniformément pour

(1-11) y>2  o>1-c/logy) P70, |r| < Loss(y):
Nous aurons plusieurs fois 'occasion d’utiliser la relation d’inclusion
(1-12) Hi(k;B,¢,8) CHy(k;B+6/2,¢,6/2),

valable pour toutes les valeurs des parametres considérées, lorsque la constante c est assez petite,
ce que nous supposons dans toute la suite de ce travail.

L’introduction des fonctions g,, qui peut, au premier abord, sembler surprenante, permet
d’étendre considérablement le champ des applications. Notons ¢, la fonction arithmétique associée
a la série de Dirichlet (1-3) et ¢_, son inverse de convolution. Nous avons f = t,; * g. Posons alors,
en notant S(y) := {n € N*: P(n) <y},

(1-13) fy = (Ls@te) * gy-
Pour le choix standard

(1-14) 9y = 159,
nous avons

M(z; fy) = Vs(z,y).

Cependant, d’autres spécialisations, comme celle décrite au paragraphe 2.2, permettent d’eng-
lober dans notre étude des fonctions sommatoires d’intérét arithmétique significatif. Supposons par
exemple que l'on a f(n) = Zh(m):n r(m), ot h et r sont des fonctions arithmétiques convenables

vérifiant A(N*) C N*. Ainsi
) =2, @ =2 f:((g))s

n>=1 m>=1

et g(n) = X p(aymen 7(d)t—x(m). Pour le choix
(1-15) gy(n) = > r(d)t_x(m),

P(dm)<y
h(d)ym=n
nous obtenons
M(x; fy) = Z r(m).
h(m)<z
P(m)<y
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1-3. Enoncés

Soient 3, ¢, 4, K, Ko, des nombres réels positifs tels que S+3d < 3/5 et f une fonction arithmétique
de H(k, ko; 8, ¢, d). La méthode de Selberg—Delange décrite aux chapitres IL5 et I1.6 de [16] permet
d’évaluer la fonction sommatoire de f. Introduisant le développement de Taylor

(116) SIEHY S as)s,

s+ 1 S0

convergent pour |s| < %c, on obtient ainsi, pour tout entier naturel .J,

(117) M(:c;f)=w(log:v)”‘1{ > 4;(/) )j+o(szj<x))},

o552, T —j)(logz

ol 'on a posé, pour des constantes convenables ¢; > 0, ¢o > 0,

1 coJ + 1>J+1
1-18 Rj(x) = +
(118) 1) = g+ (B

et ou la constante implicite est indépendante de J. Si, de plus, k € N* et f € H*(k, ko;J), alors
a;(f)/T'(k —j) =0 pour j > k et 'on peut choisir

(1-19) Rp(r) =1/2°

pour tout ¢ vérifiant, par exemple, 0 < ¢ < ¢/ max{vs,2}. Cette derniere borne est d’ailleurs
susceptible d’améliorations diverses qu’il nous entrainerait trop loin de notre sujet de discuter ici.

Comme dans [20], nous notons z,(u) la solution continue sur ]0,00[ de I’équation différentielle
aux différences

ze(u) =0 siu <0,
ze(u) =1 si0<u<l,
uzl (u) = —kzg(u—1) siu>1.

Ainsi qu’il a été mentionné dans [20], la fonction z, est liée & la puissance de convolution
fractionnaire o, de la fonction de Dickman p := p; = 2; par la relation

' ! Y —v)dv u
(1-20) /oQ”(U)dU:@/o V7 2 (u —v)d (u>0).

La transformée de Laplace de g, est donnée par

o —S8 v o 1
0x(8) == / e "o,(u)du = p(s)" = exp {75 + /i/ ¢ dv},
0 0

v

ou « désigne la constante d’Euler. Pour d’autres informations concernant o et g., on pourra
notamment consulter [16] (chap. IIL.5) et [13].

Notre approximation pour M (z; f,) est Pexpression intégrale de Stieltjes

M v.
(1-21) Ag(z,y) = x/ 2z (U —v) d<(yv’f))
R Yy
Ici et dans la suite, nous posons
log x
U=
log y

(x>2,y>2).

Ce type de terme principal peut se révéler remarquablement efficace dans certaines applications,
notamment lorsqu’il doit étre réinséré dans une sommation, comme par exemple dans les problemes
de la valeur moyenne du logarithme du plus grand ou du plus petit facteur premier d’un entier,
traités respectivement a l'exercice I111.5.3 de [16] (résolu dans [19]) et au corollaire 4 de [17]. I1 est
cependant 1égitime de donner d’emblée une approximation plus concréte de la quantité (1-21).
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Notons (x) la partie fractionnaire d’un nombre réel = et posons
(1-22) ¥:=(k), m:=rx—09€cN.
Sous certaines conditions de croissance de y en fonction de x, nous sommes en mesure d’établir une
formule asymptotique pour A (z,y) lorsque f € H(k, ko; B, ¢, 0) et un développement asymptotique

lorsque le parameétre u := (log )/ logy n’est pas trop proche, par valeurs supérieures, d’un entier
borné. Notant log,, la k-ieme itérée de la fonction logarithme, nous posons

(1-23) ey = {(J+1)logyy}/?/logy  (y>2).

Théoréme 1.1. Soient B, ¢, J§, K, ko, des nombres réels positifs tels que f+d < 3/5, et
f € H(k, ko; B,¢,8). Nous avons

(1-24) As(z,y) = ao(f)x(logy)”_lgm(u){l - O((logly)"v + logl(;;—; 1)) }

uniformément, sous I’hypothése

(G5) r>3,  exp{llogn) P} <y<a

De plus, pour chaque entier naturel J et sous la condition supplémentaire
(S5(k)) O<u<J+2—-—Kr= (u) >egy,

nous avons

(1-25) Ap(z,y) = x(IOgy)n—1{ Z M + O(gﬁ(u){log(um}JH) }

o552, (logy) logy
Sous I’hypothése supplémentaire k € N*, kg € N*, f € H*(k, ko;9), les assertions précédentes
sont valables pour le choix €, := B(J + 1)logy y/logy, ott B est une constante assez grande, et
en remplacant la condition (Gg) par
(logz)' ™ <y < .

Nous pouvons a présent, expliciter notre résultat principal.

Théoréme 1.2. Soient 8, ¢, 0, k, des nombres réels positifs tels que S+ < 3/5, et f €
H,(k; B, ¢,0). La formule asymptotique

(1.26) M) = {1+0( 0 ) faste

a lieu uniformément dans le domaine (Gg).
Si, de plus, k € N* et f € 3’ (k;3,¢,0) la formule (1-26) a lieu uniformément dans le domaine

(H) v>23,  exp{(logyx)/?} <y <,

Remarques. (i) Il résulte d’un cas particulier des résultats de [20] que l'on a, dans le domaine (Hg),

= ao(f)zo.(u)(logy)~* 1 log(u + 1)
Us(2,y) = ao(f)rox(u)(logy) {1+0<(10gy)“ * logy )}

lorsque f est multiplicative, positive ou nulle, et vérifie

Y f(p)logp=rz+0(z/Ls(z))  (222).

Pz
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La conjonction de (1-25) et (1-26) établit donc, au prix d’une relative restriction du domaine de
validité, une formule asymptotique considérablement plus précise. On retrouve de plus le domaine
de validité (Hpg) lorsque x € N* et f € H* (k;3,¢,0).

(ii) Le cas le plus simple du Théoreme 1.2, soit K = Q, kK = r = 1, G, (s) = 1, correspond au
théoréme de Saias [10].

(iii) Lorsque k = r = 1, G(s) = 1, nous obtenons une amélioration significative des théorémes
1.1 et 1.3 de [11].

(iv) La formule (1-26) généralise le résultat de Smati et Wu [12], qui correspond au choix r = 1,
t_., = p et h = dans (1-15).
1-4. Description sommaire d’une généralisation

La méthode développée dans ce travail permet, sans difficulté nouvelle, de traiter un cas plus
général, que nous nous proposons de décrire succinctement dans ce paragraphe.

Soient r € N*, {a;}’_; € N*", k > 0. Pour chaque j de [1, 7], donnons-nous une suite strictement
croissante {v;;}:7, d’entiers positifs et une suite {x;;};’, de nombres réels non nuls telle que

S Y m=n

1<) <r 1<i<ay
Nous pouvons alors étendre la classe D, a I’ensemble D, des séries de Dirichlet de la forme

Z(s)= I Tl GO +viils—1),

1<5<r 1<i<ay

ou les K; sont des corps de nombres arbitraires.
Pour 8 >0,¢>0,6>0,et 546 < 3/5, k>0, kg > 0, nous introduisons alors les extensions

correspondantes @: (ou tous les k;,; sont entiers), ’éﬁ(ﬁ,c, d), g:(é), UTC(/-@, ko3 8,¢,9), JTC(K, K03 90),
Hi(k; B, c,0), Hi(k; B, c,0).
Posons g, (u) := 0,(u/v) et, notant

V=11, Viays - Vrlse- s Vra,),

R = (H/l,la ctt K;l,ot17 . '7’%7‘,1a . '7’%7‘,047-)7

introduisons le produit de convolution

o(u;k,v) = 1<;I;T Or; s 5.0 (1)
1<’L‘<O¢j

Si f est une fonction arithmétique dont la série de Dirichlet F(s) = Z(s)G(s) appartient a
E.(B,¢,0), les démonstrations des Théoremes 1.1 et 1.2 peuvent étre étendues directement. Nous
obtenons ainsi que, si f € H(k;3,¢,d), on a pour tout entier J > 0,

M(x; f,) a;(f)o9 (u; k,v) , log(u 4 1) \ 7+1
(1:27) z(logy) ! _O;J (log y)J +O<‘Q(u’m’y){ logy } )

uniformément sous les conditions (Gg) et Gy(k). Si, de plus, kK € N* et f € ﬂtfi(mﬁ,c, J), on
peut remplacer (G ) par (Hpg) et choisir €5, comme indiqué dans la seconde partie de I’énoncé du
Théoreme 1.1.

Le point essentiel pour parvenir a cette généralisation consiste & remarquer que, si f est une
fonction arithmétique dont la série de Dirichlet F(s) = Z(s)G(s) appartient a €,(8, ¢, d), la relation
(4-2) infra appliquée avec K =K; (1< j<r)ety=y"" (1<j<r, 1<i< ), fournit, apres
élévation a la puissance x;; et et formation du produit,

Z %?) = (logy)"sJs(s)o((s — 1)logy;f<a,1!){1 - O(Lﬁl(y)> }’

n>1

ou Jy(s) :== (s —1)"F(s)/s.
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2. Applications

2-1. Entiers représentables comme somme de deux carrés

Soit b(n) la fonction indicatrice des entiers représentables comme somme de deux carrés. Dans
[20], Tenenbaum & Wu ont obtenu, pour tout 8 €]0, g[, la formule asymptotique

_ Bzpya(u) 1 log(u + 1)
@) W) = 20 o s B () < )

B := \/Z H (1—1/p2)_1/2.

p=3 (mod 4)

ou l'on a posé

D’apres la formule (2-21) de [20], la série de Dirichlet associée & la fonction b vaut
B(S) :C(8)1/2L(8,X4)1/2(1—275)71/2 H (]__27725)71/27
p=3 (mod 4)
ol x4 désigne 'unique caractere de Dirichlet non principal de module 4. 11 est facile de voir que, en

opérant le choix standard (1-14), b € ﬂ{+(%; B,¢,9) pour tous 8 >0, >0, 8+ 6 < 3/5. L’énoncé
suivant résulte donc immédiatement des Théorémes 1.1 et 1.2. Nous notons {a;(b)}32, la suite des

coefficients de Taylor & l'origine de s'/2B(s 4+ 1)/(s 4 1). En particulier, ag(b) = B.

Théoréme 2.1. Soient 5 €]0,3/5] et J € N. Nous avons
@)

x aj(b) 1 2(“) oo (u 1
(2:2) Uy (2,y) = \/@{ O@Zgj(l@z?j)j + O(Ql/z(u){l(‘gl(c)g—~y_1)}(]Jr )}

uniformément sous les conditions (Gg) et G;(1/2).
Compte tenu de la remarque suivant I’énoncé du Lemme 3.1 infra, nous déduisons de (2-2) que
le terme d’erreur de (2-1) est optimal.

2-2. Répartition des valeurs de la fonction d’Euler

Désignons par n — ¢(n) la fonction indicatrice d’Euler. Smati & Wu [12] d’une part, et Naimi
[8] d’autre part, ont obtenu, indépendamment et par des méthodes différentes, 1’estimation

(2:3) > 1:Exg(u){1+0<log("+1)>} ((x,y) € Hp),

1
o(n)<a 08y
P(n)<y

pour tout B €]0, 2[, ot I'on a posé E := ((2)¢(3)/¢(6).

Soit
w(n) = Z 1 (n>1).

m2=1
p(m)=n

La série de Dirichlet associée a la fonction arithmétique w vaut

S L _(e)6s), o G(s)::H(1+(1 1).

=1 e » p—1 p°

Le théoréme 2 de [1] et le lemme 2.3 de [12], impliquent immédiatement qu’en choisissant,
dans (1-10),
gy(n) = Y p(m),

P(dm)<y
p(d)ym=n

onaw € Hy(1;5,¢,d) pour tous 8 > 0,5 > 0, 8+8 < 3/5. Nous obtenons donc le résultat suivant
o {a;(w)}52, désigne la suite des coefficients de Taylor a I'origine de s((s + 1)G(s +1)/(s + 1),
de sorte que ag(w) = E.

Théoreme 2.2. Soient 5 €]0,3/5] et J € N. Nous avons

2 1=7 ) WMw(m(u){bg(“H)}J“)

p(n)<a 0<5<J (log y)! logy
P(n)<y

uniformément sous les conditions (Gg) et G,(1).
Comme précédemment, nous retrouvons ainsi 'optimalité du terme d’erreur de (2-3).
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2-3. Nombre de solutions de congruences polynomiales modulo les entiers
friables

Soit F' un polynéme a coefficients entiers, de degré g, prenant des valeurs positives sur les entiers

positifs. Ecrivons
II 7x)e
1<j<r

sa décomposition en produit de facteurs irréductibles, désignons par

H Fi(X

1<G<r

son noyau sans facteur carré et, pour chaque entier n > 1, notons gr(n) le nombre des racines de
F dans Z/nZ.

Pour 1 < j < r, donnons-nous un zéro 9; de F; et posons K; := Q(¢;). Un cas particulier de la
formule (3-35) de [15] s’écrit

(2-4) ZQF =TI II & @+vis—1)Gr(s) (o>1),

n>1 1<j<r 1<v<ay

o Gp(s) est une série de Dirichlet absolument convergente dans le demi-plan ¢ > 1 — ¢ avec
oo = 1/(2max; ;). Cela implique immédiatement que, pour tout § < oy, la fonction Gr(s)
satisfait la majoration (1-7) dans le demi-plan o > 1—4 et la formule (1-10) avec un terme d’erreur
< 1/y°. Dans le cas particulier ou tous les o sont égaux a 1, nous obtenons

Z QF* H CIK GF* ) (0’ > 1).

n>1 1<j<r

Ainsi, pour tout 8 €]0,3/5] et pour des constantes positives convenables ¢ et 4, nous avons
oF € thi(r;ﬁ,c, d) et op+ € HY(r;B3,¢,6). Une application directe des Théoremes 1.1 et 1.2
fournit immédiatement le résultat suivant ot {a;(or+)}32, désigne la suite des coefficients de
Taylor a 'origine de
s" or-(n)
s+1 = ns+l

nz

Théoreme 2.3. Soient 5 €]0,3/5] et J € N. Nous avons

os2, (logy) logy

uniformément sous les conditions (Hg) et G;(r).
Le cas général (i.e. F' # F*) releve de I'extension décrite au paragraphe 1.4. Nous obtenons alors
la validité de (1-27) pour f = op sous les conditions (Hg) et G;(x).

2-4. Solubilité de congruences polynomiales modulo les entiers friables

Soit F un polyndme a coefficients entiers. Définissons le noyau F* comme au paragraphe
précédent. Notons G le groupe de Galois du corps de décomposition de F'. Ce groupe agit par
permutation sur les racines de F'; en particulier, pour chaque élément v de G, on peut définir
I'entier n, comme le nombre de points fixes de cette action.

Soit 0z la fonction arithmétique indicatrice de I’ensemble des entiers n tels que F possede au
moins une racine dans Z/nZ. Nous établissons au paragraphe 5 l'identité

20 oy (0> 1),

ns
n>1

ou H(s) est prolongeable en une fonction holomorphe et sans zéro dans la région (1-6), vérifiant
les hypotheses (1-7) et (1-10), et ol la constante xr est définie par

(2-5) Kp = {y € G:ny #0}.

IG\
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Par exemple, lorsque F' = ®,, est le n-ieme polynéme cyclotomique, on a kp = 1/p(n) ; lorsque
F(X)=(X?-2)(X?-3)(X%2—-6),onarp=1;et lorsque F(X) = X" — X — 1, de groupe de
Galois le groupe symétrique S,, (voir [9]), on trouve

]

1Gn

Notant {a;(dr)}52, la suite des coefficients de Taylor a I'origine de
shF

or(n)
s+1 Z nstl’

n>=1

nous obtenons donc le théoreme suivant.

Théoréme 2.4. Soient 3 €]0,3/5] et J € N. Nous avons

‘I’éF(%y)iE(lOgy)“Fl{ > ‘LJ'(MLMJFO(QW(M{W}J“)}

o552, (logy) logy

uniformément sous les conditions (Gg) et G(kF).

Au paragraphe 5, nous considérons en fait toute fonction de la forme J(gp+(n)), ou J est une
fonction arithmétique totalement multiplicative a valeurs réelles positives ou nulles. Cela permet
d’obtenir un résultat de méme type, ou kg doit étre remplacé par

1
KFg = @ Z d(ny).

veG

Pour J(m) =m' (t > 0), on obtient ainsi une évaluation de la valeur moyenne de chaque moment
réel positif de gp«(n) sur les entiers friables.

3. Développement asymptotique du terme principal

3-1. Lemmes

Notre premier objectif consiste & obtenir une formule asymptotique pour Af(x,y) lorsque
y < z < y*. Nous définissons les termes d’erreur Ay (t) et A%(t) par les relations

M(e's f) _ ao(£)t"

(3 ) ot F(ﬁ) + f(t)’
" M(e"; f) fn) 1 ao(f)t"
) 2 do = - — = A% ().
Sous 'hypothese f € H(k, ko; 8, ¢, d), la méthode de Selberg-Delange fournit
tr—1 th + 1[1 OO[(I{)t
(3-3) Ap(t) < 151 (t > 0), et AGt) < T+1 (t=0)

Lemme 3.1. Soient 8, ¢, 6, k, Ko, des nombres réels positifs tels que 5 + § < 3/5, et
f € H(k, ko; B,¢,9). On a uniformément pour 1 < u < 2,y = 2,

m}(log(a:/y))+0< ! >}

(logy)~ log y

(3.4) Apary) = ao(f)x(logy)“@n(m{l T

En particulier, sous les mémes hypothéses,

35) Astean) = aofationn) {1+ 0 o)

Remarque. Pour log2 <t <log3, f(1) =1, f(2) =k, on a
AG(t) =1+ 56— (L +rK)e " —ao(f)t"/T(k+1).

Cette fonction possédant au plus deux zéros sur [log2,log 3], il s’ensuit que le terme d’erreur de
(3-5) est optimal en toute généralité.
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Démonstration. Par sommation d’Abel, nous déduisons de (3-1) et (3-2) que 'on a, pour u > 1,

Ap(z,y) My f) 1 /uz;(uv)d</0v]w(z:;f)d(wlogy)>

(3-6) z Y logy
= ao(f)(logy)" " 0x(u) + As(ulogy) + gy’
ou nous avons fait appel a l'identité (1-20) sous la forme
1 w1 Y w—1
ox(u) = () (u +/O z,.(u —v)v dv) (u>0)

et posé
R = / 2 (u —v) dA% (vlogy).
0

Evaluons R par une nouvelle sommation d’Abel en tenant compte de la discontinuité de premiere
espece de z/(v) en v = 1. Grace & la seconde majoration (3-3), nous obtenons, toujours pour
1 <u<2,

R = rA%((u—1)logy) —l—/o zi(u —v)A%(vlogy) dv

— kA ((u — 1)logy) + O((log gy /Ou |2 — ) o dv)

= kA ((u—1)logy) + O((logy)*1).

Reportons dans (3-6) en incorporant la premiere majoration (3-3). Nous obtenons bien le résultat
requis (3-4).
Cela acheve la démonstration. O
Posons, pour z >y > 2, u = (logz)/logy,

A M .
Ay (u) = f(gj’y):/zn(u—v)d( (y 7f)>
x R yY
et rappelons les définitions des quantités m et ¢ en (1-22).
Lemme 3.2. Soient 83, ¢, 0, K, des nombres réels positifs tels que § + 6 < 3/5, et f une fonction

arithmétique dont la série de Dirichlet F(s) appartient & la classe €(8,¢,d). Alors, pour u > 1 et
y=2,0na

) () = Qog )" [ 6l (=) v (w10 ),

oti 'on a posé
1 v M f)
-9 J, evlw—w)?

(3-8) ve(v) = dw (v eR)

et ou, lorsque kK = m, la dérivée g,(im) est comprise au sens des distributions.

Démonstration. Notant, dans un demi-plan de convergence adéquat,

g(s) = /0OO g(t)e ™ dt

la transformée de Laplace d’une fonction g, nous avons,

| e aaren e = st + v/ + 1),

(3-9) Ze(s) = 5" 1on(s),

—

s an(s) = o (s).
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Il s’ensuit que, notant s, := s/logy,

sgrf(sy +1)

o~ S K—m—1_m—~
3 (8) = () (s, + 1) = (logy) "5 Bls) L
Yy

sy +1

(3-10) -
womet g oy 55 By + 1)
sy +1

= (logy) Ok

D’autre part, on établit aisément grace au théoreme des résidus que

+

Lt r et At v e R).
I'(l1-v) /0 ( )

1 1+ico Jvs 9—1 1

(3-11) S ds=hy(v) =

2i l—ico S+1

La fonction hy est continue sur R, dérivable sur R* et & variation bornée sur tout intervalle borné.
Par sommation et inversion de Laplace, la relation (3-11) implique alors

VF(s+1
(3]_2) M = / e Y dl/,{(’l))
s+1 R

avec 1 \

' f(n) 1 v—logn e —v

vi(v) -:ZThﬁ(U—logn):m Z f(n) | tTdt
n>1 n<ev

_ L UM

T -9) toev—t '
Le théoréme de convolution implique donc bien (3-7). O

Lemme 3.3. Soit ¥ € [0,1]. On a uniformément pour T > 1, w e R, 0 >0

1 o+iT _ws 9—1 ow
(3-13) ¢’ dshg(w)+0(e).

i o s+1 T (1 + T|wl)

Démonstration. Lorsque |w|T > 1, nous pouvons écrire

. - _ o—+1i00 i —
o-+i00 e 819 1 WS 519 1 o+i00 ews d 519 1
e ds=|— — il ds
otiT s+1 ws+1|, p orir W ds\s+1

ow

e
< Ty
Lorsque |w|T < 1, nous observons que
o+ico qws ¥-1 o+ioco
/ —dsx e‘”“/ |s’9*2|\ds| < eVl 0
opir  ST1 o4iT

Le lemme suivant fournit une mesure effective du module de continuité de la fonction v,. Il
fait explicitement intervenir une condition sur la distance a ’ensemble des entiers. Nous posons
classiquement ||z|| := min,cyz |z — n|.

Lemme 3.4. Soient 8, ¢, §, k, des nombres réels positifs tels que 8 + 6 < 3/5, et f € H(k;5,¢,0).
Nous avons, uniformément pour v > 3, ||e”]| > 1,

(3-14) V() — v (v —h) < B Lg(e’/h) ™% + v h (v=3,0<h< D).

Démonstration. Commencgons par observer que I’hypothése concernant la série majorante de F(s)
fournit, par la méthode de Selberg-Delange (voir [16], chap. IL5 et I1.6), la majoration

(3-15) Y. < zloge)™ ™t +a/Ls(@)  (1<z<a).
r<n<xr+z

Notons, a fins de référence ultérieure, que cela implique

(3-16) [f(m)l < n/Lg(m)™®  (n>1).
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Considérons en premier lieu le cas général ol ||e”|| n’est pas minoré. Soit N un entier naturel
tel que |[e¥]] = |e¥ — N|. Pour v > 3, n € N*, spécialisons, dans (3-13), 0 = 1/v, w = v — logn,
multiplions par f(n)/n et sommons sur n € N*. Nous obtenons

1 (YT F (s 4 1)evs 1 |f(n)]
() = — 22T ds+0 .
= omi S st T (Tl-ﬂ,;n”l/v(HﬂMogn))

La contribution & la derniére somme en n des entiers n n’appartenant pas a [N/2,3N/2] est
< v /T. Celle du terme d’indice N est, en vertu de (3-16),

eU

< .
(€ + Tlev|[) Lp(ev)

Notons V la contribution complémentaire, de sorte que

ve 3 £(n)

n+T|N —n|
N/2<n<3N/2
n#N

Lorsque T > N, cela implique

ver Y ) £ ()]

0<m<Ly(N)10 T T | NmN/ L (N)10|<N/L (N0
N (log N)P+ro 1
TLN0 < Loy

Lorsque T' < N, nous pouvons écrire

Ve ¥ oow > )

0<m<T/2 mN/T<|N—n|<(m+1)N/T
1 N(log N)ro~1 N Vo 1
< > { + 10} STt et
022y )y AN T Ls(N) T " La(eT)

Nous obtenons ainsi

1 (1/v)+iT I 1)evs
ve(v) = —— s"F(s+1)e™
(317) 27TZ (1/U)—iT S(S + 1)

+O< LA ! + - )
T2—’L9 Tl—ﬁLB(e'vT)Al Tl—ﬂ(e’u + THQUHL,@(GU)H) :

La méme formule vaut pour v, (v — h), en remplagant seulement e”* par e(v=h)s dans lintégrande
et ||e”|| par ||[e*~"| dans le membre de droite. D’ol1, sous les conditions de 1’énoncé,

Vs (v) — ve(v —h)
<<h/(1/v)+iT |3r~(8+1)”8‘19|ds|+ o N 1 n e?
(1/v)—iT ‘S—F 1| T2—19 Tl—ﬂLB(evT)él Tl—ﬂ(ev _'_T”ev—hH)Lﬂ(ev)lO
o 1 e

T2—9 + T1=0L4(evT)* + T1=9(ev + THev—hH)LB(ev)lo'

< hT?(log T)* + hv"o~? +

Il existe une constante c3 telle que [[eV"|| > 1 si h < cze™?. Dans ce cas, le dernier terme de cette

majoration est
ev 1/h

< < :
T2-9Lg(ev)10 T2-9Lg(ev/h)®

Dans le cas contraire, il est

e’ 1 1
< <
T1=9(e? + T|lev="][)Lg(ev)10 ~ T1=9[4(ev)10

S TIL (e Ry
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Nous avons donc en toute circonstance

1 1 1+1/(hT)
1% K Ko
V() —ve(v —h) < RTV(logT)" + v {h + T2=0 } + TTIL,(eT) Tl_ﬂLg(e”/h)‘l.

La majoration annoncée résulte de cette estimation en choisissant, e.g., T := (1/h)Lg(e"/h) ™2

Notre dernier lemme fournit, par intégration complexe, une évaluation précise de v, (v) qui semble
difficilement accessible par étude directe de la convolution. Il constitue un élément crucial de la
démonstration du Théoreme 1.1.

Lemme 3.5. Soient 3, ¢, §, k, des nombres réels positifs tels que 8+ § < 3/5, et f une fonction
arithmétique dont la série de Dirichlet F(s) appartient a la classe €(5,c¢,0). S’il existe 6; > ¥ tel
que I’hypothése (1-7) soit satisfaite avec d1 au lieu de 0, alors on a

(3-18) v = Y auy(NG +0(7)  w=0)

0 7! Lp(v)

Sik e N* et F e £5(9), la formule (3-18) est valable avec un terme résiduel < e~V oil ¢ est une
constante positive convenable.

De plus, s’il existe kg > 0 tel que f € H(k, ko; 3,¢,0), on peut remplacer la condition §; > ¥ par
61 > 0.

Démonstration. Nous pouvons pleinement supposer v > 2/c. D’apres (3-12), nous pouvons écrire

1 (1/v)+ioco 193' 1)evs
(3-19) Ve(v) = — s st Vet o
271 (1/v)—ico S(S + 1)

Notons s = ¢ + i7 et introduisons un parametre réel T' > 3 que nous fixerons plus loin. Nous
pouvons estimer la contribution du domaine |7| > T & I'intégrale de (3-19) grace aux majorations
classiques de ((s) et & Phypotheése (1-7) modifiée comme indiqué dans I’énoncé. Elle est

(320) < T—(51—19)/2.
Si, de plus, f € H(k, ko; B, ¢, ), nous déduisons de (3-17) que cette contribution est

o 1

< T2—9 + T1-9"

Nous estimons la contribution complémentaire en déplagant le segment d’intégration vers la gauche
jusqu’a la courbe o = —c¢/{2+1og™ |7|}(1=F=9)/(B+9) et en faisant apparaitre un contour de Hankel
autour de s = 0. La contribution des segments horizontaux n’excede pas (3-20) et celle de la partie
curviligne est

< e—m;/{Q(log T)(17/375)/(,3+5>}

En choisissant T' = e”ﬁH7 nous obtenons, pour une constante ¢4 > 0 convenable,
(3-21) V() = Lo(v) < Lgss(v) ™ < Lg(v) ™",
avec )
1 T g:’ 1 vSs
L(v) = — 89 (s +1)e”
21 Jacep2)  s(s+1)

et ot H(X) désigne la partie d’un contour de Hankel tournant autour de s = 0 dans le sens
trigonométrique et située dans le demi-plan Re s > —X. Pour estimer I;(v), nous récrivons (1-16)
sous la forme du développement de Laurent

fferl
j—m
— T Za] sim,

valable pour 0 < |s| < c. En utilisant, par exemple, la majoration |a;(f)| < (2/c)?, il suit, pour
tout entier N > 1,

L= e+ o)

0<j<N+m
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avec )
Gj(v) == — sImm=les ds 0<j<N+m)
270 Jy¢(cv)2)

2 N
En () = 219 / 15|67 ds].
H(cv/2)

oN+1

et

D’apres le corollaire I1.5.1 de [16], on a

1 471m=lm — j|!
GO -ty € v/
et la méme technique fournit
(100/c)N N!
EN(’U) < W

Choisissons alors N = [/v] + 1 ou ¢’ est une constante absolue assez petite. Nous obtenons

L(0) = 3 ()5 +0()

0<j<m

Compte tenu de (3-21), cela implique bien 'estimation annoncée (3-18).

Lorsque k € N* et F € €%(4), nous pouvons déplacer, dans l'intégrale de (3-19), le segment
d’intégration [1/v—iT,1/v+iT] jusqu'au segment [— —iT, —d +4T] avec a présent T’ := eV pour
une constante convenable ¢5 > 0. Cela fournit un terme d’erreur < e~ %% dans (3-21) et établit
ainsi le renforcement indiqué dans I’énoncé. a

3-2. Preuve du Théoréme 1.1

Considérons dans un premier temps le cas f € H(k, ko; 5, ¢, 0).

Comme la validité de (1-24) sous la condition (Gg) résulte de (3-5) et du cas J = 0 de (1-25),
nous pouvons nous borner & établir (1-25) sous les hypotheéses de I’énoncé.

Compte tenu de 'hypothese u € G (k) et des propriétés de continuité de g, et de ses dérivées,
nous pouvons supposer que y* est demi-entier. Nous supposons également que J > m : dans le cas
contraire, il suffit de considérer les termes principaux d’indices supérieurs & m comme des termes
d’erreur.

Pour chaque nombre réel u > 0, désignons par &(u) 'unique solution réelle non nulle de ’équation
ef =14 ué siu#1 et posons £(1) = 0. Soit encore

&(u) i= max(1,E(u/k))  (u>0).
Sous la condition §;(x), l'estimation
(3-22) oY) (u = v) < ox(w){log(u+ 1)}e’ (0 < v < Feyy, 0<j<J+1)

résulte aisément des évaluations établies dans [14] pour la fonction p, et ses dérivées, ou des
formules plus générales données dans [5]. De plus, si j < m, la majoration (3-22) est valable pour
0<v<u— %

Posons )
v
Re(v) :=vx(v) = Y amfj(f)ﬁ'

0<ism

Conservant la convention d’interpréter Q,(.;m) au sens des distributions lorsque k = m (et donc ¥ = 0,

ce qui rend la mesure dv,(v) absolument continue), nous avons, d’apres (3-7),

. MW g amema(Dbi) e )
(828) (logy)~—1 _oggm j!(logy)m=7~1 +/0— (logy)™ AR« (vlogy)

avec u
bj(u) := / Vo™ (u—v)dv=jlo" V() (0 <m).
0
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Nous pouvons donc écrire

(109 (4
Ay(u) = (logy)“‘l{ > alfes W) 4y oy g,y Jg}

02 (logy)

ol les quantités J; correspondent aux contributions respectives & I'intégrale de (3-23) des domaines
d’intégration [0—, %€J7y[, [%eJ,y,u - %[ et [u— %, ul, la quantité €, étant définie par (1-23).

Nous évaluons J; en utilisant le fait que, sous les hypotheses indiquées, o, est de classe C/*! sur
[u— %5‘]71,, u+ 0]. Pour 0 < v < %ngy, la formule de Taylor-Lagrange s’écrit

(m) (1) — ) — CDIT™ Gy oy
Qn (u ’U) - Z - | Qm (’U,)’U
e, G —m)!

_1\J—m+1 v
+ [Gntd it (})_ ] /0 (v —w)” ™™oV (4 — w) dw.

Reportons dans l'intégrale J; en notant que la représentation (3-12) et lestimation (3-18) im-
pliquent, grace a une intégration par parties, que I'on a pour chaque entier naturel fixé j > m,

(-1
(= m)!

Nous obtenons

(3-24) Jp = Z CWM-FO(QR(QL){W}JH).
m<j<J

: Jj—m _ aj(f) 1
/{7 v dR,(vlogy) = (log y)i— + O(Lg(yz)> (z 2 0).

(logy)’ logy

Nous traitons J; et J3 comme des termes d’erreur. En utilisant (3-22) avec j = m et la monotonie

de g&,’”), qui peut étre établie comme dans [18] ou le cas m = 0 est traité, nous pouvons écrire,
grace & (3-18) appliquée au couple (3 + d§/2,6/2),

1 1)y m u—1/2
Jo < gn(u){()%(:g;;)} / ovén(w)=3(vlogy)® 4,
€

0r(u) 0r (1)
e(EJ,y log y)# (log y)J+1 '

Jyy

Nous évaluons Js par intégration par parties. Nous pouvons supposer ¢ > 0 car ggm)(v) est
identiquement nulle sur [u — 1/2,u] dans le cas contraire. Posant

Ny(v) == Ry (vlogy) — Ry (ulogy),
il suit

h Ny(v)|
N (u— % ‘97 .
Js < |Ny(u 2)|+/u_1/2 oy o

Scindons Uintégrale & v — n/logy ou n est un parameétre & choisir dans 'intervalle ]0,
obtenons, en appliquant les Lemmes 3.4 et 3.5 au couple (8 + §/2,46/2) au lieu de (3, 6),

3]. Nous

(logy)*~” 1-9 /n —9 | 40 de
I3 < + (logy {L ¥ /)7 + 7 (ulogy 50}7
3 Ly s/2(y")?n—? ( ) A s+a/2(y"/t) ( ) :
log y)t—? . .
« Hoey) s + Lpror2(y™) "% +1” (ulog y) <ot

Lats/2(y*)*n

En choisissant 7 := 1/Lg5/2(y"), nous obtenons que J3 n’excede pas I'ordre de grandeur du terme
résiduel de (3-24). Cela achéve la preuve de la relation (1-25).
Pour traiter le cas f € H*(k, ko;J), nous reprenons les calculs précédents en choisissant

ey = B(J +1)(logy y)/logy
pour une constante B assez grande, en faisant appel a la majoration
R.(v) <« eV
issue du Lemme 3.5 et en utilisant le fait que g,(.@j)(v) =0 pour j > m et 0 < v < 1. Nous omettons
les détails de la vérification. O
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4. Approximation de ¥ ¢(z,y)
4-1. Objectif

Nous nous proposons ici de prouver le Théoreme 1.2. Les détails étant tres voisins de ceux de la
démonstration du théoréme I11.5.9 de [16] lorsque x € N* et de celle du théoreme 2 de [14] lorsque
k € R*T \ N*, nous nous limiterons & des indications relativement succinctes.

4-2. Lemmes

La série de Dirichlet F(s) étant définie par (1-8), nous introduisons la troncature

F(siy) = > _ fyuln)/n®  (y=>2)

n>=1
ou f, est définie par (1-13), et nous posons

(s —1)~"F(s)
Jp(s) = —7——,
s
qui définit une fonction holomorphe dans le domaine (1-6). De plus, si k € N*, J; est holomorphe
pour o > 1—46.

Lemme 4.1. Soient S, ¢, 0, k, des nombres réels positifs tels que f+ 3§ < 3/5 et F € £.(5, ¢, ),
vérifiant la condition (1-10). Lorsque (s,y) satisfait (1-11), nous avons

1) Tl = o) sz - logn) {1+ o(Lﬁl(y))} ()

Démonstration. Pour chaque corps de nombres K, la fonction zéta de Dedekind (k(s) posséde une
région sans zéro de méme nature que celle de la fonction ((s) de Riemann. Dans cette région sans
zéro, log (k (s) releve essentiellement des mémes estimations que log ¢(s) — voir [7]. Il s’ensuit que
la démonstration du lemme II1.5.9.1 de [16] est encore valable, mutatis mutandis, pour (k(s). Nous
obtenons ainsi

(4-2) C(s;9) = Cr(s)(s — D(logy)o((s — 1) log y){l +0 <Lﬂl(y)) }

oll o = g1 est la fonction de Dickman et g(s) désigne sa transformé de Laplace. Lorsque s ¢]0, 1],
appliquons cette relation pour K = K; (1 < j < ), élevons-la & la puissance «;, et formons le
produit. Compte tenu de la relation {g(s)}* = 0.(s) et de 'hypothése (1-10), nous obtenons bien
le résultat annoncé. Lorsque I'on a s € ]1 —¢/(logy)'~#, 1], un prolongement par continuité montre

que la formule est encore valable. a
Posons
(4-3) ag = ao(z,y) =1 — & (u)/logy.

Lemme 4.2. Soient 3, ¢, d, K, des nombres réels positifs tels que 5+ § < 3/5, et F € £.(5, ¢, 9).
On suppose la condition (1-10) satisfaite. Sous la condition (Hg), nous avons

22T (o5 y) < z0x(u)Vu(logy)”™.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de (4-1) et de la formule (3-25) de [20] i.e.

e U (— ¢, (u
or(u) < Q\/(a ) O

Lemme 4.3. Soient 3, ¢, 4, x, des nombres réels positifs tels que 3+ < 3/5, et f € H(k;53,¢,9).
Nous avons, uniformément pour (z,y) € (Hg), T := Lg45/2(y),

20, (u)
Ls(y)

M(z+x/T; fy) — M(z; fy) <
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Démonstration. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que y est assez grand. Procédons
essentiellement comme au lemme I11.5.9.4 de [16], en observant que le Lemme 4.1 et I'estimation

0x(s) < 1/s" (s = =&e(u) +1i7, [7] > 1+ ugu(u))

impliquent, sous la condition (Hpg), avec la notation (4-3),
. _ 1+ u€(u
?(a0+27;y)<<{1+|7'|1 5/2}(logy)” (105;() < |7 ST).
Supposons d’abord u > B(logy)? ot B est une constante assez grande. Nous avons alors, en
posant V := Lg(y)?,

1 V
M+ o/Tif)) = M) < 3y [ a5 + i)l dr
0

r*°F (ao; y) 1-6/2
L ————22 f gy 2(10 f
NG (logy)

< tes(w)logy)Vu  zos(WV.  zon(u)

VvV eu/2 Ls(y)

Lorsque u < B(logy)”, nous utilisons (3-15) sous la forme

z(logz)r~!
Mz +z/T; f,) — M(z; fy) < %
Comme ué,;(u) < %logT sous les conditions indiquées, cela fournit bien le résultat annoncé. a

Le lemme suivant est essentiel pour la démonstration du Théoreme 1.2. Nous rappelons la
définition de vy en (1-9).

Lemme 4.4.
(i) Soient f3, ¢, 0, K, des nombres réels positifs tels que 5 + 6 < 3/5, et f € H(k, ko; B, ¢, ). Pour

‘T|>3’ 1—W<0<1, S:O’+’i7’, ClOg]\f}(10g|7-|)1/ﬁ7
on a
f(n) N'"7(log )t
4-4 =7 (0] .
(44 PO O B

(ii) Soient 6 €10,1], k € N*, ko € N*, f € H*(k, ko; ). Pour
1-6/(v;+2)<o<1, |7/>3, s=o+ir, N> |r|Csr+D/

on a

(45) 5 {0 g +0<ng(logm“°).

e ns ‘T|26/(’Uf+2)
Démonstration. Posons T := %\T| D’apres le théoreme I1.2.2 de [16], nous pouvons écrire, avec
a=1—-0+1/logN,
fln) _ 1 /“”T N
4-6 = — F —d R(N,T
(4-6) > v omi ) (w+s)=—dw+ R(N,T)

avec

N
RIN.T) <N ) hoa T

n=1
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La contribution au membre de droite des entiers n tels que |log(N/n)| > 1 est

N7~ [f(m)] _ N'7(log N)™
N

Pour estimer la contribution complémentaire, nous utilisons les relations (1-17), (1-18) et (1-19)
pour une suite majorant {|f(n)|}, et dont la série de Dirichlet appartient a €, (8, c,d) ou €% _(9).

Posant .
D(t LB+5/2(t) S1 f € j{(’{ﬂ‘io;ﬁvcvé)v
. /s 2 & f € H*(k, ko3 ),
cela fournit
(47) > f(n)] < z(logt)* Tt +¢/D(t)  (t>2,1<z<0).
t<n<t+2
Nous en déduisons que, pour tout entier m de [0, T,

|f(n)] _ (log N)rmo—t 1
2. nete S Tt )T (m+ D)D)

m/T<|log(N/n)|<(m+1)/T

Par sommation sur m, nous obtenons ainsi que, sous ’hypothese N > |7]1/2,

(log N)o  log N
T D(N))

Montrons Passertion (i). Nous évaluons l'intégrale de (4-6) en déplagant I’abscisse d’intégration
vers la gauche jusqu’a Rew =1 — o — n avec

(4-8) R(N,T) < Nl—‘f(

n = c/(log |7|)1=#)/8,

et nous appliquons le théoreme des résidus. Il s’ensuit que

1 a+1T w

N 1 NY
(4-9) ?(w—i—s)?dw:?(s)+%/ﬁff(w+s)?dw,

% a—iT
ou L est la ligne brisée joignant les points a« — T, 1 —oc —n—iT, 1 —oc —n+iT, a+iT. La
majoration classique de (k(s) dans le domaine de Vinogradov et 'hypothese (1-7) fournissent alors

Nw ‘T|1_6/2 1
4-10 TF —d Ni=° .
( ) /L (w+ s) " w K ( N + 7

Le résultat de la premiere assertion découle immédiatement de (4-6), (4-8), (4-9) et (4-10) pour les
valeurs indiquées de N.

La démonstration de l'assertion (ii) est similaire. Nous évaluons a présent I'intégrale de (4-6), en
choisissant 1 := §/(vy + 2). La borne de convexité

Cr(a+ib) <, [p|EUO—0/2 (L ca <1< b))
valable pour tout corps de nombres K et 'hypothese (1-7) fournissent alors

3'(5 +’LU) < TUf(S/(’Uf—i-Z)-I—l—t; — T1—26/('Uf+2) (w c L)

et
Nw Y 1 T1—25/(vf+2) IOgT
) /L?(w—ks)? dw < N (T25/(vf+2) + NO/(or 1)
N'=%log N
< T26/(vs+2) °

des que N > TWs+2)/9 Comme 25/(v; + 2) < 1, le résultat annoncé découle immédiatement de
(4-6), (4-8), (4-9) et (4-11). 0

Lemme 4.5. Soient 3, ¢, §, k, des nombres réels positifs tels que B+ § < 3/5, et f € H(k;5,¢,0).
Notant T := Lgs5/2(y), nous avons

1 (X0+iT

(4-12) o Sr(S;y)%sds: {1+O<1> }Af(x,y)Jro(x)

270 Jog—iT Ls(y) Lgis/3(x)

uniformément pour (x,y) dans le domaine (Gg).
De plus, si k € N* et f € H* (k;5,¢,0), la formule (4-12) est valable dans le domaine (Hg) et le
second terme d’erreur peut étre supprimé.
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Démonstration. Appliquons le Lemme 4.1 avec (54 6/2,/2) au lieu de (8, ). Nous obtenons, avec
la notation (4-3),

ag+iT xs ag+iT
@ [ et ds=(oge) [ (97 - Dlogy)etds + R

ag—iT s ag—iT
avec 5 |

(7)) . T
e T T 0i)log T _ 2u(u)
T Ls(y)
Soit V' := Lgys/2(x). Dans un premier temps, établissons que I'on peut étendre au segment

[ao — iV, ag 4+ iV] Vintégrale figurant au membre de droite de (4-13) moyennent une erreur englobée
par celle de (4-12).
Les bornes de convexité pour les fonctions (x(s) et 'hypothese (1-7) fournissent

(4-14) Fs) < |77 (ozap>1-6,T< || <V).
De plus, d’apres le lemme II1.5.8.2 de [16], nous avons

1+ u(u)

(115) (o= 1)"(g)"Galls ~ Dlogy) = 1+ 0 L

) o=anlrl=1),

Nous avons donc

— s x®
(4-16) (logy)™ [ _,  Jr(s)en((s =Dlogy)a*ds= [ _ = F(s)—~ds+E
ENUNYE T<|7I<V
avec
v
14 up(u) 220 (1 4+ uéy(u)) 0 (1)
4-17 E Qo 1A S | .
( ) <L /T T2 log y T KL To/2 < Lg(y)

Appliquant le Lemme 4.4(i) pour le choix (8 + §/2,0/2) avec
N = N, :=exp {(1/c)(log |7'|)1/(ﬁ+‘5/2)}7

nous avons en outre

s Sd
/ _ F(s) ds= Y f(n)/ (£) <
(4 ].8) Tgr‘r?éév § ngwl/c Tngl‘r‘gv n s
oo [V N1I7@0(log N, )ro+1
+0| =z . ez dr ),

ot 'on a posé T}, := max{Lg,;5/2(n°), T'}.
Lorsque (x,y) € G, nous avons u < (logy)?/ (=) d’ott

log 7] < (ulogy)”**/? < (logy) PH/D/0=5 (jr| < V)

et donc
N~ (log No) < [ (jr[ < V).

Le terme d’erreur de (4-18) est donc

o 0. (u
< o ()

< :
To/% T Lp(y)

En vertu de la formule (II-2-7) de [16], dont (3-13) est une variante, le terme général de la somme

en n de (4-18) est
AN f(n)
< (ﬁ) 1+ T, |log(w/n)|
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Désignons par S la contribution des entiers n tels que |log(z/n)| < Lgs/2(n°)~Y/2 et par S5 la
contribution complémentaire. Comme tout entier n compté dans Sy vérifie |z — n| < x/v/V, nous
avons, grace a (4-7),
S1 < Z f(n) < z/Vi/4
lz—n|<z/VV

Par ailleurs, nous avons

3 f(n)(z/n)

S < :
’ L+ (Lpss/2(n®) + T)|log(x/n)]

n<al/©

|log(z/n)|>Lgys/2(n) /2

f(n)/n

<K x*o
Lp1s/2(n) 2+ TLyyg/9(nc) =172

ngml/c

oo [ Wk(u) +1 n n
<z <51E132 Zf(n)+ Z f) 1/4)

nlL ne
nxy y<n<zl/c ﬁ+6/2< )

< " < z0x(w)
Laissa(y)ee — Lg(y)’

ol ¢g est une constante positive convenable. Nous avons donc établi que

(log y)n/ J#(s)on((s — 1) logy)z® ds < % i JJLL);((;))’

o=
T<|7|I<V

et donc, en reportant dans (4-13),

aog+iT xs ag+iV -
[ s ds = o) [ (907G - Dlogy)e ds

(]7’L‘T Oé(]*’L'V
x 2ok (u)
+0 + .
(Vl/ 4 Lg(y) )
Déplagons ensuite P’abscisse d’intégration vers la droite jusqu’a o, := 1 + 1/logx. Les intégrales

sur les segments [y iV, 0, + iV] étant estimées grace & (4-14) et (4-15), nous obtenons

1 aog+iT

o (log y)~ /Uzﬂ‘v -
- )= ds = ~(s— 1)1 “d
270 J g —iT Flsi) s O 2 Jo v J(s)on((s —1)logy)z® ds
z 20, (u)
O .
+o( g+ 257

Etendons & présent a la droite ¢ = o, tout entiere le domaine d’intégration de l'intégrale du
membre de droite et estimons lerreur commise en appliquant (4-15), puis (4-14) (pour prendre en
compte le terme d’erreur de (4-15)), et enfin une formule version effective de la formule de Perron,
comme celle du corollaire 11.2.2.1 de [16], pour traiter le terme principal. On vérifie sans peine que
cela n’altere pas le terme résiduel.

En utilisant les deux premieres relations (3-9), le théoreme de convolution et le théoreme
d’inversion de Laplace, on voit ensuite que l'intégrale étendue coincide avec le terme principal
de (4-12). Cela établit la premiére assertion de I’énoncé.

Quand k € N* et f € 3% (k; 3, ¢, ), la fonction Jy(s) est holomorphe dans le demi-plan o > 1—4.
Nous pouvons donc écrire, sous réserve de convergence,

(logy)~ / cortieo

Ji(s)on((s —1)logy)a®ds = Ag(x,y).

27 0—ico

Compte tenu de la validité de (1-24) dans le domaine (Hpg), il ne reste donc & montrer que
I’estimation

20w (u) .
Ls(y)

o Jr(s)on((s —1)logy)z®ds <«

(4-19) (log )" / )
I7|>T



Moyennes de certaines fonctions multiplicatives sur les entiers friables, 2 21

A cette fin, nous utilisons, comme précédemment, (4-14) et (4-15). La contribution au membre de
droite de (4-19) du terme d’erreur de (4-15) est

> 14 ubs(u) (14 ufe(u)) _ won(u)

4-20 L 0 ——dr K <K .

(4-20) z /T 7192 log y T T6/2 Ls(y)
Pour estimer celle du terme principal, nous employons le Lemme 4.4(ii) avec ¢ = g et

N = N, = |7|(*s+2)/%_ Nous obtenons ainsi

e saaf () Sl

|T|=>T n>1

ott on a posé T}, := max{n®/(Vs+2) T},
Le terme résiduel de (4-21) est pleinement acceptable. Le terme général de la somme en n est

< (® o 1
n) 1+T,|log(xz/n)|

Désignons par Si la contribution des entiers n satisfaisant |z — n| < 2!79/(2%+4Y et par S5 la
contribution complémentaire. Nous avons, grace a (4:7),

ST < Z f(n) < a0/ Cvs+d (log g)ro,
|$_n|<x175/(2vf+4)

Par ailleurs, comme oy > 1 —6/(4vy + 8) dans le domaine (Hg) pour y assez grand, chaque entier
n compté dans S5 vérifie sous cette hypothese

n®T, | log(x/n)| = nt =0/ +8)pd/(2vs+)1/2 16g(2 /n)|
> pltd/(dvs+8)p1/2.

11 suit

@0

o fm) -
Sy L & Z nl+o/(4vp+8)1/2 < LB(Z‘/).

n>=1

Cette estimation étant trivialement réalisée lorsque y, et donc x, est borné, cela établit bien (4-19)
et acheve ainsi la démonstration. O
4+-3. Preuve du Théoréme 1.2

Soit T' := Lgts/2(y). La formule de Perron effective assortie a I’estimation dans les petits
intervalles du Lemme 4.3 permet aisément de montrer que 1’'on a

1 ap+iT s .
Mt = g [ gD as+o( )

uniformément pour (z,y) € (Hg). Compte tenu de la seconde assertion du Lemme 4.5, cela implique
immédiatement le résultat annoncé lorsque x € N*, f € 3% (k; 3, ¢, 9).

La premiére assertion est obtenue en observant que, sous la condition (Gg), on a

1 0r (1)
Lgysss(x) — Lg(y)’

pourvu que la constante A soit convenablement choisie.
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5. Fonctions zétas de Dedekind généralisées

Soit F' un polynome a coefficients entiers, sans facteur carré, de degré d. Notant P I’ensemble
des nombres premiers, on définit gp(p) : P — [0,d] comme le nombre de racines de F' modulo p,
comptées avec multiplicité. Dans la suite, on notera . = Lz le corps de décomposition de F', (i, sa
fonction zéta de Dedekind, et G le groupe de Galois de L/Q.

Un élément v de G permute les racines de F'; nous notons n, le nombre de points fixes de
cette permutation. Ce nombre est invariant par conjugaison, et cette action réalise G comme un
sous-groupe du groupe symétrique Sy.

L’objet de ce paragraphe consiste a établir le résultat suivant, qui complete la preuve du Théo-
reme 2.4. Etant donnée une fonction arithmétique totalement multiplicative J : N — R™, nous
posons

Trgls) = > d(er(n) (0>1), rpgi= Té” 3 d(n,).

ns
n>1 yeG

Proposition 5.1. Pour tous 8 > 0, § > 0, tels que 8+ 6 < 3/5, il existe une constante ¢ > 0 telle
que la fonction H définie dans le demi-plan o > 1 par la relation

Fra(s) = ()" H(s),

soit prolongeable en une fonction holomorphe et sans zéro dans le domaine (1-6), vérifiant les
conditions (1-7) et (1-10).

Comme Jo gp est multiplicative et comme F est sans facteur carré, le facteur eulérien associé a
p est, sauf pour un nombre fini de valeurs de p, une fonction holomorphe de s de la forme

exp {a(er (1)) /p* +0(1/p*) }.

De plus, lorsque p est borné, les facteurs locaux

Z H(QF (py))

Vs
v20 p
définissent des fonctions holomorphes pour ¢ > 0 : cela découle immédiatement du fait que
or(p”) < 1 pour tous p et v. Nous pouvons donc nous restreindre & prouver les assertions de
I’énoncé pour le produit eulérien

(5:1) eXp{ZH(QF(p))/pS}

Etant donnés un nombre premier p non ramifié dans IL et un idéal premier P de L divisant p,
considérons le groupe de décomposition D(B) de P, c’est-a-dire le sous-groupe de G constitué des
automorphismes v tels que v(8) = PB. L’application naturelle D(B) — Gal ((Z1/B)/(Z/pZ)) est
alors un isomorphisme. Notons (I3, L/Q) I'antécédent de application de Frobenius x — 2P par cet
isomorphisme. Le symbole d’Artin de p relativement & 'extension L/Q, noté (p,L/Q), est alors
défini comme ’ensemble

{(B,L/Q) : BlpZe}-

C’est une classe de conjugaison de G, qui agit sur les racines de F.
La caractérisation suivante de gop(p) est classique.

Lemme 5.2. Pour tout nombre premier p assez grand, or(p) est égal au nombre de points fixes
du symbole d’Artin (p,L/Q) agissant sur les racines de F'.
Démonstration. Observons tout d’abord que ce nombre de points fixes ne dépend pas de 1’élément
choisi dans la classe de conjugaison (p,L/Q).
Soit P un idéal premier de I’anneau Zj, des entiers L, contenant p. On sait alors que les racines de
F modulo p sont exactement les racines de F' dans Zy, /9 qui sont fixées par Gal ((Zy/B)/(Z/pZ)).
En d’autres termes, op(p) est le nombre de points fixes de application de Frobenius x +— zP
agissant sur les racines de F' dans Zy, /%P ; mais si p est non ramifié dans L/Q, cette action coincide
avec l'action de (,L/Q) sur les racines de F' dans L. Comme (3,L/Q) appartient a la classe de
conjugaison (p,L/Q), cela conclut la preuve. O
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Introduisons a présent I’ensemble X des caracteres irréductibles de G, et ’ensemble € des classes
de conjugaison de G. Un caractére étant constant sur une classe de conjugaison, Iexpression x(C')
pour (x,C) € X x C a bien un sens.

Lemme 5.3. Pour tous 8> 0, 6 > 0, tels que §+d < 3/5, il existe une constante ¢ > 0 telle que,
pour tout s de la région (1-6), il existe un nombre fini de sous-extensions L; de L, des caracteres
de Hecke 1;; non principaux de L;, et des nombres complexes k;; tels que

(52) Fra(s) = ((s)"r2Go(s HL 5, i3)"™,

ot Gy est une série de Dirichlet absolument convergente et sans zéro pour o > 1/2.
Démonstration. D’apres les formules d’orthogonalité des caractéres, on a, pour toute classe de

conjugaison C de G,
_ o]
e 2 X

XEX

En particulier,

Jor(p) = 3 AN OC] 'C' 3 X(Ox((p.L/D))

Ce@ xXE€EX

Z Z 3(n)X()x((p, L/Q)).

'yEG XEX

Reportons dans (5-1) en tenant compte de la réduction du cas général a ce cas particulier. Nous
obtenons immédiatement la formule suivante, faisant intervenir les fonctions L d’Artin

(5-3) Frg(s) = ()"0 [] L(s,x, L/Q)*4xCols),

(v,x)EGXX

ot G (s) est une série de Dirichlet absolument convergente et non nulle dans le demi-plan o > 1/2;
et ou l'astérisque indique que le produit sur les x exclut le caractére trivial. Cette identité est
valide dans toute région dans laquelle les fonctions L d’Artin y apparaissant n’ont ni zéro ni pole.

D’apres le théoréme de Brauer [2], toute fonction L d’Artin associée & un caracteére irréductible
non trivial est un produit fini de puissances entieres, positives ou négatives, de fonctions L(s, ) de
Hecke associées a des sous-extensions de LL et correspondant a des caracteres ¥ non principaux. De
plus, toute région sans zéro pour (, est également une région sans zéro pour les L(s, ). Comme
il est établi dans [7] que les fonctions zétas de Dedekind ont, aux constantes multiplicatives pres,
les mémes régions sans zéro que la fonction zéta de Riemann, nous obtenons bien la conclusion
requise. a
Remarque. On peut également utiliser la décomposition explicite, due & Deuring [3], de la fonction
1¢ en somme de caracteres induits par des caracteres monomiaux ; cela permet, en cas de nécessité,
de controler les exposants k; ;.

Nous supposons dans toute la suite que la constante ¢ est choisie de telle sorte que la formule (5-2)
soit valide dans la région (1-6). La condition (1-7) découle alors directement du lemme suivant.

Lemme 5.4. Dans la région (1-6), on a, pour tout caractére de Hecke 1) non principal,

1-8—

)
g lem(3 4 1) +00).

[ log L(s, ¥)] <

Démonstration. 1identité est immédiate pour ¢ > 1, oti 'on dispose de l'estimation 1 < L(s, ) <

(o).

Dans le demi-plan o < 1, l'existence d’une région sans zéro associée a une formule explicite telle
la formule (5-9) de [6] fourmt classiquement la majoration

" < {log(3 + |7|)}(A=A=9)/(B+9),
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En intégrant cette majoration sur le segment
[1+1/{log(3+ ||} (A=B=0/(B+0) 4 ir s],

nous obtenons bien le résultat annoncé. O

La condition (1-10) peut étre obtenue de fagon tres voisine de celle du lemme 6.3 de [4] ; grace
au Lemme 5.3, nous pouvons nous ramener au cas d’une seule fonction L. Nous nous contentons
d’indiquer les grandes lignes de la preuve.

Lemme 5.5. Soit ¢ un caractére de Hecke non principal pour I'extension IL/Q. Pour tous 8 > 0,
0 >0, tels que B+ 6 < 3/5, il existe une constante c telle que, dans la région (1-11), on ait

—1

AN _
(5-4) L(s,¥3y) = Nl;[@ (1 — V(B (NP) ) =Lsv)+ O<L5+a(y)2>'

Démonstration. Commencgons par diminuer, si nécessaire, la valeur de ¢ de facon a ce que l'on ait,
pour tous t > y = 2,

(5-5) > d(@)A(a) < t/Lprs(y)",

Na<t

ou la somme porte sur les idéaux entiers a de L dont la norme Na n’excede pas t.
Remarquons ensuite que

L'(s,1;y) Z Y(a)A(a) 1/2—
“Tis ) N oW,
L(s,yry) 2, (Na)
Dans le cas ot 0 > 1+ 6/(logy)!~#~% une sommation d’Abel utilisant (5-5) conduit &
1/(s,) b@A@ .
= -7 ~ 7 UL c
L(S,’L/J) Z (NC[)S +O(y [3+5(y) )7

Na<y

ou le terme reste peut étre remplacé par O(y(l"’)/zLﬁM(y)*?”c).

Dans le cas contraire, posons g := 1 — o + 6/(logy)!™#7° > 0 et T := Lgy5(y)°. La formule de
Perron effective permet d’écrire

2w L
Na<y oo—1T

V(@A) _ =1 (T L (st w, )y oyt (logy) O
DTt B e e R ] e vt

Déplacons I'abscisse d’intégration jusqu'a oy := —1/(logy)'~#~°. Quitte & diminuer encore
la valeur de ¢, la région d’intégration reste incluse dans la région sans zéro de la fonction
L. En particulier, la seule singularité de l'intégrande traversée est w = 0, qui contribue pour
_LI<57 ’(/}>/L(Sa 1/1)

D’apres le Lemme 5.4, la contribution des parties horizontales est

y' 7 (logy)' P

<
LB+5(?J)3

alors que celle du segment déplacé vaut

—1 (7T D (s 4w, )y
— A LAY 1 log y.
270 Sy Lo+, gw O SYTO8Y

Nous obtenons donc

L(s,viy)  L(s,0) _ y'~"(logy)=F*°

L(s,v5y)  L(s,%) Lays(y)?

En intégrant cette majoration sur la demi-droite [s, +00 + 7], il suit

L(s, %5) = L<s,w>{1 +o(“°gy)ﬁ”)}.

Lgys(y)3=©

La relation (5-4) en découle immédiatement, quitte & imposer ¢ < 1. O
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