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1. Introduction

1-1. Historique et motivation

Soit ¢ la fonction indicatrice d’Euler. Le premier exemple historique de loi de
répartition limite pour une fonction arithmétique est di a Schoenberg, qui, en
1928 [6], établit la formule

(1-1) % S 1=GH)+ Ryt (0<t<)
n<N
p(n)/n<t
ou Ry (t) tend simplement vers 0 lorsque N — oo et G est une fonction continue
sur [0, 1] vérifiant G(0) =0, G(1) = 1.

Il est remarquable que, pres de quatre-vingts ans plus tard, ce probleme recele
encore bien des questions ouvertes. Ainsi, alors qu’Erdds a remarqué dans [5]
que Ry := supgg<q [Rn(t)] > 1/log N, on conjecture que cette valeur est
effectivement admissible. Dans cette direction, le meilleur résultat connu, du a
Elliott ([3], th. 5.6), fournit seulement la majoration

logy N

R o227t |
N < logs N log N

Ici et dans la suite, nous notons log,, la k-ieme itérée de la fonction logarithme.



2 G. TENENBAUM & V. TOULMONDE

L’étude du comportement local de la loi limite G est également inachevée.
Schoenberg a établi dans [7] que G est strictement croissante sur [0, 1] et Erdés [4]
a montré que la mesure dG est purement singuliére, ce qui implique en particulier
que G'(t) = 0 pour presque tout ¢. Enfin, Erdés [5] a prouvé en 1974 la majoration

(1-2) s {G(D) - Gt~ )} < m (0<e<1)

et son optimalité sous la forme indiquée. Diamond & Rhoads [1] ont obtenu en
1984 une nouvelle preuve de cette estimation par des techniques spécifiques de la
théorie des fonctions a valeur moyenne bornée.

Dans son récent travail de these [9], dont les résultats principaux font ’objet des
publications [10] et [11], le second auteur affine la majoration (1-2) en établissant,
d’une part, que le maximum du membre de gauche est essentiellement atteint
lorsque ¢ est un nombre rationnel de la forme ¢(n)/n & petit dénominateur et,
d’autre part, que les « grandesy valeurs de G(t) — G(t — et) peuvent étre décrites
simplement en fonction du comportement de G au voisinage de 1. Plus précisément,
posant

K@t):= > 1/n  (0<t<1),

@(n)/n=t
Ale) = {gp(n)/n:lénée‘l/s} 0<e<1),
L(l‘) — e\/logaclogzzc (CL‘ > 3)7

il établit [9] que 'on a, uniformément pour 0 < e < 1/3 et t € A(e),

G(t) -Gt —et) = K(t){G(1) - G(1—¢)} + O (L<1/€)—1/5) ’
G(t+et) — G(t) < L(1/e)~'/?,

Ainsi, le comportement de G autour de ¢ = 1 est représentatif du cas général des
irrégularités locales. Cela a motivé 1’étude au voisinage de 1 développée dans [9]
par des méthodes d’équations fonctionnelles.

En introduisant des méthodes d’analyse complexe, nous nous proposons ici de
préciser (voir notamment le Théoreme 1.2 infra) les résultats obtenus dans [9] sur
cet aspect de la question.

1-2. Notations

Nous posons

(log z)3/° ) 33,

(logy )/

désignons par 7(z) la fonction de comptage des nombres premiers, et par

L(z) = exp (

(1-3) li(z) = /j 1% (x> 2)
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le logarithme intégral. Ainsi, en vertu du théoréme des nombres premiers, il existe
une constante ¢ > 0 telle que

(1-4) R(z) :=n(z) —li(z) < x/L(x)° (x = 3).

Lorsque l'argument est complexe, la notation log désigne la détermination
principale de la fonction logarithme. Pour s € C, nous définissons implicitement
les nombres réels o et 7 par s := o + 7.

Enfin, nous posons

(1-5) Xo(s) == exp{ -7+ /01/0 1o dt} (s € C),

tlogt

ou v désigne la constante d’Euler.

1-3. Résultats

Nous obtenons d’une part une approximation réguliere, d’autre part un dévelop-
pement asymptotique de G(t) au voisinage de t = 1.

Théoreme 1.1. II existe une constante ¢; > 0 telle que 'on ait, uniformément
pour 3 < 1/h <T < L(1/h) /h,

. 1 [UhHT . ds 1
1-6 1-— 1—h)=— M(s)e —+0( — ).
(1:6) (1-h)= o /wn ols)e (ﬁ)

Théoréme 1.2. Il existe une constante ca > 0 et une suite réelle {g, }n>1 telles
que l'on ait, uniformément pour N > 1 et o > 3,

17 1-Gl-1/o)= Y (logT)n +0 <(1o|gi—|)fv + L(i)52> '

1<n<N

De plus, nous avons

(18) g = {1 +0 (1) } (1) n—3)  (n>3)

n

et
(1-9) gi=e¢ "7, go=0, g3= —%ﬂe_”.

Notre méthode consiste essentiellement a exploiter, lorsque w > 0, la formule
d’inversion

o+ioc0
1 ws 45

(1-10) /Ow {1-Ge™} dt=— A(s)e = (0 >0),

2im o—100
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(1-11) As) =] (1 + (11/”)81> (s €C)

est la valeur moyenne de (¢(n)/n)®, i.e

1 s

(1-12) Als) = lim — Z;{W(N)/n} (s€C).
Nous choisissons ’abscisse d’intégration dans (1-10) de maniére essentiellement
optimale. Nous approchons ensuite, grace au théoréeme des nombres premiers, le
produit infini A(s) par I’expression Ao(s), définie en (1-5).

La formule (1-12) est classique. Elle découle, par exemple, du résultat établi
dans les Notes sur le paragraphe 1.3.8 de [8] pour le choix f(n) = (p(n)/n)°
puisque, notant p la fonction de Mobius et posant g := f % p, on a alors

gp)=(1—-1/p)* —1 < |s|/pet g(p¥)=0siv>1.

2. Estimation intégrale de A(s)
Nous donnons ici une approximation réguliere d’intérét indépendant pour la
transformée de Laplace-Stieltjes A(s) de la mesure dG.

Lemme 2.1. Il existe une constante ¢ > 0 telle que 'on ait, uniformément pour
o>3etl|s| <ol(o),

(2:1) A(s) = Xo(s) + O (UL?U)C) .

Démonstration. Mettons (1—1/p) en facteur dans le terme général du produit infini
(1-11) lorsque p < 0. Nous obtenons, grace a la formule de Mertens,

e~ Y+Hi(s)+Hza(s)

22) s =][(1- %)eHl(SHHz(S) = {1 +O(L(2)C>} log o

p<o

avec

Zlog(l—i— Up) )

p<o

Zlog<1+ Up) )

p>0o

ol, comme il a été précisé plus haut, les logarithmes sont pris en détermination
principale.

Estimons Hj(s). La contribution des nombres premiers p n’excédant pas /o est
trivialement

NG
<y C T «e VIR

p<Vo
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Lorsque /o < p < 0, |s| < 02, on peut écrire

(1 - %)H - e—S/P{l +O(% + g)}

11 suit

—s/p
me) =Y o)

p<o

ou le terme d’erreur a été estimé par sommation d’Abel & 'aide du théoreme
des nombres premiers. Le terme principal releve d’un traitement semblable. Nous
obtenons, avec la notation (1-4),

Z e s/p /‘7 e /7 dg N /U e */* dR(x)
D 5 xlogx 9 T

p<o
1/2 —stdt
e ()
1/0 tlogt ol(o)°

et donc, dans les conditions de I’énoncé,

Ve g=st q¢ |5
2- H = —
(2:3) 1(5) /1/0 tlogt +O<0L(0)C>

puisque la contribution au terme principal de lintervalle 1/e < ¢t < 1/2 est
trivialement < e=7/3,
Estimons & présent Hs(s). Nous avons

) = S {0 (5) ) = 0 0 ()

p>0o p>o p
o gms/T |s| 1o _e=st |s|
= —d O = ——dt+ 0 .
/, zlogx v <a£(o)c) /0 tlogt * (UL(U)C>

Compte tenu de (2-3), il suit donc

H()+H<>—/1/e1_e_8tdt+l oL
118 2A8) = o tlogt 829 ol(o)e )"’

En reportant dans (2-2), nous obtenons bien la formule annoncée (2-1). O
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3. Démonstration du Théoréme 1.1
3-1. Dérivées de \g(s)

La preuve du Théoreme 1.1 nécessite certaines estimations préalables relatives a
la régularité de la fonction entiére \g.

Lemme 3.1. Il existe une constante ¢ > 0 telle que \g soit bornée dans le domaine
o >3, |s| <ol(o), et y satisfasse

1

1
(31) /\6(8) < g
Démonstration. Comme |{p(n)/n}*| <1 pour o > 0, il résulte de (1-12) que
(32) A< (0 >0)

Cela implique immédiatement, au vu de (2-1), que Ag(s) < 1 dans les conditions
de I’énoncé.
Pour montrer (3-1), nous introduisons la dérivée logarithmique

A6(8) Ve g=stqt 1 —e /e Ve 1 _g=st
~ o(s) _/0 logt s +/0 st(logt)?
On établit de maniere analogue que

Ve e=stqr 1
/ e J—
v(s) 7/0 logt <z

P(s): dt < %

Compte tenu des identités

Ao(s) = Xo(8)(s),  Ag(s) = Ao()¥(s) + Ao(s)¥'(s),

et de la premiére partie de la démonstration, nous obtenons bien le résultat annoncé.
(]
3-2. Complétion de l’argument

Posons
g(w) == /0 {1-Ge™} dt (w>0).

D’apres (1-10) et (3-2), nous avons pour tous o > 0, T > 1,

(33) mm-i/m3®wg+0@)

2w o—iT

Sous les conditions wo < 1,0 < T < %05(0)07 nous déduisons donc du Lemme 2.1
que

(3-4) g(w) = Go(w) + O (% + UIE%UT))
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ou l'on a posé
1 o+iT dS
Go(w) i= — Mo(s)e?® —-
o(w) =5 T o(s)e™
La fonction Gy est indéfiniment dérivable et, toujours sous les hypotheses précé-
dentes, vérifie

o+iT
Gl (w) 1/ No(s)ews 25

~ 2in

o—iT §
1 0’+iT
Gi(w) = — Ao(s)e? ds
(3-5) 2T Jo—iT
Xo(s)ews — Ny(s)ews17HT  potiT yi(g)ews
= - - ) + ,72(15
2miw 2miw? | i o_iT = 2iTw
1 1
K—"F—F+ -5 < —,

ol nous avons fait appel aux estimations (3-1).
Il découle de (3-4) et (3-5) que, pour 0 < v <
nOUS avons

%w, cw=<10<T< %O’L(U)C,

glw+v) — g(w) , v 1 logT
=G O|—+—+——.
v o(w) + w + Tv + ovl(o)¢
La méme formule vaut clairement pour {g(w) — g(w — v)}/v. Or, Pencadrement

o ) o) ot v) o)

0 0
’ ” (w>0,v>0)

résulte immédiatement de la croissance de la fonction ¢ +— 1 — G(e™!). Pour
0<h< %, choisissons alors

o:=1/h, w:=log{l/(1 —h)} <h, vi=y/w/T =< +/h/T.

Nous déduisons immédiatement de ce qui précede que, lorsque, par exemple,
c<T<K %O’L(U)C/Z

1= G(1—h) = Gh(w) +o(¢%).

Comme w = h + O(h?), 'estimation (3-5) pour G{ fournit
Gy(w) = Gy(h) + O(h).

Cela implique bien l'estimation souhaitée (1-6). O
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4. Démonstration du Théoréme 1.2

4-1. Lemmes relatifs a la fonction I d’Euler
Posons, pour j € N,

(a1) re= (1) o,

de sorte que

2

(4-2) Po=1, Ii=n, F2:’Y2*%‘
Nous introduisons également la suite d’intégrales
1 [T es(log s)i d
(4-3) H(T) = — ’(logs)’ds . N T3> 0).

2171' 1—4iT S

Lemme 4.1. On a, uniformément pour T >2 et 0 < j <7,

ng+wy>.

(1.4 1= (-136(1) + 0 (L5

Démonstration. La formule classique de Hankel pour 1/T" (voir par exemple [8],
th.11.5.2) fournit immédiatement

(4:5) n<v{/@®wym
H

S

ou H est un contour de Hankel quelconque entourant I'origine dans le sens positif
et contenu dans C ~\. R™. Choisissons H comme la concaténation du segment
[1 —4T,1 +iT], du demi-cercle épointé {1 — Te™ : 0 < || < 7/2} et des deux
demi-droites de support | — 0o, 1 — T| parcourues avec arguments respectifs —r+
et m—.

La contribution du segment vertical constitue le terme principal de (4-4).

Sur la partie circulaire, on a

logs =logT — i+ O(1/T).
La contribution correspondante est donc

o [m/? log T + )
< (log T + 7T)J/ e Teos? 4y <« M-
—m/2

Enfin, la contribution des demi-droites horizontales est

< / e Y (log y)J?‘y < Te T(logT)?,
T
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au vu de la décroissance de y — ye~Y(logy)? pour y > j. O

Lemme 4.2. On a

jlogyj  j O(ﬂog2j)} (j > 3).

logj  logj (log j)?
Démonstration. En choisissant pour H la réunion des deux demi-droites | — oo, —1|
parcourues avec arguments respectifs —m+ et m— et du cercle unité privé du
point z = —1, la formule de Hankel pour 1/I'(z) fournit immédiatement, par

développement au voisinage de 1’origine et application de ’équation fonctionnelle
T(z+1) =z2I'(z),

(46) 0| <exp {ijlogyj -

(~1y~!

4. ;1=
( 7) j—1 7_[_]

/1 T e oy sin{id@) dy vy (G2 1)

ou l'on a posé

—1) [T . .
rj = (2 ; / 975 cos(9 + sind + jn/2) d < w7 /52,
7r

o(y) := /7?2 + (logy)?, Y(y):= arctan (n/logy).

La méthode du col peut étre employée pour déduire de (4-7) une formule asympto-
tique, voir par exemple [2], partie IX, probleme 18. Pour la commodité du lecteur,
nous fournissons une preuve courte et autonome de la majoration nécessaire a la
démonstration du Théoreme 1.2.
Nous évaluons le majorant suivant de l'intégrale de (4-7)
1 [ .
(4-8) Iiy=— [ eYolyydy (j=1).
] J1
Désignons par y; I'unique solution sur [1, co[ de I'équation jo'(y) = o(y), soit encore
2
s
o (14 7)<
ORI Togy
On montre facilement que
J Jlogy j Jj(logy j)2 .
Y=t +0< . (j — 00)
7 logj  (logj)? (log j)? ’

et les techniques standard de ’analyse asymptotique fournissent, pour j assez
grand, la représentation sous forme de série convergente

.~ Pr(logy g
?/,12327( 2J)

\k
=1 (log))

ou P est un polynoéme de degré au plus k£ — 1.
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Posons alors F(y) := —y + jlog o(y). Un calcul de routine fournit, pour z > —1,

2(log y;) log(1 + 2z) + {log(1 + z)}2>

J

< Fly;) — y;H,(2)

avec H;(z) = z — log(1 + 2){1 + log(1l + 2)/(2logy;)}. On en déduit que la

contribution & l'intégrale de (4-8) du domaine |z| > y7 2" est

< eF(yj)fcy;/s ,

oll ¢ est une constante strictement positive convenable. La contribution complé-
mentaire peut étre évaluée en effectuant un développement limité de F(y; + zy;)
a 'origine. Nous obtenons ainsi

1"* \/ieF(yj)
Ly

Jlogoj — j O(jlog2j>}.

r— '1 .—
exp {108, logj  logj (log /)2

Lemme 4.3. Pour j € N, nous avons

*l)mjﬂ +0 ({log(j +2)}).

(4-9) rO1) = (=1)7j! Y ml(m + 1)i+t

m>=0

Démonstration. Par dérivation sous le signe d’intégration de la formule intégrale
pour I', nous obtenons

(4-10) 1) = / b e t(logt)’ dt.
0

Nous scindons I'intégrale en deux selon la taille de ¢ par rapport a 1. La contribution
des valeurs de ¢ > 1 est absorbée par le terme d’erreur de (4-9), en vertu de la
majoration

(4-11) t?e t(logt)? < {log(j +2)} (t=1).

La contribution de I'intervalle [0, 1] est calculée en développant e~ en série enticre
de t et en intervertissant sommation et intégration. On conclut en notant que

! m J _ (71){7'
(4-12) /0 t" (logt) dtfm-
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4-2. Développement asymptotique de log A (s)

Posons, pour n € N*,

~T(1)
o n

(413) o = -+ o(5)}

ol la formule asymptotique résulte de (4-9). On a en particulier
2
2

™
(4-14) M= 2= e

Lemme 4.4. Nous avons

Vel —et Y ]
415 S dt=-1 " 10 :
(15 /0 tlogt st D (logs)" (IlogSIN)

uniformément sous les conditions
o>=3, logl|s|]<logo, 1< N < (logls])/(3logs|s|)-

Démonstration. Soit I(s) la quantité a évaluer. Une intégration par parties permet
d’écrire
1/e
I(s) = f/ se ' log,(1/t) dt.
0
Effectuons le changement de variable v = ts et notons que, pour v €]0, s/e], les

nombres log s et 1 — (logv)/log s appartiennent au demi-plan {z € C: Rez > 0}.

On a donc

1
log,(s/v) = log (1 - %) + log, s,

ou les logarithmes itérés sont définis par composition de la détermination principale.

Comme
/OS/e e “du=1+0 (e*"/c) ,

nous obtenons

(4-16) I(s) = —logy s+ J(s)+ O (e_"/e log, 0')

s/e 1
J(s) := —/ e Vlog (1 - 0gv> dv.
0 log s

avec
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Pour évaluer J(s), nous commengons par remplacer le segment oblique d’intégration
par Uintervalle réel [0, |s|/e]. L’erreur impliquée coincide, d’apres le théoréme des
résidus, avec la quantité

1
K(s) ::—/efvlog (1— ogv) dv
e log s

ot1 € est 'arc de cercle {|s[e®?~1: 0 < ¥ < arg(s)}. On a Rev > Re s/e = o /e pour
v € C. On en déduit aisément que

K(s) < e 7/¢log, |s| < e=7/®log, 0.

Il suit, par exemple,

Is|/e 1
J(s) = —/ e "log (1 _o8v
0 log s

La contribution du segment 0 < v < e/|s| & la derniere intégrale est

o/ls| ] 1
[ s (2 | Yo <
0 log s E

Lorsque e/|s| < v < |s]/e, on a |logv| < |log s| — 1, et nous pouvons écrire

n N+1
log(llogv> Z (logv) +O((logv) log2|s|).

log s SN n(log s)™ | log s|NV+1

> dv+0(e™7/?).

Intégrons cette formule pour e/|s| < v < |s|/e aprés multiplication par e”¥. Nous
obtenons, compte tenu de ce qui précede,

n N 1 10 2|8 1
(417 U= 3 {(logs)n+an<s>}+o(W+m),

1<n<N

avec

(o}

e/ls|
en(8) <</ (logv)”dv—i—/ eV (logv)" dv
0 |s|/e

o 27!
< / e Uy du < < ’YN+§V+1 (1<n<N),
log(|s/e) s|  (log|s])

o nous avons utilisé la condition N < (log |s])/(31og, |s|). Ainsi la contribution
globale des €,(s) au membre de gauche de (4-17) peut étre englobée par le terme
résiduel. Comme cette quantité est < |yx|/|log s|™Y, nous obtenons bien la formule
annoncée. O
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4-3. Développement asymptotique de \y(s)

Posons

1
(418) ap =1, = § ﬁ E Vi1 Vo = " Vk; (m = 1)
1<jsm k121,..., k; >1
k1+...+k‘]‘:m

Lemme 4.5. On a
%ﬁq_nwm_nq1+l+o(_)} (m > 1).
m
Démonstration. Posons, pour j > 1, m > 1,

Sim):= > (k=D (k- 1),

k121,..,k;j>1
ki4...+kj=m

de sorte que

Sj(m) = Z (r =S4 (m —r).

1I<r<m—j+1
On en déduit aisément par récurrence sur j que

(4-19) Sj(m) <3 (m —j)!

D’apres (4-13), on a |y;| < A(k — 1)! pour une constante positive convenable A.
Reportant dans (4-18) en tenant compte de (4:19), nous pouvons écrire, pour m > 2,

3A) (m — j)!
U =Y A NYm-1+O0 | D I merl+ Y M

]
2<k<m—2 3<i<m J:
¥ 1
=(=1)™ —_ 1) _r il
(=1)™(m n{1+ml+oQﬁ>}

Définissons a présent une nouvelle suite par
(4-20) Ani=e Tap_1 (n>=1).

11 résulte notamment de (4-14) et (4-18) que

2
(421) >\1 = 6_77 )\2 = _/76_77 )\3 = e_’y <7lr_2 + 72) )
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alors que 'on déduit immédiatement du Lemme 4.5 que
— n—1 Y 1
(4-22) An=e7(=1)"""(n—2)! 1+E+O 2 (n>2).

L1
» 10

(423) M) = (1022)71 + O((lo;JZ)N )

1<n<N

Lemme 4.6. Il existe une constante ¢z €]0, =] telle que I'on ait

uniformément sous les conditions o > 3, |s| < oL ()2, 1 < N < (log|s|)t <.

Démonstration. Choisissons ¢z := min(c, 15) olt ¢ est la constante du Lemme 2.1

et posons b := [1/co] + 1. Nous pouvons écrire, grace a (4-15),
e Tk VbN

(4-24) Xo(s) = exp +0 < )
log s léng (log s)F (log s)bN

Définissant la suite {a,n}20_ par la formule

e men{ ¥ wtl-Yawsm  Geo)

1<n<bN m>0

et tenant compte du fait que Ag(s) est bornée dans le domaine |s| < 0£(0)2, nous
obtenons

_ OmN TN
125 No(s) = e —+0<7>.
(429) o) =<7 2, Tiogsprr O \Tiog o
On a amy = ap, si m < bN. De plus, comme

FN(Z)<<eXp{ 3 <;ﬁ;k}<<1

1<k<bN

lorsque |z| = 1/(bN), la formule de Cauchy implique
amy < (BN)™ (m = 0).
En reportant dans (4-25), nous obtenons

= 3 g o({i)l)

1<n<bN

Le terme d’erreur est < 1/(logs)" en vertu du choix de b. De plus, au vu de
(4-22), la contribution au terme principal des sommants d’indices n > N est

< An/(log s)V. Cela implique bien I’estimation annoncée (4-23). O
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4-4. Développement asymptotique del — G(1 —1/0)

Posons, avec la notation (4-1),
-1
(4-26) gm= Y (m , )Fj/\mj (m > 1),
ojem-1 > 7

et notons que les valeurs données en (1-9) résultent bien de (4-21). Nous com-
mencons par établir 'assertion du Théoreme 1.2 relative au comportement asymp-
totique de gp,.

Lemme 4.7. On a
(4:27) G = {1 +0 (%) } (=D m—3)  (m>3).

Démonstration. Reportons 'estimation (4-22) dans (4-26) lorsque 0 < j < m — 2
et estimons le terme d’indice j = m — 1 par (4-6). Nous obtenons

(4-28) V(=)™ g _ ) (=1)’T; {1+ g }+Rm

— 1) — 7 — 1l —q—
(m—1)! o<iTs (m—j—1)j! m—j—1
avec o | . .
; elogm\m-
Rp < > - ] 3+< 8 ) < —5-
: jliim—j5-1) m m
0<jsm—2

La contribution au membre de droite de (4-28) des termes dont I'indice j vérifie
m/2 < j < m—2 est, d’apres (4-6),

T (logm)™ 1
< Y = Tl <

m/2<j<m—2

Lorsque 0 < j < m/2, nous reportons dans (4-28) le développement uniforme

1 1 g+ (+1)2
m—j—l_m+ m? +O< m3 '
11 suit
(=1)" g, (1 v Vin 1
(4-29) m-1 ~ \m + 3 Un + 2 +0 3 )

ou l'on a posé

Uy = Z L)JT\]" V,, = Z w

|
0j<m/2 0<jsm/2 J
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Ainsi, U,, est la somme partielle du développement en série de Taylor de 1/T'(1+x)
en x = —1. La série obtenue en étendant la sommation jusqu’a 'infini est donc nulle.
11 s’ensuit, d’apres (4-6), que

(logm)™ 1
Up € —FH— <K —-
STy S e
Semblablement, observons que V,, est la somme partielle du développement de
Taylor de (—1/T")'(1 4+ ) en x = —1. Il suit

(logm)™ 1
v, = 1+o( w >_ 1+o<m>.

En reportant dans (4-29), cela fournit bien (4-27). O

Nous sommes a présent en mesure de compléter la démonstration du Théo-
reme 1.2.

Observons d’emblée qu’il est suffisant d’établir le développement asympto-
tique (1-7) pour N < Ny := a(logo)3/5/(log, 0)%/° olt a est une constante ar-
bitrairement petite. En effet, si N > Ny, on a

9n |gN| 1
> - < N+L(U)a/g,

N TN (logo) (log o)

ainsi qu’on peut I’établir en comparant N & (log 0)4/5 et 2logo et en utilisant
Pestimation |g,| < (n/e)™ lorsque n < 2logo.

Nous supposons donc dans toute la suite que N < Np.

Appliquons le Théoréme 1.1 avec h := 1/0 et T := o(logo)>", ce qui est licite
sous réserve de choisir la constante a assez petite. Nous obtenons

1-G(1 - 1/0) = — /:HT A0(5)65/”% +0 <(%)

2 |, i logo)

oL e8/7 dg 0 1 \ ol es/o (s
Z m/, o s(logs) + (log o)V + SN/,

1<n<3N —ir s(logs)>N

ol nous avons appliqué le Lemme 4.6 & Uordre 3N. D’apres (4-22) et (4:27), le

dernier terme d’erreur est

Asn gN
(log o)1 < {log o)™

Il suit

(4-30) 1-G(1—1/0)= 3 AuHal +O<(7N)

1<n<3N lOg J)
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ou l'on a posé
1 14Ty w q
(4-31) Hy(0) = — L
2im )i 7, w(logow)™
pour Tj := (log )3V
Pour 1 < n < 3N, appliquons la formule de Taylor-Lagrange

T Y G

0<j<3N—n

+ n<3N B 1> (—x)3N—n /01 w dt

n (1 + tz)n

pour z := (logw)/(log o), et reportons dans (4-31). La contribution du reste intégral
est estimée par interversion des intégrales en w et ¢. Elle vaut

<3N—1) (—1)3N-np /1 (1= 1N gy / T (log w)*N et dw
0 1

n 2mi(log o)3N—n _ir, w(logo 4+ tlogw)n

Une intégration par parties permet d’estimer I'intégrale en w. Nous obtenons qu’elle

est
(3N —n+ 1)!

(log o)
uniformément en ¢. Nous avons ainsi établi que la contribution & H, (o) du reste
de Taylor-Lagrange est

<

(3N)!

S = 1)loga BN

Nous en déduisons que

Ho)— Y AL :}cj(T1)+O< i )

0<i ST (n — 1)l (log o) ta (n —1)!(log o)3N

ou H; est défini en (4-3). Appliquons (4-4) avec T'=T; pour 0 < j < n — 1. Nous
pouvons majorer la contribution du terme d’erreur de (4-4) par

(n+j—1)!(2logTy)? (3N)! 1
2 - Dosey T < Ta-TF,_ 2T
(3N)!

(n —1)!(logo)3N"’

1<j<3N—n

<

ou nous avons utilisé I'inégalité 21log T < logo. Cela fournit

Hy(0) = O@%_n (n— D)1ji(log oyt T ¢ ( (n —1)!(log 0)3N>'
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Nous reportons dans (4-30). II suit

(432)  GU)-GA-1/o)= Y o +O<(log0)3N+

G )

(log o)™ (logo)™

1<n<3N

Or, compte tenu des estimations (4-27), nous avons, pour N < Ny,

s ol GV

N2y (logo)™ = (logo)3N ~ (logo)N

Cela acheéve la démonstration.
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