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Sur un probléme d’Erdés et Alladi

Gérald Tenenbaum

1. Introduction
Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier générique n,
avec la convention P(1) = 1. L'ensemble

S(z,y) :={n < z:P(n) <y}

fait I'objet d’'une abondante littérature et a suscité ces derniéres années un im-
portant regain d’intérét. Nous renvoyons le lecteur a [2,3,5-7,9,10] pour une liste
plus compléte de références bibliographiques et nous nous contentons de men-
tionner ici deux résultats concernant la fonction de compte

¥(z,y) = |S(z,y)|. Dans tout l'article nous employons systématiquement la
notation
log z
= . > 2 .
“ logy (@2y=22)

(a) La formule asymptotique de Hildebrand [6]
log(u + 1)
valable uniformément, pour chaque ¢ > 0, dans le domaine

(H.) z >3, exp{(log, r)%”} <y<uz.
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Ici et dans la suite, log, désigne la k-iéme itérée de la fonction logarithme, et
p(u) désigne la fonction de Dickman, solution continue pour u > 0 et dérivable
pour u > 1 du probléme différentiel aux différences
p(u) =0 (—oo<u<0)
plu)=1 (0<u<l)
up'(u) +plu—1)=0 (1 <u<+o0)

(b) L'évaluation de Hildebrand et l'auteur [9]
_zay) 1 logy
1.2 U(z, 14+00= + =221
(12) (00) = s {14 05 + =)

valable pour z > y > 2, avec les notations

o) o= TIA =), da(sv0) = g log (o,

p<y
et ou a = a(z,y) désigne I'unique solution de I'équation

—%(a,y)zzplfgp = log z.

<y

(1.3)

On peut considérer que ¥(z,y) est relativement bien connu. Toute améliora-
tion significative du domaine de validité (H.) pour (1.1) est équivalente a une
extension de la région sans zéro de Vinogradov pour la fonction zéta de Riemann
¢(s) [5]. Par ailleurs, Saias [10] a fourni dans le méme domaine (H.) une for-
mule considérablement plus précise. L'estimation (1.2), malgré son apparence
inexplicite, permet une étude spécifique du comportement local de U(z,y) et
fournit, entre autres, une nouvelle preuve de (1.1) — cf. [9, 11].

Le probléme d’Erdés et Alladi qui nous intéresse ici consiste & évaluer la

quantité
M(z,y):= Y, pn)
n€S(z,y)

(o1 p désigne la fonction de Mobius) et en particulier a trouver une majoration
non triviale pour le rapport |M(z,y)|/¥(z,y). Erdoés a conjecturé que cette
expression tend vers 0, uniformément en y, lorsque  — oo. Alladi [1] et
Hildebrand [4, 7] ont démontré cette conjecture sous la forme quantitative

(14) M(z,y) < Uz,y)/logz  (z2y>2).
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Plus précisément, Alladi [1] a d’abord établi (1.4) dans le domaine
(1.5) exp{(logz)§+5} <y<z

puis a annoncé la persistance du résultat dans le domaine (H.). La démonstra-
tion de ce dernier point n’a pas été publiée. Dans [7], Hildebrand a obtenu la

majoration

(1.6) M(z,y) < ¥(z,y) exp{—(logy)? ~}

pour chaque ¢ > 0, uniformément dans le domaine
>3, 2<y< eXp{(logm)Tll}.

Puisqu’il découle du théoréme des nombres premiers et de la formule d’in-
version de Mobius que M(z,y) = 0 dés que z est assez grand et y < 3 log z, les
évaluations de Alladi et Hildebrand impliquent bien (1.4).

Notre premier résultat est une estimation qui contient strictement les
précédentes. Nous posons

L.(y) := exp{(logy)%_f}, Yo = exp{(logy)%_f} (y>2)

et

H(u):= exp{m} (u > 0).

Dans tout l'article ¢y, ¢y, - - désignent des constantes absolues positives.

THEOREME 1. — Soit ¢ > 0. On a uniformément pour x > y > 2

H(u)=¢

logy * Y;l}.

(1.7) M(z,y) < ‘I’(m,y){

Lorsque u n’est pas trop grand, on peut approcher M (z,y) par une fonction
a variations réguliéres. Désignons par w(u) la fonction de Buchstab, solution
continue pour v > 1 et dérivable pour v > 2 du probléme différentiel aux

différences
w(u) =0 (—oo<u <)

uw(u) =1 (1<u<?2)
(w(v)) =wlu—-1) (2<u<+o00).
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Posons encore

M(z) = 3" u(n)

n<z

et
+oo
Az, y) = x/o w(u—v)M(y*)y "do.

Alladi a montré dans [1] que I'on a uniformément pour z > y > 2
(1.8) M(z,y) = A(z,y) + O(mu2L€(y)_l).

Cette évaluation est utile dans le domaine (1.5), ou le terme d’erreur est
o(¥(z,y)). En restreignant davantage l'intervalle de variation de y, on peut
obtenir une formule asymptotique pour le terme principal A(z,y). Alladi a ainsi
prouvé [1] que I'on a

2

zw'(u) T T\ -1 U
1.9 A = 0 L.(= STl
(1.9) (z,9) log2y e (logzy (yz) + (logy)3>

uniformément pour 2 < y < ./z, et

T

(1.10) A(e,y) = @ /0 My — = &,{Houe(%)‘l)} +0(k,g%)

uniformément pour /z <y < z. Ces formules, utiles dans un domaine du type
(1.11) Icllogz z/log, <y<u,

sont prouvées dans [1] par une sommation d’Abel adéquate. Ainsi que le signale
Alladi, on peut itérer le procédé pour obtenir un développement asymptotique,
fini mais arbitrairement long, selon les puissances de 1/ log y. Le champ d'utilité
est ainsi étendu mais seule la valeur de la constante c¢; de (1.11) est affectée.
Nous verrons que I'on peut considérablement améliorer la dépendance en u du
terme résiduel de ce développement — et partant I'applicabilité du résultat — si
I'on dispose de I'information supplémentaire que u n'est pas trop proche d'un
entier < k + 1 par valeur supérieure. Pour quantifier ce type d’hypothése, nous

introduisons les ensembles

; ; log” =
Di(z) := {uZl: 15I1:rlgl£l+l(u_])2 > } (z22).

j<u
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L’énoncé de notre résultat fait intervenir les dérivées successives de w(u).
1l est facile de vérifier 4 partir de la définition que w est de classe C* sur
R\ {1,2,---,k + 1}. Aux points exceptionnels, w(¥) posséde des discontinuités
de premiére espéce. Nous pouvons donc prolonger w() par continuité a droite,
en une fonction définie sur R — ce qui sera supposé dorénavant.

Avec ces notations et conventions, nous obtenons I'évaluation suivante pour

A(z,y).
THEOREME 2. — Désignons par {a; : j > 1} la suite des coefficients de Taylor

a l'origine de {(s + 1){(s 4+ 1)} ™. Pour tous ¢ > 0, 0 < § < 37?2, et chaque entier
k>0,ona

w(u H(u
sy ™ U e 2 0w ),

=1

uniformément sous les conditions
(Ge) >3, exp{(loga)®™*} <y<a,

et

u € Di(logy).

11 est & noter, dans ce contexte, que I'on a pour tout entier j > 1 fixé
(cf. Lemme 5 infra)

(1.13) WO (u) < plu)H(u)™,

et que cette majoration est pratiquement optimale. Les deux assertions décou-
lent de I'évaluation récente de Hildebrand [8]

(1_14) Ilflzaff IL;’((:))I — H(u)—%n2+u(l) (u - OO)

Pour compléter notre étude de la quantité M (z,y), nous donnons un résultat
qui précise la formule (1.8) de Alladi.
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THEOREME 3. — Soit ¢ > 0. On a uniformément dans le domaine (G-)

(1.15) M(z,y) = A(z,y) + O(¥(z,y) Le(y) ).

Nous terminons cette introduction par quelques commentaires méthodo-
logiques. Deux techniques sont essentiellement disponibles pour aborder un
probléme comme celui de I'évaluation de ¥(z,y) ou M(z,y) : laméthode élémen-
taire d’équation fonctionnelle et la méthode d’intégration complexe.

La premiére comporte elle-méme deux variantes, selon la nature de I'équation
fonctionnelle utilisée. On peut avoir recours a I'identité de Buchstab — cf. [1, 2]
— ou procéder, comme le fit Wirsing [13], en introduisant le coefficient pondéral
log n et en égalant les expressions obtenues par sommation d’Abel d'une part, et
par insertion de la relation de convolution logn = 3 d|n A(d) d'autre part. Cette
voie a été inaugurée par Hildebrand dans [6] et a permis I'extension du domaine
de validité (1.5) de la majoration initiale de Alladi.

La technique analytique est subordonnée a I'emploi de la méthode du col et
de ses avatars — cf. [11]. Elle a permis l'obtention des résultats (1.2) et (1.6).
Elle est encore a la base des démonstrations des théorémes 1 et 3 du présent
travail — encore que, comme on le verra, I'abscisse d'intégration ne soit pas
ici choisie exactement optimale. Nous obtenons ainsi un traitement unifié de la
somme M (z,y). Les détails sont semblables a ceux de [3] (théorémes 4 et 5), ou
il s’agissait d’étudier la répartition des entiers de S(z,y) dans les progressions
arithmétiques. En fait, I'étude de M(z,y) est analogue a celle de

> x(n)

n€S(z,y)

ou x est un charactére de Dirichlet. Le zéro de ((s)™! en s = 1 joue le role de
I'éventuel zéro de Siegel de L(s,x), mais certaines complications supplémen-
taires sont dues au fait que, contrairement a la série L, la fonction ((s)™! n'est
pas holomorphe dans la bande critique 0 < o < 1.

L'exposé oral tenu a ce Séminaire avait pour but de présenter les principaux
résultats de I'article [3] écrit en collaboration avec Fouvry. AT'heure de rédiger un
compte rendu, nous avons préféré éviter les redondances et illustrer la méthode

en développant une application nouvelle.
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2. Lemmes

Rappelons la notation ((s,y) = [],<,(1 — p~%)7! et la définition (1.3) de
a = «az,y). Des évaluations assez précises de cette quantité ont été fournies
dans [9]. Nous nous contentons de rappeler ici (cf. [9], Lemma 3) que l'on a
uniformément pour x >y > 2

St 7w Y
(2.1) —————— x4 = min(u, logy)

d’ou 'on déduit aisément que

_ log(1 +ulogu) + O(1)
logy

(2.2) a=1 :
La fonction M(z,y) a pour transformée de Mellin ((s, y)~! et nous commencons
par évaluer cette fonction sur la droite ¢ = «. Ici et dans toute la suite, les

nombres réels o et 7 sont implicitement définis par
§ =0+ 1T,

LEMME 1. — Pour z > y > 2, 0 = a(z,y), ona
exp{—c,ii} (rl £ )

PR
CuT ;<IT|SY—E)

(23) syt <
RAN e

Démonstration :
Nous pouvons manifestement supposer u et y assez grands. On a pour chaque
Py

(=51 = p ) = (1 = proys (1 — 20T lED) | ne)
p

_ —2a\2 2(1 + cos(r log p))
== (- )
1-|-cos(7'logp)}.

On en déduit
I6(s,9)¢(a,y)| 7 < em7W
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avec
W Z 1+ cos(:'logp)'
Py P
Lorsque |T|logy < 1, ona

1—01_1
W2(1+C051)Zl(;g;p>>(y > 4.

logy ot 1—a)logy

Lorsque 1/logy < |7| < Y., on peut raisonner comme au Lemma 8 de [9] ot I'on
minore »° . (1 — cos(7logp))p~*. Les calculs sont inchangés, et 'on obtient

ar?

W g

Cela implique bien (2.3).
COROLLAIRE. — Pour z > y > 2, 0 = a(z,y), on a

(2.4) ((s,9) 7 < ((a,y)H (@)™ (7] < Ye).

Cela découle immédiatement de (2.2) et (2.3).
LEMME 2. — Posons
(2.5) L:=1L;.(y), E(z,y):= L(y) temes* 4 Y7L

Pour un choix convenable de c4, on a pour chaque ¢ > 0 et uniformément pour
T2y=>2

a+1i1L S
o) M=o [ s e S 0, 0BG, 1)

21 Joi

Démonstration : Soit h(z) la fonction caractéristique de I'intervalle [1,+oco[.
Pour tous z > 0, T' > 0, on a la formule de Perron

1 a+:T o

s z
2- —— 3_ = —_—_— M
&7) 278 JoiT e )+ 0(1 + T|log z[)
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Choisissons
L (1 <u < (logy)3t=9)
Ti= ¢ Le* ((logy)¥19) <u < (logy)*T*)
Yi. (u > (logy) ™).

On déduit immédiatement de (2.7) que I'on a
il a+:T
(28) M) =g [ (s S 4 O + Ry,
T Ja—iT

avec Ry := 2%((a, y)T~%, Ry 1= U(z42T"%,y)— U(z—2aT~ z,y) Compte tenu
de I'estimation

(2.9) z%C(a,y) < ¥(z,y)min(\/ulogy, /y/logy)
qui découle du Theorem 2 de [9], on voit que
Ry < U(2,y)T™5 < ¥(z,y)E(z,y).

Pour estimer R», nous distinguons deux cas. Si u < (log y)%(l_f), on utilise
la majoration triviale
Ry < .ZT_% .

Or on déduit de (1.1) que 'on a dans ce domaine
U(z,y) > zp(u) > zu~2* > 2T~

11 suit
Ry < ‘I!(w,y)Th% L ¥Y(z,y)E(z,y).
Si u > (logy)8(1=9), nous avons recours au procédé général, décrit dans
la démonstration du théoréme 1 de [11], et qui repose sur le calcul de la
transformée de Fourier de

451) 7r{sml(t\t/\i_)} ,
soit

+oo T
w(r) = / e!*Tw(t)dt = % max(1 — -—’———\/111_,0).

—00
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On a

VT
Ry < Z log ) —/ (a4 iT, y)B(T)dT

P(")<v

<<—/ [¢(a +iT,y)|dT

<=7+, oy

((a,y) }

1
< z%(a,1 {—
(e, y) Vi
daprés le Lemma 8 de [9]. Compte tenu de (2.9), cette majoration est
L U(z,y)E(z,y).
Il nous reste a montrer que, lorsque T' # L, c'est-a-dire u > (log y)g(l—g),

+ 6—6511}

la partie R3 de lintégrale de (2.8) correspondant au domaine d’intégration
L < |r| < T peut étre englobée par le terme d’erreur de (2.6). Cela découle
aisément du lemme 1, qui fournit, pour ces valeurs de 7,

((s,9) 7" < ((a,y)e™ " < ((a,y)E(z, )

11 suffit alors de reporter cette estimation dans l'intégrale et d’appliquer (2.9).

Le lemme suivant permet de relier, pour ¢ assez proche de 1 et |7| < L.(y), la
quantité {(s,y)~! ala valeur en (s — 1)logy de la transformée de Laplace de la
fonction de Buchstab. Rappelons (cf. par exemple [3], éq. (6.7)) que si I'on pose

o(s) ::/ e Pw(t)dt (o >0),
0
alors on a

(2.10) 14+5(s) =@

+o0 g9t
i= dt.
J(s) /0 —

avec
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On peut montrer (cf. [3], lemme 6.1) que si s n’est pas réel négatif ou nul, on a

(2.11) J(8)+v+logs =—I(—s) ::_/‘—9 e -1

0 v

dv.

11 découle donc de (2.10) et (2.11) que

(2.12) 14+&(s) = s ' exp{—y — I(-s$)}.

Cela définit un prolongement analytique de @(s) en une fonction méromorphe
sur C ayant pour seule singularité un pole simple en s = 0.

On peut encore remarquer, mais nous n'en aurons pas besoin, que le calcul
classique de p(s) permet de réécrire (2.12) sous la forme

sp(s){1+&(s)} =1.
LEMME 3. — Soit € > 0. On a uniformément pour y > 2, ¢ > 1 — (log y)‘%, et
7l < Le(y),
(2.13) C(5,9) 7" = C(s)TH{L+B((s = 1)logy)}(1 + O(Le(y)™)).

Remarques : Le terme ((s)™! a bien un sens car les hypothéses impliquent
que s est situé dans la région sans zéro de Vinogradov. Lorsque s = ¢ < 1 le
terme entre accolades de (2.13) doit étre interprété en faisant appel a (2.12), le
pole en s = 1 étant compensé par le zéro de ((s)™ .

Démonstration : D’aprés la proposition 1 de [10], on a

C(s,y) = ¢(s)(s — 1) logyexp{y + I((1 — s)log ) }(1 + O(L(y) ™))
uniformément pour 1 — (log y)_&g—c <0 <2, |r] £ L(y). On vérifie facilement
que la restriction o < 2 est superflue. On obtient alors le résultat souhaité en
appliquant (2.12).

LEMME 4. — Dans les hypothéses du lemme 3, on a
(2.14) ()™= D wmn™ +O(Le(y) ™).
n<3y

On obtient ce résultat par la méthode usuelle d’intégration complexe utilisant
la formule de Perron - cf. [12], Lemma 3.19 - et la région sans zéro de Vinogradov.
Nous omettons les détails.

Nous aurons également besoin de certaines propriétés analytiques et asymp-
totiques de la fonction de Buchstab.
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LEMME 5. — Soit §, 0 < § < %7!'2. Pour chaque entier j > 1 fixé, on a

(2.15) WD) < p(w)H(u)™®  (u>0).

Démonstration : Lorsque j = 1, I'estimation (2.15) découle de (1.14) — voir
aussi le lemme 6.2 de [3] pour une preuve simple d'une majoration légérement
moins précise. On obtient le résultat général par récurrence sur j en utilisant
I'équation fonctionnelle de w sous la forme

uw(j"'l)(u) = —w(j)(u —-1) —jw(j)(u).
et I'évaluation de de Bruijn (cf. par exemple [10], lemme 3)
plu— 1) = —up!(u) < up(u) log(u + 1),

Le résultat suivant est dévolu a I'écriture explicite de la formule de Taylor-
Lagrange pour la fonction w. Rappelons que nous avons adopté la convention
de prolonger w et toutes ses dérivées par continuité a droite sur R. Nous posons

Wnj 1= w(j)(m) —w(j)(m -0 (1<m<j+1).

LEMME 6. — Pour chaque entier k > 0 et tous réels u > 0, v > 0, on a

k

wlu—v)= Z

(2.16) Z s

(j)(u)vj

)J+1 ;
Z Wmj(v+m —u)

1<m<jt1
u—v<m<u

A+1 v
+ % / (v — t)F W+ (u — t)dt.
o 0

Nous omettons la démonstration qui est identique, mutatis mutandis, a celle
du lemme 4.2 de [3].
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3. Preuve du Théoréme 3
Appliquons d’abord le lemme 2, soit

a+iL
((s,9)7'a o +0(‘I’($ Y)Le(y)™)

—iL

(8.1) M(z,y) =

o

avec L = L, (y). Sous la condition (G.), on a d’aprés (2.2)

a21—0<llngg2?y).

On peut donc faire appel au lemme 3 pour évaluer ((s,y)~! dans (3.1). Il vient
pour s = a + 17, |7| < L,

(B2) sy =)THI+B((s — Dlogy)} + O(¢(s,y) LY.

Le terme d’erreur ci-dessus fournit a I'intégrale de (3.1) une contribution

L
dr 1
&L L1z |C(s,y)|_1—— < z%(a,y)L 2.
147
0

Grace & (2.9), on voit que cette quantité peut étre englobée par le terme d’erreur
de (3.1).

On écrit la contribution a I'intégrale de (3.1) du terme principal de (3.2) sous
la forme P, + P,, avec

| a+iL
P = — . C(s) -1 3

2me

1 a+1i1L

P ¢(s)™'o GS((s— 1)logy)z*

2w Jo_ir

Nous traitons P; comme un terme d’erreur. En appliquant le lemme 4 et en
utilisant (2.7), il vient

P=> u(n){1+o(%)}+0(my%)

= M(3y) + O(z*((a,y)L7H)

L yLe(y)™" + ¥(e,y)Le(y) ™ < U(z,y)Le(y) "
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ou l'avant derniére estimation provient de (2.9).

Nous évaluons P, en remarquant que, puisque

(3.3) (e = [ M d (@21,
0
le théoréme de convolution implique

{s¢(s)} B ((s — 1) logy) = B(s) (o> 1)

avec
+oo
(3.4) B(t) := ¢! /0 w(logy —v)M(y" )y "dv.
On a trivialement B(t) < ¢!, donc I'intégrale de Laplace inverse
1 prtic
(3.5) B(t) = o /c—ioo B(s)e**ds

est certainement convergente pour « > 1. De plus, il découle immédiatement de
(2.12) que E(s) est holomorphe dans toute région sans zéro de la fonction ¢. En
utilisant I'estimation triviale

ReJ(s) < e 77| (m#0)
on obtient grace a (2.10)
14+8((s—1)logy) = eJ((s=1)1og y)
=1+0(50)  (rl> 0 )
d’otr
(36)  B(s)< yl‘"l"f—lf' (il > =7, o 2 1= (log|r)~F).

On peut donc remplacer dans (3.5) la droite d’intégration 0 = « > 1 par une
courbe quelconque joignant 1 — tco a 1 + oo en restant dans le domaine

Vi={s:0>1—cr(log(3+|r]))" "5 }.
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Désignons par « +:Tj les points d’intersection de la frontiére de V et de la droite
0 = a, et considérons le chemin Z, symétrique par rapport a 'axe réel, dont la
partie supérieure est constituée du segment vertical [« + :L,a + iTp] et de la
partie 7 > T} de la frontiére de V. On déduit de ce qui précéde que I'on a

1 ~
(3.7 P, = B(logz) — 5 ./z B(s)z’ds
et la majoration (3.6) implique que la derniére intégrale est
oLy (e)™ < Uz, y)Le(y)™

dans (G.). Par (3.4), on a B(logz) = A(z,y). La démonstration du théoréme 3
est ainsi complétée.

4. Preuve du Théoréme 2.
Nous pouvons supposer sans perte de généralité que y est assez grand.
Remarquons d’abord que la représentation intégrale (3.3) implique

(4.1) a; = ( e Vvl dv (7=0,1,--4).

gl
Bien entendu, ap = 0. Nous appliquons ensuite le lemme 6 et intégrons l'identité
(2.12) sur R relativement a la mesure M (y")y~"dv. Compte tenu de (4.1), nous

obtenons
= w0
21)y) zza](l +Sl+52
avec
k ( ]+1 +oo
Si .:xz ' Z me/ (v+m —u) M(y®)y ™ dv,
j=0 J: 1<m<,+1

+oo +oo
--Z'——-m/ w(k"'l)(u — t)/ (v —t)*M(y* )y~ ?dv dt.
: 0 t

Majorons S;. On a

S1 <<:IIZ Z / 'U]Ll (y*) v

(4.2) Y 01<m<,+1 u=

< z(log y)'f‘lL;E(y“"),
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ou I'on a posé £ := min(k + 1, [u]). Lorsque z, y satisfont (G.), on a
(4.3) logy > ustEe > it

Nous majorons (4.2) en distinguant deux cas. Siu > k+ 2, alors £ = k + 1. En
notant que (v — k — 1) > u/(k + 2), on obtient

51 < a(logy) ™ exp{~[(u — k — 1)logy]* "}
< x(log y)_k-—Z exp{—k;_‘_zul-%-e/?} < xp(u)e_“(log y)—k—2.

Si 1 <u <k + 2, I'hypothése u € Dy (log y) implique successivement
(u—0logy > (logy )®,  Ly.(y*™") < (logy)™*2.

La majoration précédente pour S; est donc encore valable.
Pour estimer S;, nous faisons appel au lemme 5. On a

x e (k+1) L k z\—1
52 < W_ﬁ- ] lw (u—t)| b z L%E(C ) dZ
gy

44 T [N Dy — )L (gLt
(4.4) < ooy | et iy e

log(u + 1)y k+1 [* = =1
<<${W} /Op(u—t)H(u—t) Ly (y')dt

ol cg est une constante absolue telle que § < ¢g < %7r2.
On a pour 0 <t < u (cf. par exemple [1], lemma 1)

p(u—1) < p(u)u®.

De plus, on peut écrire sous les mémes conditions

H(u—1t) t %

——~ <ex ( ) <e’.
H(u) — P log?2/ —

Enfin, la condition (G.) implique, compte tenu de (4.3),

(tlogy)%_%s Zt u_é_%e . Uu3-5¢\% 3€) Zt uze,
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I suit que I'intégrale de (4.4) est

< p(u)H(u)~® /(; exp{—t(3cs + 3logu — u%e)}dt

< p(u)H(u)~s.
Cela implique bien l'estimation
H(u)~*
(log y)*+2
et achéve la démonstration du Théoréme 2.

Sy L zp(u)

5. Preuve du Théoréme 1.

Nous distinguons deux cas, selon la taille de u. Observons d’abord qu’en
appliquant le théoréme 2 avec k£ = 0, on obtient, sous 'hypothése (G%E) et pour
u> 3,

H(u)~*
(logy)*”

A(z,y) < zp(u)

Lorsque 1 < u < 2, on peut écrire

> x
A(z,y <<x/ L.(y*) ldv <« ——.
@) <z [ L) <

On a donc uniformément pour z,y dans (G.)
H(u)™

logy ’
et 'on infére, compte tenu du théoréme 3, que la méme majoration est valable

w)="
A(e,3) < 21} e < ¥(z,1)

pour M(z,y) lorque u < (log y)%‘%e.

Lorsque v > (log y)%_%s, nous faisons appel au lemme 2. Le terme d’erreur
de (2.6) est clairement acceptable, et nous estimons le terme principal grace au
lemme 1. Par (2.4), on a

a+1iL dS
/a 0 (s, y)_l:cs? L 2%(a,y)H(u)" log L
< U(e,y){Hu) " Le(y) " + ¥}

ou nous avons utilisé (2.9). Cela achéve la démonstration.

texte recu le 28 juillet 1989
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