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Séminaire de Theorie des Nornhres

Pa,ris 1988-89

Sur un problème d'Erdôs et Alladt

Gérald Tenenbaum

1. Iatroductlon
Déslgnons par P(n) le plus grand facteur premier d'un entier génértque n,

avec la convenûon P(1) : 1. L'ensemble

S(t,v):={nS o:P(n)3Ulr

hit robJet d'une abondante Iittérature et a susctté ces derntères années un Im-
portant regaln d'Intérêt. Nous renvqrons le lecteur à 12,9,5-Z ,g,l}l pour une liste
plus complète de réIérences btbliographiques et nous nous contentons de men-
ûonner lci deux résultats concernant la foncûon de compte
![(r,y) :: 1,9(o,y)1. Dans tout I'arûcle nous emplqrons qrstémaûquement La

notauon
loE ct'': lofu @ 2v > 2)'

(u) ta formule asymptoilque de Hildebrand [61

( 1.1)

valable uniformément, pour ctraque e > 0, dans le domatne

(H") î ) 3, exp{(log, o)t+'1 1y I x.

iû(',y) : 'p(u){t* o(#li
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Ici et dans la suite, logl désigine la k-ième itérée de la fonction logarithme' et

p(u) désigpe la fonction de Dickrnan, soluUon conûnue pour u > 0 et dérivable

pour u ) 1 du problème différentiel aux différences

( o(u):o (-oocu<o)
\ o("):t (o<u<l)
l. "p'(")*p(u-1):g (1 < u < *co)

(b) Lévaluation de Hildebrand et I'auteur I9l

(1.2) iû(,,y):ffiLr+o11+Y)),
valable pour r > y > 2, avec les notations

J2

((",y),: flit -p-")-', ôrG,ù': hlos((s,v),
P1Y

et où a -- a(",U) désigne I'unique solution de l'équation

(1.3)

On peut considérer que V(c, y) est relaflvement bien connu. Toute améliora-

Uon significative du domaine de validitê (//.) pour (1.1) est équivalente à une

extension de la région sans zéro de Vinogradov pour la foncûon zêta de Riemann

((s) l5l. Par ailleurs, Saias [10] a fourni dans le même domaine (I{") une for-

mule considérablement plus précise. Lestlmation (1.2), malgré son apparence

inexplicite, permet une étude spécifique du comportement local de il(z' y) et

fournit, entre autres, une nouvelle preuve de (f .1) - cf. [9, f ll.

Iæ problème d'Erdôs et Alladi qui nous intéresse ici consiste à évaluer la

quantité
M(r,y):: t p(")

n€ S(x 
'Y)

(où p désigne la fonction de Môbius) et en parHculier à trouver une maJoration

non triviale pour le rapport lM(x,y)llV(x,y). Erdôs a conJecturé que cette

expression tend vers 0, uniformément en y, lorsque t ------+ oo. Alladi [1] et

Hildebrand 14,71 orrt démontré cette conjecture sous la forme quanûtative

(1.4) M(r,a) ( V(r,y)/logc (, >-a >-2).

C'. ' .- logP
-T(",r): p*fr: rosz.
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Plus précisément, Alladi [1] a d'abord établi (1.4) dans le domaine

(1.5) exp{(logr)*+"} <a <,

puis a annoncé la persistance du résultat dans le domaine (Hr).La démonstra-

tion de ce dernler point n'a pas été publtée. Dans [7], Hildebrand a obtenu la

rnajorailon

(1.6) M(*,a) ( ù(c,y)exp{-(Iog ù8-"}

pour chaque e > 0, uniformément dans le domaine

æ ) 3, 2 < y <exp{(logc;*}.

Puisqu'il découle du théorème des nombres prerniers et de la formule d'in-
version de Môbius que M(x,y):0 dès que o estassezgrand ety 3tlogu, les

évaluations de Alladi et Hildebrand impliquent bien (1.4).

Notre premier résultat est une estirnauon qui conuent strictement les

précédentes. Nous posons

L"(y) ': "*p{(togy)Ë-"}, Y" :: exp{(loCy);-"} @ 2z)

et

H(u) ::",(p{Gd*a} (, > o).

Dans tout I'article co, ct t. . . désignent des constantes absolues posiUves,

THÉoRÈME 1. - Soit e > 0. On a uniformêment pour a ) y ) 2

(1.7) M(,,v)<v(',y){fr; * 
".-'}.

lorsque u n'est pas trop grand, on peut approcher M(r,y) par une fonction

à variations régulières. Désignons par u(u) la fonctton de Buchstab, solution

conflnue pour u ) 1 et dérivable pour u ) 2 du problème différentiel aux

différences
( ,(") -0 (-oo<u<l)
I uu(u\ :1 (l<u<2\
t'
( (uo(u))' :o(u-1) (2<u< *oo).
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(1.8) M(t,v) : A(x,a) + o(r"2 r'"(v)-t).

Cette évaluation est utile dans le domaine (f .5), où le terme d'erreur est

o(V(r,y)). En restreignant davantage I'intervalle de riaûon de y, on peut

obtenir une formule as5rmptotique pour le terme principal A(x, y). Alladi a ainsi

prouvé [U que I'on a

Posons encore

M(x) :: D rr(")
n3,

et riæ
A(r,a) :: x I u(u - u)M(y")a-'dr.

Jo

Alladi a montré dans [1] que I'on a unlformément pour c > y > 2

A(,, y) : #H + o (ffir "(î")^. #)

Dp(z) :: {, = 
, , ,#jp*, (u - i)|+}

j<ù

uniformément pour 2 < A < \Æ, et

(1.10) .4(c,y) :, L M(s')y-'du-#{t +o(I,1!ytr} +o(-a-)

uniformément pour f 1y 1 x.Ces formules, utiles dans un domaine du type

(1.e)

( 1.11) rctlog2xllog"a z-y/-a,

sont prouvées dans [1] par une somrnation d'Abel adéquate. Ainsi que le signale

Alladi, on peut itérer le procédé pour obtenir un développement asymptotique,

fini mais arbitrairement long, selon les puissances de 1/ log y. Iæ champ d'utilité

est ainsi étendu mais seule la valeur de la constante c1 de (1.11) est affectée.

Nous verrons que I'on peut considérablement améliorer la dépendance en u du

terme résiduel de ce développement - et partant I'applicabilité du résultat - si
I'on dispose de I'informaUon supplémentalre que u nest pas trop proche d'un

entier ( È + 1 par valeur supérieure. Pour quantifier ce type d'hypothèse, nous

introduisons les ensembles

(" > 2).



SUR UN PROBLÈME D'ERDôS ET ALLADI

LEnoné de notre Ésultat falt tntervenlr les dérn/ees successnres de ar(u).

Il est factle de vértfler à partir de la déflniflon que ar est de classe Cr sur
R \ {1, 2,...,k * 1}. Aux potnts excepûonnel", a(t) possède des dtscôntlnuités

de premlère espèce. Nous pouvons donc prolonger r(l) par conttnuité à droite,

en une fonctlon déffnie sur R - ce qui sera supposé doÉnavant.
Avec ces notations et convenUons, nous obtenons l'érraluatton sutvante pour

A(r,v).

THÊonÈuB 2. - Dëslgnons par {ai : j > 1} lo suile des coefictents deTaglor
à. l' orlgtne de {(s + 1)((s + 1)}-1. Pour tous e ) 0, 0 < 6 < *o", et ctnqrrc erûler

lc>.0,ona

(1.12)

wlf,ormêment sous tgs conditùcns

A(',v):' 
ri ",#+ o ('e(')#Ë),

(G,)

et

Il est à noter, dans
(cf. Iæmme 5 infra)

(i.13)

r ) 3, exp{(logo)?+"} 1v 1a,

u eDk(logy).

ce contexte, que I'on a pour tout enûer j > 1 fixé

,u)(u) < p(u)H(u)-6,

et que cette rnaJorauon est prauquernent optimale. [æs deux assertions décou-

lent de l'évaluation récente de Htldebrand [81

(1.14)

Pour compléter notre étude de la quanttté M (, , V) , nous donnons un resultat
qui précise la formule (1.8) de Alhdr.

TS o, - H(u1-ïn"+'tr) (z--+ oo).
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THÉoRÈME 3. - Soit 6 > 0. On a uurtiformément dans le domaine (G,)

(1.15) M (r, a) : A(æ, v) + o(v (x, v) L,(v)-').

Nous terrninons cette introduction par quelques cornmentaires méthodo-

logiques, Deux techniques sont essenûellement disponibles pour aborder un

problème comme celui de lévaluation de Ù(", y) ou M(x,y) : la méthode élémen-

taire d'équation fonctionnelle et la méthode d'intégraûon complexe'

Ia. première comporte elle-même deuxvariantes, selon la nature de l'équation

fonctionnelle utilisée. On peut avoir recours à lidentité de Buchstab - cf' [1, 2l

- ou procéder, courme le fit Wirsing [3], en introduisant le coefficient pondéral

log n et en égalant les expressions obtenues par sornrnaflon dâbel d'une part, et

par insertion de la relation de convolution log n : Da1, Â(d) d'autre part. Cette

voie a été inaugurée par Hildebrand dans [6] et a permis I'extension du domaine

de validité (1.5) de la rrajoraûon ini[ale de Alladi.

Ia technique anal5rtique est subordonnée à I'emploi de la méthode du col et

de ses avatars - cf. tl11. Elle a permis I'obtention des résultats (1.2) et (1.6).

Etle est encore à la base des démonstrations des théorèmes I et 3 du présent

travail - encore que, comme on le verra, I'abscisse d'intégration ne soit pas

ici choisie exactement optimale, Nous obtenons alnsi un traitement unifié de la

sornme M (r,a).Iæs détails sont semblables à ceux de [3] (théorèmes 4 et 5), où

il s'agissait d'étudier la répartition des entiers de ,9(2, y) dans les progressions

arithmétiques. En fait, l'étude de M(r,y) est analogue à celle de

t x(n)
neS(x,u)

où 1 est un charactère de Dirichlet. Iæ zêro de ((s)-r en s : l Joue le rôle de

l'éventuel zéro de Siegel de L(",X), mais certaines complications supplémen-

taires sont dues au fait que, contrairement à la série tr, la fonction ((s)-l n'est

pas holomorphe dans la bande critique 0 < a < L.

Lexposé oral tenu à ce Séminaire avart pour but de présenter les principaux

résultats de I'article [3] écrit en collaboration avec Fouvry. A I'heure de rédiger un

compte rendu, nous avons préféré éviter les redondances et illustrer la méthode

en développant une application nouvelle.
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2. Lcmmes

Rappelons la notation ((r,y) : llo<r(1 -p-")-t et la définition (f.3) de

a : a(x,y),Des évaluatlons assez préctses de cette quantité ont été fournies

dans I9l. Nous nous contentons de rappeler ici (cf. [9], Lemma 3) que I'on a

untformément pour 0 > V > 2

(2.1) #:= x ù:: min/ u r

11 - a)loggr ("'logy/

d'où lbn dédutt aisément que

(2.2) a:t-loe(t+zlog-z)+o(t).
loga

Ia fonction M (r, V) a pour transformée de Mellxr ((s, y) - r et nous cornmençons

par évaluer cette fonction sur la droite o : e. Ici et dans toute la suite, les

nombres réels a et r sont tnplicitement déflnis par

s=o*ir.

LEMME L. - Pour x > y > 2, o = a(x,V), on a

. ( exp{-c2ù} (l'l < #)(2'3) l((''vx(o'v)l-' * 
t"*p { - F+*} (oÈ, < l"l s r")

Dêmorætation:

Nous pouvons manifestement supposer z et y assez gfands. On a pour chaque

p<y

l(r -p-")(r -p-\1": (1-p-.)r(r - 2""'9-logp) *o-"")

=*,{-t#l@}
on en déduit 

r((", vx(o, v) 1-t < "-àw
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W::l 1 f cos(r logp)
-k po

Iorsque lrllogy I 1, on a

,>q#pp_y,fffi,o
Iorsque Lllogy < l"l < Y", on peut ratsonner comrne au LentmrrS de [9] où lbn
ûlinore Dr<r(1 - cos(r logp))p-d. Iæs calculs sont ûechangés, et I'on obtient

_ôltr'
w > ç.-*ç7'

Cela implique blen (2.3).

Conou.enB. - Pour a ) y ) 2, o : a(r,!), on a

(2.4) ((r, y)-t < C(a,v)H(û)-"" 0"1 < %).

Cela découle lmmédtatement de (2.2) et (2.8).

IæMnas 2. - Posoræ

(2.5) L :: Ltr.(v), E(r,v) :: L"(y)-l e-",o lY"-r .

Pow tm clalx conuenable de ce, on a Inw chaqræ e > 0 et unlformêmmt pour
aly>-2

(2.6) M(,,v) : * 1"":::((,,y)-,,"f *o(v(a,y)E(,,y)).

DêmoræÛ.atton : Soit h(z) ta foncûon caxactértsûque de I'Intenralle [1,+oo[.
Pour tous z > 0, T ) 0, on a La formule de penon

(27) *l:::""!::r,(,).o(ffi)
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Cholsissons

(" (1<u<(losy)t(l-4)
T :: I Le'"" ((logv)t(1-4 < u < (logy)s#)

I

I y+. (u > (losy)sr).

On déduit irnmfiiatement de (2,7) que lbn a

(2.8)

avec J?r :: oo((a, y)T-i, R2 :: t(x{x7-i,y1-V(a-rT-4,V). Compte tenu
de I'estlmation

(2.e) ,o ((o,y) < ù(c, y) min(@ log y, tfi-1 t"g v)

qul découle dt Tleorem 2 de l9l, on voit que

,?r ( iû(s,y)r-t < v@,y)E(a,y).

Pour estimer .R2, nous dtstinguons deux cas. Si u ( (log y;i(t-"), on ufllise
la maJoraton ùlviale

Rz K' xT-* '

Or on dédutt de (1.f) que I'on a dans ce domaûre

!û(r,y) > sp(u) 2 au-2u ) o?-à.

Il suit
R2 K v (x,y)r-à < v @,y)E(x,y).

Si u ) (logy)8(t-'), nous avons recourÉi au procédé général, décrit dans
la démonstraûon du theorème l de [ffl, et qut repose sur le calcul de la
bansformée de Fourter de

M(,,v) : * I:::c(,,v)-""f + o(Rt * Rz),

to(t)::*{W\',

ei"wçt1dt: ;| *o(r - #,rt.
soit

r*æ
,(") r: 

J_*
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RzK Ë rfrl".,troe#) : +ll**.''((o+ ir,v)û(r)dr

"iôi,
^q ,JT

u æ J, l(a1-ir,y)ldr

K. x'((a,y)( | | ((a + rr' Y) l1\Tr*'ë:hl cr"tl-li
Kx'((a,fi{ 1 +"-"uo}IJT'" I

d'après le Lemma. 8 de I9l. Compte tenu de (2.9), cette maJoration est

< 9(r,y)E(x,y).
Il nous reste à montrer que, lorsque T + L, c'est-à-dire z > (logy)f (t-'),

la partie -Rs de fintégrale de (2.8) correspondant au domatne d'intégration
L < lrl < ? peut êbe englobée par le terme d'erreur de (2.6). Cela découle

alsément du lemme l, qui fourntt, pour ces valeurs de r,

G. TENENBAUM

((r,y)-t < ((*, y)"-",u K.((a,y)E(x,y)2.

Il sufût alors de reporter cette esflmaûon dans fintégrafe et d'appliquer (2.9).

[æ lemme suivant permet de relier, pour a assez proche de I et lrl < L"(y),la
quantité ((r, y)-t à la valeur en (s - 1) log y de la transformée de laplace de la
fonction de Buchstab. Rappelons (cf. par exemple l3l, éq. (6.7)) que st I'on pose

alors on a

(2.10)

avec

ô(s) :: lo e-t"w(t)d,t (o > 0),

1+ô(s) - er(")

f+æ --s-,l(s)::Jo fiar.
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On peut montrer (cf. I3l, lemme 6.1) que si s n'est pas réel négatif ou nul, on a

(2.11)

Il découle donc de (2. f O) et (2.1 1) que

(2.t2) 1 + ô(s) - s-r exp{-7 - r(-")}.
Cela définit un prolongement analy[que de ô(s) en une fonction méromorphe

sur C a5rant pour seule singularité un pôle simple en s : 0.

On peut encore renrarquer, rnais nous n'en aurons pas besoin, que le calcul

classique de p'(s) permet de réécrire (2. t2) sous la forme

sp'(s){t +ô(s)} : t.

LEMME 3. - Soit e > 0. On a undormément pour y ) 2, o ) 1 - (iog y)- aF, 
s1

lrl < L"(v).

(2.13) ((r, y)-' : ((s)-1{1 + ô((s - 1) log s)}(1 + O(L.(y)-177.

Remarqtrcs: Iæ terme ((")-t a bien un sens car les hypottrèses impliquent
que s est situé dans la région sans zéro de Vinogradov. lorsque s : o ( 1 le

terme entre accolades de (2.13) doit être interprété en faisant appel à (2.I2), le
pôle en s : 1 étant compensé par le zéro de ((s)-1.

Dêmonstration: D'après la proposiflon I de [10], on a

((r,y) : ((rX" - 1)logyexp{7 + I((1 - s)logy))}(t + O(L,(v)-t))

uniformément pour 1 - (logg)-?ts I o --2, lrl ! L,(y). On vérifie facilement

que la restriction a ( 2 est superflue. On obûent alors le résultat souhaité en

appliquant (2.I2).

LEMME 4. - Dans les hgpothèses dulemme 3, ona

(2.r4) ((')-': Dp@)"-"+o(L"(a)-t).
"<*v

On obtient ce résultat par la méthode usuelle d'intégration complexe utilisant
la formule de Perron - cf. Il2l, Iæmmo3.19 - et la région sans zéro de Vinogradov.

Nous omettons les détails.

Nous aurons également besoin de certaines propriétés anal5rtiques et asymp-

toûques de lia fonction de Buchstab.

J(s) +7 *logs : -/(-r) ,: - 
Io-" 

!1n.
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LoÀmrE 5. - Soit ô, 0 < 6 a to'. Pour clu4te enfier i 2l frxé, on a

(2.15) r..'o)(u) < p(u)H(u)-' (, t o).

Ifinwræfratlon: torsque j : L,l'esttmatlon (2.15) découle de (1.14) -volr
aussi le lemme 6.2 de [3] pour une preu\re slmple dune m4foraûon légérement

moiJes prepise. On obûent le résultat général par récurrence sur j en utilisant

l'équatlon foncûonnelle de tu sous la forme

(i+l)(u) : -r$)1u- 1) -iarti)1u;.

et l'évaluaûon de de BrutJn (d. par exemple 1101, lemme 3)

p("-7): -up'(u) ( up(u)log(u * 1).

Iæ résultat sulvant est dévolu à lécrtture elç[crte de la formule de Taylor-

Iagrange pour la foncdon tr. Rappelons que nous arrons adopté la convention

de prolonger ar et toutes ses dérivées par continuité à droite sur R. Nous posons

rt*i i:rG)(m)-@(i)(m-0) (1< - S j + i1.

Læl,trvTE 6. - Pour cha4te entier Ic ) 0 et tous rëels u ) 0, u ) 0, on a

u(u-u)=Ë+"(i)1u;uj

(2.16)

Nous ornettons la démonstratton qut est tdentique, mutatis nulnndîs, à celle

du lemme 4.2 de [31.

*É (-tl'.' t a^i(u t*-u)i
j=o J' lsm<i+r

û-ù<m<s

. + I" r, -t)ta,(&+1)1u -t)dt.
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8. Preuve du théorËme I
Appllquons d'abord le lemme 2, solt

(8.1) M(,,v): * L":::((",v)-,,,* +ogt(a,y)1.(y).,)

avec .t : L 4"@). Sous la condltion (G"), on a d après (2.2)

a ) 1- g(r?szu\.
\ togy .r

On peut donc faire appel au lemme 3 pour évaluer ((", y)-t dans (3.f). Il vient
pours:a*ir,lrl<L,

(s.2) ((",s)-t : ç(s)-r{1+ô((s _ 1)logy)} + o(((s,v)-1r-1).

Ie terme d'erreur cl-dessus fournit à I'intégrale de (B.l) une contribuûon

K. L-t ao 
lo" rc{r,ùl-' #, K xo ((a,y)L-* .

Grâce à (2.9), on vott que cette quantrté peut être englob'ee par le terme d'ereur
de (3.r).

on écrit la contributton à I'xrtégrale de (B.l) du terme prlnclpal de (3.2) sous
la forme P1 + P2, avec

P,,: 
+ni I::,"" 

((")-,,"f,

p2,: 
+î 1,"::r' 

((s)-,ô((s - 1)rogy)c,4.

Nous traitons R comme un terme d'erreur. En appliquant le lemme 4 et en
utlllsant (2.7), il vtent
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où lavant dernière estimatlon provient de (2.9).

Nous évaluons Pz en remarquant que, puisque

(3.5)

(3.3) {r((")i-t : 
lo* 

M(eo)e-"odv (o 21),

le théorème de convoluflon implique

{s((s)}-1ô((s - 1) togy) : .â1"; (" > i)

avec

(8.4) B(r) :: f 
Ir** 

,(# - a)u(y')y-"du.

On a trlvtalement B(i) < et, donc fintégrale de Laplace lrrverse

est cerbalnement convergente pour Æ > 1. De plus, il découle immédiâtement de

(2.12) que .â(s) est holomorphe dans toute rég;lon sans zêro dela fonction (. En

utillsant f estlmatlon triviale

Se"r(s) 1 e-"lrl-L (, # 0)

on obtlent grâce à (2. f 0)

t +ô((s - 1)logY) - "r((s-l)roge)
:r+o(#) 0,t >y'-o)

d'où

(8.6) Ê(") < v'-"r$ (l'l r v'-", o ) t-(losl'l)-+).

On peut donc remplacer dans (3.5) la droite d'htégraûon o : rc > 1 par une

courbe quelconque Joignant 1 - ioo à 1 * ioo en restant dans le domaine

Y := {s : o ) 7- c7(log(3 + lrl))-#1.

. rx-l-iæ
B(t) : * J__,*,Ê1,;.'"d"
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Déstgnons par dIiTo les poxrts d'intersection de la fronttère de V et de la drolte

o : ot, et consldérons le chemûr Z, symétrique par rapport à I'axe réel, dont la
partie supérieure est constituée du segment verttcal la I il,a * iTs] et de la
partie r > ?o de la fronttère de )r. On déduit de ce qul précède que I'on a

(3.7) Pz: B(ro|a) - * l"Ê{ù,"a,
et la rnajoraUon (3.6) tmplique que la dernière lrtégrale est

4 ,Ly(a)-r K {r(a,y)L.(y)-r

dans (G"). Par (3.a), on a B(1og c) : A(æ,V). ta démonstratlon du théorème 3

est alnsl complétée.

4. Preuvc du Théorème 2.

Nous pouvons supposer sans perte de généraltté que y est assez grand.

Remarquons d'abord que la représentation Xrtégrale (3.3) fmpùque

(4.1) "i 
: + fo* 

*{u,)"-,utdo (i = 0,1,...).

Bien entendu, 4o : 0. Nous appliquons ensulte le lemme 6 et tntégfons I'identité
(2. 12) sur R relatlvement à la mesure M (y" )y-' du. Compte tenu de (4. 1), nous

obtenons

A(,,v) :,f, ",ffi+,sr +,s2

avec

.e1 ::oÉg.p' t ,^i [* (u*m-u)iM(y')y-,du,
i:o r' t<3:i*t rr-m

s, ,= $, ;[*- r,o*t,, u - ù f,+* {u - t)n M(v,)v-, d, dt.

Majorons 51. On a

s, << , É t [** oi r,tr"(vo)-rdo
(4.2) j=Q tlalitt ru-m

( c(log y)-r-, L tr"(u"-r),
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où lbn a posé I :: min(t + 1, ["]). torsque c, y saUsfont (G,), on a

(4.3) logs > sitïi ;' zi+s'.

Nous rnajorons (4.2) endlsUnguant deux cas. St u ) fr + 2, alors I : le + 7. En

notant que (u - * - 1) > u/(k * 2), on obtlent

Sr < tflos y)-*-' 
"*p{-[(" - k - 1) los y1*-i I

( c(log y)-È-2 exp{-fr ur+clzy K. a p(u)e-"(logy)-k-".

Si 1 ( u < k +z,Ihlpothèse u eDk(logy) implique successlvernent

(u - t)togy 2 (togry1z, t4"(v"-t) < (tosy)-o-r.

Ia maJoratlon précédente pour 51 est donc encore valable.

Pour estlmer ,52, nous faisons appel au lemme 5. On a

sz < ffia /*- t,,o*,,(,., - r)t 
l)i"l,urr"re,)-|d,

(4'4) * (*fu fo" l,'o*"{u-t)1L4.@t)-1dt.

*,{lf,s! }o*' lo" 
p@ - t)H(u - t)-." L+"(y,)-' dt

où cs est une constante absolue telle que 6 < cs < +T2.
On a pour 0 < t < u (cf. par exemple lfl, bmma f)

p(u -t) < p(u)u

De plus, on peut écrlre sous les mêmes condltlons

g(., _+\ t 1

W<*o(r*,ra) ="''
Enffn, la condiûon (G") impUque, compte tenu de (4.3),

(tlogs)8-à' > t u-Ê-i'. u;+g:(t-*4 > t ui'.
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Il sutt que I'lntégrale de (4.4) est

< p(u)H(u)-"" /" "*p{-t(3"a + 3log,, - u*"11at
Jo

<. p(u)H(u)-"".

Cela lmpltque bten I'estimatlon

H(u\-6
sz <.ap(u)6ffi

et achève la démonstraflon du Theorème 2.

5. Prcuvc du théorème 1.

Nous dlstlnguons deux cas, selon la taille de u. Observons d'abord qu'en

appliquant le théoreme 2 avec k: 0, on obûent, sous I'lrlpothese (G1") et pour
u>- fi,

A(r,v)<rofùffi.
Iorsque L I u I $, on peut écrire

A(r,v) .., 
lo* ',ruo)-'du* #.

On a donc uniformément pour r, y Oans (Gg")

A(,,v) u, o@)W< v(,, v)#,
et I'on i:rfère, compte tenu du théoreme 3, que la mêûre rnajoration est valabte

polr M(x,y) lorque u < (logy)t-*".
Iorsque u > (logy)Ê-tr', nous faisons appel au lemme 2. Iæ terme d'ereur

de (2.6) est clalrement acceptable, et nous esûmons le terme prtnctpal grâce au
lemme l. Par (2.4), on a

f*.'." ru, ù-' r" * K' ao ((a, v) H(a)-6 log r
J o-iL

( ù(o, ù{H(u)-""L"(y)-t +Y"-t}
où nous avons uUllsé (2.9). Cela achève la démonstraflon.

texte reçu le 23Juilet f989
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