SUR L’EQUIREPARTITION MODULO 1
DE CERTAINES FONCTIONS DE DIVISEURS

Y. DUPAIN, R. R. HALL et G. TENENBAUM

1. Introduction

Soit n un nombre entier et t(n) le nombre de ses diviseurs; on dit qu'une fonction
arithmétique réelle f est équirépartie modulo 1 sur les diviseurs (erd en abreégé) s'il
existe une suite d’entiers .# de densité asymptotique 1 satisfaisant a

lim A(n;f) =0
n— oo

ne¥
ou 'on a posé

Aln;f)y:=sup [t(n)"'card {d:d|n, f(d)€ [u,v)(mod 1)} —(v—u)|.

O0su<vgl

La notion d’équirépartition sur les diviseurs est liée a celle de densité divisorielle,
introduite par Hall dans [12]. En utilisant ce lien, Tenenbaum a établi le critére
suivant [19].

THEOREME A. Soit f une fonction arithmetique réelle. Alors f est erd si, et
seulement si, on a pour tout entier relatif non nul v et pour x infini

5 e(vf(n)) = o(/logx)

ngse

)

k<x

n<x
kin

ou e(u) signifie e¥™ et ou Q(n) designe le nombre des facteurs premiers de Pentier n
compteés avec leur ordre de multiplicite.

En particulier, lorsque f est prolongée en une fonction dérivable définie sur R*,
une condition suffisante pour que f soit erd consiste en la conjonction des deux
propriétés suivantes [197]:

(i) lim {xf'(x)log x| = o0,
(ii) il existe un réel o > —1 tel que la fonction x — xf'(x)(log x)™* soit monotone
et bornee a linfini.

Ainsi les fonctions d— (logd)* et d— (loglogd)’ sont erd pour a« > 0 et f > 1
respectivement. Comme I'a montré Hall dans [11], la condition concernant f§ est
aussi nécessaire.

Parmi les fonctions qui ne satisfont pas a la condition suffisante énoncée ci-
dessus, la plus naturelle est sans doute I'application linéaire d+— 6d, avec 0
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irrationnel. Alors que la solution du probléme d’équirépartition correspondant est
aisée dans le cas classique, elle nécessite ici une estimation non triviale de sommes
d’exponentielles du type

Y, ¥ e(0n)

n<x

avec 0 < y < 1 (cf. Théoreme 2 et la remarque a la fin de la Section 3). A cette fin
nous établissons un développement asymptotique selon les puissances de 1/log x de
Pexpression

Z Q)

n<x
n = h(mod q)

valable pour tout nombre complexe z de module < 2 et pour g = (logx)°" (cf.
Théoréme 3). Ce résultat est susceptible de nombreuses applications. Nous nous
sommes limités a une. généralisation du théoréme de Vinogradov sur
léquirépartition modulo 1 de la suite {6p : p premier} (Théoréme 4). Enfin, la Section
4 est consacrée a des résultats du type ‘presque partout’ qui sont 'équivalent de ceux
exposés par Kuipers et Niederreiter [15] dans le cas classique.

Notations et Conventions. Let lettres a,b,d, h,j, k,m,n,q,r,t désignent des
entiers non négatifs alors que la lettre v désigne un entier relatif et que la lettre p est
réservée pour dénoter un nombre premier. Sauf mention contraire, les variables
entiéres sont toujours supposées non nulles dans une sommation.

Les lettres u, v, w, x, y,a, B,9d,¢,n, p,a, 0,1 désignent des réels positifs et les
lettres s et z des nombres complexes; ¢ et T sont souvent implicitement définis
par s = o+it. La constante d’Euler est désigné par 7.

On note [x] la partie entiére de x et [|x|| la distance de x a 'ensemble des entiers;
a|b signifie a divise b; le plus grand diviseur commun a a et b est noté (a, b), Q(n)
(respectivement (n)) désigne le nombre des facteurs premiers de n comptés avec
(respectivement sans) leur ordre de multiplicité. On note ¢ la fonction indicatrice
d’Euler, A la fonction de von Mangoldt et, sauf dans la Section 4, u la fonction de
Moebius.

Les constantes impliquées par l'utilisation des symboles < de Vinogradov et O
de Landau sont absolues; une dépendance éventuelle en fonction des parameétres
a, B, ... est indiquée sous la forme <, ouO,, .

Enfin, le symbole log x doit étre interprété comme max (1, log x).

2. Le cas ou f(d) = 6d

THeOREME 1. Soit 6 un nombre reel. Alors la fonction dw— 0d est erd si, et
seulement si, 0 est irrationnel.

Draprés le Théoréme A, la propriété de I’énoncé équivaut a

(1) v |y A Jiogx)

Z Q(n)
k<xIn<x n4
k|n

lorsque x —» oo. Comme d — 0d est trivialement non-erd lorsque 0 est rationnel il
suffit d’établir que la relation asymptotique (1) a lieu pour tout irrationnel 8.
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On pose:
T(x;y,0)= ) e(6n)y™,

o)

Une intégration par parties montre que le membre de gauche de (1) ne dépasse pas

et

S(x;y,0):= ) y*®

k<x

1 d
—S(x;%,0)+fs(u;%,9)-2‘;
X u

1

le Théoréme 1 découle donc du résultat suivant.

THEOREME 2. Soit 8 un nombre irrationnel et y un nombre réel, 0 < y < 1. Alors
on a, pour x infini,

S(x;y,0) = o(x(logx)*~1).

Considérons le nombre irrationnel 6. D’aprés le théoréme de Dirichlet, il existe
un rationnel irréductible a/q satisfaisant a g < x(logx)™!° et |0—(a/q) <
(gx)"'(logx)'°. La majoration de S(x;y,0) sera effectiée par des techniques
différentes selon la possibilité ou non de choisir q assez grand: dans le premier cas,
une utilisation adéquate de I'inégalité de Cauchy—Schwarz permet, par un procédé
classique, d’aboutir au résultat; dans le second, la conclusion souhaitée découle d’une

étude directe des sommes T ( g A kG) fondée sur I'estimation des quantités

Z yQ(n) .

Il(Y
= h (modq)

Nous montrons la proposition suivante, dont le Théoréme 2 est une conséquence
évidente.

ProposiTioN 1. Supposons  |0—(a/q)| < (gx)~ "' (logx)*°, (a,q) =1,
q < x(logx)™%et0 <y < 1. Alorsona

(i) sigq > (logx)"!, S(x;y,0) < x(logx) (loglog x),
(i) sig < (logx)', S(x;y,0) < x(logx)*~ 1{;2) (loglog q)* +(logx)~ V’Z}

Etablissons le point (i). Dans un premier temps, nous décomposons

) akn)
n <Zx/k y (

()= 5 o

k<x
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en une somme S, + 5, +S;, disons, ou les trois termes correspondent respectivement
aux trois intervalles de sommation 1 < k < (logx)'°, (logx)!® < k < x (logx)~!°
et x(logx)™!® < k < x. La formule classique

1
2 A = L C o|— logxy !
) n;xy { »+ <logx>} x(logxy ™",
valable uniformément pour x > 1et0 < y < y, < 2, permet de majorer, dans S, et

S5, la somme intérieure par 0(— (log > > En utilisant a nouveau (2), une
sommation d’Abel permet finalement d’obtenir

(3) S, +8; < x(logxy~! (loglog x)’ .

Pour majorer S,, nous appliquons le lemme suivant, qui est une version affaiblie
d’un résultat de Davenport [1, Lemma 8], et, dont la démonstration, trés simple,

utilise essentiellement I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

LemME 1 (Davenport). Supposons 1 < x, < x;, < x, 1 < q<Xx, (a,q)=1.8i
(n, x) — A(n, x) est une fonction bornee, on a

1 1 g\
T An, x)e <l;><x(logx)< +ﬁ+—+3> .
n < x/k

Xo X q X
Choisissons A(n, x) = y*™ < 1, x, = (logx)'?, x; = x(logx)~'°. Il vient

)

xo €k <xy

S 2 1 1 q 1 -3
2 € x(logx)" | m—5 + -+ = < x(logx)™",
(log x) q x

d’ou, compte tenu de (3),

4) S (x 3V, 3) < x(log x) ~'(loglog x)’ .
q

Une intégration par parties permet d’établir I'inégalité

9—51J5<u;y,g>du.
q q
1

En utilisant la majoration triviale S(u;y,g><u(logu)2y;‘ et I’hypothese

S(x;y,6)<S(x;y,E>+2n
q

10— (a/q)| < (gx)”'(logx)*® < (xlogx)~*, on obtient finalement que I'estimation (4)
reste valable lorsqu’on y remplace a/q par 6.

Le résultat suivant nous sera utile pour établir le point (ii) de la Proposition 1. En
vue d’applications ultérieures, nous avons remplacé, dans ses hypotheses, la variable
réelle y de [0, 1] par une variable complexe z de module < 2.
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z
THEOREME 3. Posons  p(s;z,q) :=]_[(1 _F) Il existe wune suite
plg
{z—>A(z):r=1,2,...} de fonctions holomorphes dans le disque ouvert

{zeC:|z| < 2} telle que, notant pour j > 1,

5) Iz, )= Z(} )A(z 015 2,9),

on ait pour |z <2—6, x=1,1<q < (logx)’, (h,g) =1lett =1

6y Y = i Z Az, q)(log x)F T+ 05, 4 <¢( )

n<x ¢(q)1=1

n = h(mod q)

(log x)* ="~ !(loglog q)’”) :

De plus, on a la majoration

(7) 12)(z, @)| <; (loglogqy ™! .

La formule (6) est une conséquence immédiate des deux prochains lemmes. La
majoration (7) provient de (5) et (10).

LemME 2. 1l existe une constante absolue positive c telle que I'on ait, pour tout
caractére de Dirichlet y modulo q non principal et pour |z] < 2—3, q < (logx)®, et,

x =1,
Y x(n)z%) <5 ,xexp{—c./logx}.

n<x

Demonstration. Définissons les deux fonctions arithmétiques d, et b, par les
identités
Q(n] ] b (n)

=F X =

2 d
oy = 5

n=1 n’

o0
et Z

On vérifie facilement Yexistence d’un # > 0, dépendant de 4, tel que la série
0

Y |b.(n)ln"~" soit convergente. D’aprés Rieger [17, Hilfssatz 5] on a pour y non
n=1
principal modulo ¢

Y x(n)d,(n)| < uP9(log g)* +uexp { —2c./logu}

n<u

uniformément pour u > u,, |z| < 2, g < exp./logu, ou A et ¢ sont des constantes
positives et ou la fonction f(q) satisfait a f(g) < 1 —c(¢)g™* pour tout ¢ > 0. On en
déduit, pour g < (2logu)’,

(8) 2 1(n)d (n)| <, uexp{—2c\/logu}.

n<u
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Maintenant, on a

2 xmz®™ =3 b(m)y(m) Y x(n)d.(n)

n<x m<x n<x/m

Pour m < {/x et x = x4(b), on peut appliquer (8) a la somme intérieure. Il vient

|b,(m)| X [b,m)|
—2¢ [log— |
< X ) ;\/x - exp ¢ [log - + xlogx ) ;/x -

<5p xexp{—c\/@}+x(10gx)x-.,/z’

2 1)z

n<x

d’ou le résultat annoncé.

LEMME 3.  Avec les notations du Theoreme 3, 0on a pour |z| < 2—-9,q 2 1,t 2 1,
= 1, loglogg = o(log x/loglog x),

n<x
(n,q) =1

) Y ™™ =x Y Az, q)logx) I +0; (x(logx): "' (loglog g) *?)
j=1

Déemonstration. On peut écrire

2 = d)z® 22m =8 +8 disons,
H 1 2
n<x dlq m < x/d
(n,q) =1

ou S, correspond aux diviseurs d de g tels que d < /x. La somme intérieure étant
estimée grace a un théoréme de Delange [2], on obtient

S, = ; w(d)z™ = {Z A(2) (log d)z_'+05,,((logX)""‘)}
dq'

S\x

Q(d : z— r‘ (2 _l—(—)g—d '
% p(d) 220 = {; A,(z)(log x) ;.Z'o( h >( logx)

<ox

0;.((logd)(log x)* ™"~ ‘)}

x _i A (z)(log x)* " tir (Z;r) {p‘"’(l 52, q)(logx)™"

r=1 h=0
_ ¥ u(d)z™ logd\"
dh d log x

d > Jx

Q(d), t
0, (x(logx)z_.-, 5 1) |z|d (logd) )

dlg
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Comme, de plus,

1
S;= Y udP Y A& Y |ud) |00 28
dlq m < x/d dq d
d> Jx d> /x

on peut majorer la différence D entre S, + S, et le terme principal de (9):

|u(d)] 21" (log dy !

t
D <5 .x ), (logx)*==

j=1 djg d
d>Jx
Qd) ¢ Qd)
e a(log ot y BP0 |\ @
dlg d ddlq/ d

Désignons par m le plus petit entier pour lequel on a [] p = q. Alors m < loggq.
psm

Soit n un réel de (0, 1/2) et € le cercle de centre 1 et de rayon 25. Pourj > 1,0on a

d)| |z|*(log d) .
u= 3 MNEELRD o ooy — o) g)
dlg
d> Jx

1o |1PGs5 =2, q) ] -
< (2m)~ x4 les—lT'Hl |ds} <X "y Jg (1+]zlp™")
(67

. 1
< x™"p~iexp {lzlmz" Y —}.

psm

Choisissant n = 2¢(loglogq) ™! ou ¢ est fixé assez petit pour que l'on ait |zlm* < 2, il
vient

Uj <6,j x—e/loglogq(loglog q)j+2 .

En prenant x = 1, on obtient aussi la majoration

d)) |z1%(log d)
(10) 5 WA TED o, (oglogay *2,

djg

d’ou finalement
D < x(logx)**~"~!(loglog q)' *  + x(log x) x ~“°&°e4(loglog q)' * 2 .

La conclusion en découle.

LEMME 4. Avec les notations du Théoreme 3, on a pour |z| < 2—-6, x =2 1,
1 <q<(logxP, (a,q) =1,t=1, k=1,
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k t
(11) T(x z ;) =x Z 15(z, q, k)(log X 77+ 05, ,(x(log x)*~*~!(loglog g) * )

ou l'on a pose

(12) 1(z,q, k)= Y (/Z—r> 290 —Logd)’-r m(k;,({ﬂ(; ,m) ,

. dn=gq
I1<r<j

hk m
Culk) = e (—) = d <—)
0< hzsm—l m d|(;m) 3 d

(hym) =1

et

En particulier, on a la majoration

(13) lt(z, q, k)| <;,(loglog qy*3.

Deéemonstration. On a

k
T(x;z,—a)
q

il

“g‘ (akr) Y g

n<xy

n = rimodg)
akhd
= § v e( 3 ZUm
dly 0<h<(gid)y-1 q m < xjd
(h,q/dy =1 m = h(mod g/d)

Pour g < (log x), on peut utiliser le Lemme 4 pour estimer la somme intérieure. On
obtient

k t Q(d) " k /11' , z—j
T (x - ) ¥ jzl dmz—- q _CE(‘*}HI)(—Z”‘) (log 3)

+0;, (x(log x) ™'~ '(loglog q) *¢)

logd
log x
provient de (7) et de la majoration analogue a (10) obtenue en remplagant |u(d)|
par 1.

z=j
d’ou 'on déduit (11) en développant (1 — ) en série. La majoration (13)

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la preuve de la Proposition 1.

Posons x, := exp./logx et x, := xexp{—2,/logx}; on a

x/k
j e ((0 - g) ku) aT (u ¥, ka )I + O(x(log x)3¥/»7~1)

Xy

(14) S(x;y,0)= ) y*

k < x

. ; . . . .. L, X ,
ou le terme reste résulte, aprés majoration triviale des quantités ‘T (E A k0>l, d’une

intégration par parties. Pour u > x,, on a q < (logx)'! < (logu)?? et on peut
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- , ka\ . .
utiliser le Lemme 5 pour évaluer T | u; y,— |; il vient, pour k < x,,
q

x/k
(15) J e<<0 —§> ku)dT (u;y,k—a>
q q
x/k x/k

= i 1(y34, k)j e ((9 - g) ku) d{u(loguy =7} + J e <(6 - g) ku> dR (u)

X1 X1

avec R (u) = O, (u(logu)y~'~!(loglog g)'**).

Une sommation par parties suffit & majorer le dernier terme: il ne dépasse pas

x/k
0 — gl k J IR, (u)\du

x)

X
R, (—k—)’ + R (x)|+27

<,(10glogq)‘+“k(logx)“/m ‘- 1><1+x

0 — ED <, xk~(logx)~?,

quitte a choisir t > 25. De plus, comme les fonctions u — u(log u)’ ~/ sont croissantes
a l'infini, on a, pour k < x,,
l X y—i
0
°%

d’ou, en reportant dans (15) puis dans (14) et en utilisant ensuite (13) pour j > 2,

x/k

U ((9 - —> ku) dlutloguy | <

x|

Q(A)

(16)  S(x;y,0) < x Z Y oI (y,q,k)l__(logk>y-z+x(logx)(3/z)y—1

j=1k<x;

y—1
<x Y |y, q,k)lyT<log k) +x(log x)3/2»=1

k< x

En remarquant que
(lo glog q)*
Y len

Itl(ya q’k)l L — ) |

et en utilisant I'inégalité
2 lem(k)] < (k, g)27,

mlg

qui est due a Delange [3], on déduit facilement de (16) la conclusion annoncée.
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3. Extension du theoreme de Vinogradov

Notons 7m,(x) le nombre des entiers < x ayant exactement k facteurs premiers,
comptés avec leur ordre de multiplicité. On sait d’aprés Sathe, puis Selberg [18], que
I'on a, uniformément pour k < (2—9)loglog x,

k—1 1 x (loglogx)<~!
17 ~IF 0
(1" () { <loglog x> * (loglog x)} ogx (k=D

ou F est la fonction holomorphe définie dans le disque |z| < 2 par la formule

1 z\7! 1\?
F(z)=r(1+z)l:[<l—;> <1——p> .

La méthode utilisée par Selberg pour prouver (17) consiste a interpréter n,(x) comme
le coefficient de z* dans le polyndme ) z%" et a appliquer la formule de Cauchy. Or,

n<x

les calculs menés dans la section précédente permettent une évaluation de

T(x;z,0) = Y e(6n)z™,

n<x

valable pour |z| < 2, lorsque 6 est suffisamment proche d’un rationnel a petit
dénominateur. Cela nous a conduit au résultat suivant généralisant le théoréme de

Vinogradov [24] sur I'équirépartition de la suite {fp} lorsque 8 est irrationnel.

THEOREME 4. Posons m(x,0):= Y e(0n). Alors, si 0 est irrationnel, on a,

n<x

Qn) =k
uniformement pour k < (2—9)loglog x,

(18) m(x, 0) = o(m(x)).

Plus précisement, il existe une constante ¢ telle que Ton ait pour

'9 — 4 < (qx)7"(logx)'°, (a,9) = 1, g < x(logx)"*°, et k < (2—06)loglogx,
q

(k—
(loglogx" - Z (logloglogx+c)f

j= oJ

(19) | (x, O) <5 nk(X){

(2 — 5)qul—ru(qi(3 _ 5)«1(4)}
$(q)

On notera que, pour tout 6 >0, il existe un n =n(d) >0 tel que
(2= )03~ 5y 0 h(g) ™! < g7

REMARQUE (i). Deésignons par g,(x) et 6,(x, 0) les quantités analogues a m(x) et
n,(x, 0) obtenues en considérant la fonction w au lieu de Q. Les formules (17), (18) et
(19) sont encore valables dans ce contexte, quitte & y remplacer =, par g, F par G,
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1 z 1y?
avec G(z):= - 1+ 1 — =}, Fhypothése k < (2—0)loglogx par
(2) r(1“)1;[< p—1>< p) yp (2—9)loglogx p

k < Aloglog x, ou A est une constante arbitraire, et le terme dépendant de q dans
(19) par (loglog g)*(4 +1)"“/¢(q).

REMARQUE (il). La formule (19) est triviale pour k = 1. Cela est dii a la méthode

de démonstration adoptée, utilisant la décomposition logn = Y A(d) pour

djn
transformer m,(x, 6) en une somme double, qui est inefficace pour k = 1. Pour traiter
ce cas, il faut faire appel a la méthode de Vinogradov [24], ou a celle de Vaughan
[22, 23], qui sont fondées sur des identités nécessitant un traitement plus sophistiqué
que celui employé ici. On trouvera dans [5] une application de la méthode de
Vaughan au cas ou k est borné indépendamment de x.

Démonstration du Theoreme 4. La formule (18) étant connue pour k = 1,
nous pouvons nous restreindre au cas k > 2.
Dans un premier temps, faisons I’hypothése supplémentaire

(20) q > (logx)'!

et considérons I'expression

f(x,0):= ) e(On)logn.

n<x

Q(n) =k
On a pour u dans (x(logx)~2, x)

o3| 5, (5

md < u
Q(md) = k

< )

up € m < uy

- am u u

Y logp e<—3>l + Y -+ Y =+ )
p<u/m q up € m < uy m m < ug m uy
Qm) < k-1 Q(m)

ou 'on a posé u, == (log x)'° et u, := u(logx)™'°.

Le premier terme de cette majoration peut étre estimé a I'aide du Lemme 1 en
choisissant A(p, u) = (log p)/(logu); le second est traité trivialement et le quatriéme
par sommation d’Abel en utilisant (17); pour le troisiéme, on utilise la majoration

lu(n)| 1 ;
,.Z<:,, ” Z j—!(loglogv+c0)J
wln) = j
dont on tire
1 _I#(")l n? ke P
mz —~ = MzZ( L < z ; (logloglog x +c)

0
—1 Q(nh?) < k-1

nA
~5

Q

3

)
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avec ¢ = ¢y+ 3. On obtient finalement

k-1

a u 1 .
ilu,— ) € —— + Juu, +u — (logloglog x + ¢y
< C]>' (lOgX)Z ! j;o]!( glogios

(21

k—21
—— Y —(loglog x)i*!
102(;xj=1].!(<>gogV)
k-1

1 .
<uy j—’(logloglogx+c)’.

Jj=0

De la relation
X

, (X, a) - ﬁk(x’ (a/q)) + J‘ﬁk(u’ (a/q)) du

q log x u(log u)?

1

on déduit alors, grace a (21), que (19) est satisfaite pour 8 = a/q.
Le résultat souhaité en découle en remarquant que
| u,~
q

m(x)

X

o]
q

u” (x, 9)’ +2nx
q
et en utilisant (20).

Supposons maintenant que (20) n’est pas satisfaite. D’apres la formule (11) avec
k = 1, on peut écrire

a an
T|x;z,- el — )z
(si5)=2(5)

x Y 1{z,9, 1)(log x)* I+ 0, (x(log x)* "'~ *(loglog )’ **)
j=1

+2n du

Im(x, )] < nk<x, g)

N

g2
q

d’ou I'on tire, comme dans la preuve de la Proposition 1,

IT(x;z,0) <lt,(z, g, DIx(log x)**~ "+ x(log x)*-~*(logloglog x)* .

De plus, d’aprés (12), on a
24 y(m)

7,(z,q9,1) = —_
l( 1 ) dm=gq d ¢(n1)

Az, m),
et, par (5),

A@m=ﬂ@—9&m

plm



SUR L’EQUIREPARTITION MODULO 1 409

avec (cf [18]) .
1 z\7! 1y’
A1(2)=I;(7)l;[(1 —;) (1 —;) =ZF(Z),

cela permet d’expliciter

(2,4, 1) = 2F @)= 11 g(g) "

Maintenant, si 'on désigne par € le cercle de rayon p:= (k—1)/loglog x centré a
I'origine, on a

1 dz
|nk(x9 0)' = }E jT(x » 2, 0) Zk_+1
k4

n

X _ (logloglog x)°
k=1) Qq)—aAq) 1 w(q) 1 (k—l)cosad
<6logxp {p (p+1)"¢(q) +———-—-—plogx e a

n
k—1

x (loglog x)
logx (k—1)!

5
(2 — §)Aa-wla(3 _ 5D (q) 1 + loglog x (logloglog x) ’
k log x

quitte 4 remarquer que

n n
Je(k—l)cosada = e(k—l) je-z(k—l)sinza/zda
-7 —-n

+ 0
k=1

_ (k= a2 €
< elk-n J e~ W=Dy <

-0

Cela achéve la démonstration.

RemMArQUE. Les méthodes employées dans cette section permettent d’établir
que, pour y < 2 et § irrationnel, on a

(22) T(x;y,8) =3 e(@n)y™™ = o(x(logx)’"').

n<x

Ce résultat est a rapprocher du théoréme de Daboussi affirmant que, pour toute
fonction multiplicative f de module < 1 et 6 irrationnel, on a, uniformément en f,

(23) Y. e(On)f(n) = o(x).

n<x

Dans [16], Montgomery et Vaughan ont prouvé que le membre de gauche de (23)
x(log R)*?

est < , uniformément en f, dés que |6 — (a/q)| < 1/g® avec

log x
2 < R < g < x/R. La formule (22) suggére une autre direction de recherche: a
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quelle condition une fonction multiplicative f satisfait-elle a la relation
asymptotique

(24) 2 efn)f(n) = o ( >/ (n)>-

n<x n<x

pour tout irrationnel #? Méme en restreignant f, la réponse a cette question est sans
doute délicate: Vaughan (communication personnelle) a fourni un contre-exemple a

(24) a 'aide d’une fonction positive et pour laquelle Y f(n) = Q (loz )
X

n<x

4. Resultats metriques

Dans cette section, nous désignons par u la mesure de Haar sur le groupe
compact (R/Z)N. Nous pouvons établir le résultat suivant.

THEOREME 5. (i) u-presque toute fonction f: N — R/Z est erd.
(ii) Etant donné un réel § > 1, la fonction d +— A8° est erd pour presque tout réel 1.
(ili) La fonction d — 6% est erd pour presque tout réel 0 de (1, + ).

La démonstration des trois assertions €étant analogue, nous nous bornons a
prouver le point (i).
Posons, pour 0 < y < 1,

F(fix,y)=Y

k<x

Y V¥e(f(n))

n<x
kln

b

nous allons montrer que la relation asymptotique
Z(f;x,y) = o(x(logx)**~")

a lieu pour u-presque toute f. En notant, pour tout ¢ de (0, 1), Z.(f; x, y) la quantité
obtenue en imposant, dans Z(f; x, y), la restriction k < x'~%, on a, d’une part,

F(fix,9) < Z(fx,y)+e'x(logx)?» ™!
et, d’autre part,

Jlﬁ(f;x,y)lzdﬂ(f) < J( > k")

k< xt-¢

(Z kY ymm"“e(f(km)—f(km'))>d#(f)

k<x!=¢  mm <xfk

< (logx) 3. k‘%<x2‘elogx.

k < xt-e

Draprés le lemme de Borel-Cantelli, on a donc pour j infini, et, pour u-presque
toute f,
Ff5x;9) < xj7F



pour toute suite {x;} telle que la séric ) (logx;)x
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©
'—5/3

%’ converge. L’existence de la

majoration triviale j=1

\Z (%, 9)=F(f;u,y)l € (x—u+1)logx,

valable pour u < x, permet alors de conclure aisément.

10.

11.
12

13.
14.

21.
22

23.
4.

25,
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