
SUR L'EQUIREPARTITION MODULO 1
DE CERTAINES FONCTIONS DE DIVISEURS

Y. DUPAIN, R. R. HALL ET G. TENENBAUM

1. Introduction

Soit n un nombre entier et x{n) le nombre de ses diviseurs; on dit qu'une fonction
arithmetique reelle / est equirepartie modulo 1 sur les diviseurs {erd en abrege) s'il
existe une suite d'entiers $£ de densite asymptotique 1 satisfaisant a

lim A(n;/) =
n -> oo

ou Ton a pose

A{n;f):= sup IT(H)-1 card{d : d\n, f(d) e [u, u)(mod \)}-(v-u)\.
0 «S u < v =S 1

La notion d'equirepartition sur les diviseurs est liee a celle de densite divisorielle,
introduite par Hall dans [12]. En utilisant ce lien, Tenenbaum a etabli le critere
suivant [19].

THEOREME A. Soit f une fonction arithmetique reelle. Alors f est erd si, et
seulement si, on a pour tout entier relatif non nul v et pour x infini

k<x
I

1 < >
k\n

e(vf(n))
= oUlogx)

oil e(u) signifie e2lnu et oil Q.(n) designe le nombre des facteurs premiers de Rentier n
comptes avec leur ordre de multiplicite.

En particulier, lorsque / est prolongee en une fonction derivable definie sur 1R+,
une condition suffisante pour que / soit erd consiste en la conjonction des deux
proprietes suivantes [19]:

(i) lim \xf'(x)\ogx\ = oo,

(ii) il existe un reel a > —ltel que la fonction x i—> xf'(x)(\ogx)~a soit monotone
et bornee a Yinfini.

Ainsi les fonctions d \-+ (log df et d i—• (loglog df sont erd pour a > 0 et /? > 1
respectivement. Comme l'a montre Hall dans [11], la condition concernant /? est
aussi necessaire.

Parmi les fonctions qui ne satisfont pas a la condition suffisante enoncee ci-
dessus, la plus naturelle est sans doute l'application lineaire d \—> 9d, avec 6
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irrationnel. Alors que la solution du probleme d'equirepartition correspondant est
aisee dans le cas classique, elle necessite ici une estimation non triviale de sommes
d'exponentielles du type

avec 0 < y < 1 (cf. Theoreme 2 et la remarque a la fin de la Section 3). A cette fin
nous etablissons un developpement asymptotique selon les puissances de I/log x de
l'expression

n < x
n = /i(mod<j)

valable pour tout nombre complexe z de module < 2 et pour q = (logx)O(1) (cf.
Theoreme 3). Ce resultat est susceptible de nombreuses applications. Nous nous
sommes limites a une. generalisation du theoreme de Vinogradov sur
l'equirepartition modulo 1 de la suite {9p : p premier} (Theoreme 4). Enfin, la Section
4 est consacree a des resultats du type 'presque partout' qui sont l'equivalent de ceux
exposes par Kuipers et Niederreiter [15] dans le cas classique.

Notations et Conventions. Let lettres a,b,d,hj,k,m,n,q,r,t designent des
entiers non negatifs alors que la lettre v designe un entier relatif et que la lettre p est
reservee pour denoter un nombre premier. Sauf mention contraire, les variables
entieres sont toujours supposees non nulles dans une sommation.

Les lettres u, v, w,x, y, a, /?, (5,e, rj, p, a, 9, x designent des reels positifs et les
lettres s et z des nombres complexes; a et T sont souvent implicitement definis
par s = (7-HT. La constante d'Euler est designe par y.

On note [x] la partie entiere de x et ||x|| la distance de x a l'ensemble des entiers;
a\b signifie a divise b; le plus grand diviseur commun a a et b est note (a, b); Q(n)
(respectivement (o(n)) designe le nombre des facteurs premiers de n comptes avec
(respectivement sans) leur ordre de multiplicite. On note 0 la fonction indicatrice
d'Euler, A la fonction de von Mangoldt et, sauf dans la Section 4, JX la fonction de
Moebius.

Les constantes impliquees par l'utilisation des symboles <̂  de Vinogradov et O
de Landau sont absolues; une dependance eventuelle en fonction des parametres
a, j8,... est indiquee sous la forme ^p , . . . ou Oa^ .

Enfin, le symbole logx doit etre interprete comme max(l, logx).

2. Le cas ou f(d) = 9d

THEOREME 1. Soit 9 un nombre reel. Alors la fonction dh+Od est erd si, et
seulement si, 9 est irrationnel.

D'apres le Theoreme A, la propriete de l'enonce equivaut a

e{9n)

k <x
1

I < A
k\n

lorsque x -> oo. Comme d\-^ 9d est trivialement non-erd lorsque 9 est rationnel il
suffit d'etablir que la relation asymptotique (1) a lieu pour tout irrationnel 9.
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On pose:

et

T(x; y, 9):=

S(x;y,d):= £
k < x

x
k '

Une integration par parties montre que le membre de gauche de (1) ne depasse pas

du
u2

le Theoreme 1 decoule done du resultat suivant.

THEOREME 2. Soit 6 un nombre irrationnel et y un nombre reel, 0 ^ y ^ 1. Alors
on a, pour x infini,

S(x;y,d) = o^logx)2*"1).

Considerons le nombre irrationnel 0. D'apres le theoreme de Dirichlet, il existe
un rationnel irreductible a/q satisfaisant a q ^ x(logx)"10 et \0 — (a/q)\ ^
(<5fx)~1(logx)10. La majoration de S(x; y, 6) sera effectuee par des techniques
differentes selon la possibility ou non de choisir q assez grand: dans le premier cas,
une utilisation adequate de l'inegalite de Cauchy-Schwarz permet, par un procede
classique, d'aboutir au resultat; dans le second, la conclusion souhaitee decoule d'une

(x \
etude directe des sommes T I — ; y, kO\ fondee sur l'estimation des quantites

n < x
n = h (modij)

Nous montrons la proposition suivante, dont le Theoreme 2 est une consequence
evidente.

PROPOSITION 1. Supposons \6 — (a/q)\^(qx) J (log*)10,
q ^ x(logx)~10 et 0 ^ y ^ 1. Alors on a

(i) siq > (logx)11, S(x;y,6) < x

(ii) 5/ q ^ (logx)11, S(x;y,6) < x

(a,q) = 1,

Etablissons le point (i). Dans un premier temps, nous decomposons

n<x/k
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en une somme S1 +S2 + S3, disons, ou les trois termes correspondent respectivement
aux trois intervalles de sommation 1 ^ k < (log*)10, (log*)10 < k < x (log*)"1 0

et x(logx)"1 0 ^ k < x. La formule classique

(2) X yQ{n) = \c{y)+o (r*—)} x(iog xy -l,

valable uniformement pour x > 1 et 0 ^ y ^ y0 < 2, permet de majorer, dans St et
(x ( x\y~l\

S3, la somme interieure par 01 —(log—I . En utilisant a nouveau (2), une
\k\ kj J

sommation d'Abel permet finalement d'obtenir

(3) S. + S, ^xQogxy-1 (\og\ogxf.

Pour majorer S2, nous appliquons le lemme suivant, qui est une version affaiblie
d'un resultat de Davenport [1, Lemma 8], et, dont la demonstration, tres simple,
utilise essentiellement Pinegalite de Cauchy-Schwarz.

LEMME 1 (Davenport). Supposons 1 < x0 < x{ < x, 1 ^ q ^ x, (a, q) = 1. Si

(n, x) i-> X{n, x) est une fonction bornee, on a

E
^ k < x\

X(nt X)e
n<x/k

akn\

)

M x 2 / l x, 1 q
x(logx)2 — + -^ + - + i

\X X q X

0

'2

Choisissons X{n,x) = ya{n) ^ 1, x0 = (log*)10, Xi = x(logx)"10. II vient

1/2

d'ou, compte tenu de (3),

(4) s(x;yA « x(\ogxy-l(\og\ogx)

Une integration par parties permet d'etablir l'inegalite

S[x;y,-) + 2n Siu;y,-)du.

En utilisant la majoration triviale SI u; y,-) « u(logu)2y l et l'hypothese

\9 — (a/q)\ ^ {qx) ^logx)1 0 < (xlogx) 1, on obtient finalement que l'estimation (4)
reste valable lorsqu'on y remplace a/q par 9.

Le resultat suivant nous sera utile pour etablir le point (ii) de la Proposition 1. En
vue d'applications ulterieures, nous avons remplace, dans ses hypotheses, la variable
reelle y de [0, 1] par une variable complexe z de module < 2.
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T H E O R E M E 3. Posons p { s ; z , q ) : = Y \ [ \ — - 1 . // existe
P\q \ P /

une suite

[z \—> Ar(z): r = 1,2,...} de fonctions holomorphes dans le disque ouvert
{z e C : \z\ < 2} telle que, notant pour j ^ 1,

(5)
z — r; ( * . « ) - Z (.__r)Ar{z)pU-'\l;ztq)t

on ait pour \z\ ^ 2-3, x ^ I, 1 ^ q ^ (logx)6, (h, q) = 1 et t

(6) Z
n = /i(modij)

t A/z

De p/ws, on a /a majoration

(7)

La formule (6) est une consequence immediate des deux prochains lemmes. La
majoration (7) provient de (5) et (10).

LEMME 2. // existe une constante absolue positive c telle que Von ait, pour tout
caractere de Dirichlet x modulo q non principal et pour \z\ ^ 2 — 6, q ^ (logjc)b, et,
x ^ 1,

Demonstration. Definissons les deux fonctions arithmetiques dz et bz par les
identites

00 d (n) x

On verifie facilement l'existence d'un n > 0, dependant de 3, tel que la serie
00

Z \bz(n)\nn~l soit convergente. D'apres Rieger [17, Hilfssatz 5] on a pour x n o n

principal modulo qf

Z X(n)dz(n) upiq)(\og q)A + u exp {- u}

uniformement pour u ^ u0, \z\ < 2, q < exp^/logu, ou A et c sont des constantes
positives et ou la fonction B(q) satisfait a B{q) ^ 1 — c(e)q~E pour tout s > 0. On en
deduit, pour q ^ (2 log w)b,

(8) Z X(n)dz(n) u exp {- 2cN/log u} .
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Maintenant, on a

n< xjm

Pour m < y/x et x ^ xo(b), on peut appliquer (8) a la somme interieure. II vient

I X(n)za{n)

1<X

« M x e x p

d'oii le resultat annonce.

LEMME 3. Avec les notations du Theoreme 3, on a pour

x ^ 1, loglogq = o(log x/loglog x),
— d,q ^ l,t ^ I,

(9)
j= 1

Demonstration. On peut ecrire

disons,
n < x x/d

ou S, correspond aux diviseurs rf de q tels que d ^ yjx. La somme interieure etant
estimee grace a un theoreme de Delange [2], on obtient

= x
h = 0

- z
X/.V
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Comme, de plus,

d >' ~Jx d >
d\q m < x/d d\q "

on peut majorer la difference D entre Sl +S2 et le terme principal de (9):

d\q

d > Jx

d\q
/

Designons par m le plus petit entier pour lequel on a \\ p ^ q. Alors m <
p ^ m

Soit >/ un reel de (0, 1/2) et ̂  le cercle de centre 1 et de rayon 2rj. Pour ; ^ 1, on a

x n/2\pU)(l-r]; -\z\,q)\2l
d\q

d> Jx

p\q

< x-"/2^-Jexp||z|m2" X
I p « m P

Choisissant rj = 2e(loglogg)~1 ou £ est fixe assez petit pour que Ton ait \z\m2n ^ 2, il
vient

En prenant x = 1, on obtient aussi la majoration

(10) X 1 <s,, (loglog g)'+ ,

d'ou finalement

D <$

La conclusion en decoule.

LEMME 4. Avec les notations du Theoreme 3, on a pour \z\ ^ 2 — <5, x ^ 1,
^ ^ (logx)b, (a , 9 ) = 1, t ^ 1, k ^ 1,
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a n T i v ' 7 - ) - v V T ( z f l

oil I'on a pose

(12) Tj(z,q,k):=
dm = q

1 O
— r

(/i,m) = 1

particulier, on a la majoration

(13)

Demonstration. O n a

r = 0
= r(mody)

d\q 0 ^ /i $ ((//(/)-1 \ 4 / /,, < A/(/
• ''• <//<') = I in = /i( mod q/d)

Pour q ^ (logx)b, on peut utiliser le Lemme 4 pour estimer la somme interieure. On
obtient

/
d'oii Ton deduit (11) en developpant 1 — en serie. La majoration (13)

provient de (7) et de la majoration analogue a (10) obtenue en remplagant \n(d)\
par 1.

Nous sommes maintenant en mesure d'achever la preuve de la Proposition 1.
Posons xx := exp ̂ /logx et x2 := x exp {— 2^/logx}; on a

(14) S{x;y,8)=

ou le terme reste resulte, apres majoration triviale des quantites T;y,kQ , d'une

integration par parties. Pour O x1( on a ^ (log*)11 ^ (logu)22 et Ton peut
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ka
utiliser le Lemme 5 pour evaluer T ( u ; y, — ); il vient, pour k < x2,

x/k

(15)

x/k

ij{y;q,k) e

x/k

--\ku

avec Rq(u) = 0f(u(logw)>'-'-1

line sommation par parties suffit a majorer le dernier terme: il ne depasse pas

x/k

\R.(Xl)\ + 2n k \RJu)\du

quitte a choisir t ^ 25. De plus, comme les fonctions u i-+ «(log u)y j sont croissantes
a l'infini, on a, pour k < x2,

x/k

e[[e --)ku)d{u(\oguy-j}

d'ou, en reportant dans (15) puis dans (14) et en utilisant ensuite (13) pour ; ^ 2,

(16)
x

l o g -

l o g -
K \ K

En remarquant que

et en utilisant Pinegalite

\q

qui est due a Delange [3], on deduit facilement de (16) la conclusion annoncee.
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3. Extension du theoreme de Vinogradov

Notons nk(x) le nombre des entiers < x ayant exactement k facteurs premiers,
comptes avec leur ordre de multiplicite. On sait d'apres Sathe, puis Selberg [18], que
Ton a, uniformement pour k ^ (2 — <5)loglogx,

(17)
(fc-1)!

ou F est la fonction holomorphe definie dans le disque \z\ < 2 par la formule

La methode utilisee par Selberg pour prouver (17) consiste a interpreter 7ik(x) comme
le coefficient de zk dans le polynome £ zCl("} e t & appliquer la formule de Cauchy. Or,

n<x

les calculs menes dans la section precedente permettent une evaluation de

valable pour \z\ < 2, lorsque 9 est suffisamment proche d'un rationnel a petit
denominateur. Cela nous a conduit au resultat suivant generalisant le theoreme de
Vinogradov [24] sur l'equirepartition de la suite {dp} lorsque 0 est irrationnel.

THEOREME 4. Posons nk(x,6):= £ e{dn). Alors, si 6 est irrationnel, on a,
n < x

fi(n) = k

uniformement pour k ^ (2 —5)loglogx,

(18) nk(x,6) = o(nk(x)).

Plus precisement, il existe une constante c telle que Yon ait pour

0 - - (qx)-l{\ogx)10, (a,q) = 1, q ^ x{\ogxy10, et k ^ (2-S)loglogx,

\(19) \nk(x, 0)\ «, nk(x) \ ^ ^ l - Z z ^ (logloglogx + cy
^ l O g l O g X J j=OJ-

On notera que, pour tout <5 > 0, il existe un n = n(5) > 0 tel que

REMARQUE (i). Designons par ak{x) et ak{x, 6) les quantites analogues a nk(x) et
nk(x, 6) obtenues en considerant la fonction co au lieu de Q. Les formules (17), (18) et
(19) sont encore valables dans ce contexte, quitte a y remplacer nk par ok, F par G,
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avec G{z) :=
1 n I, l'hypothese k ^ (2 — <5) loglog x par

k ^ A\og\ogx, ou A est une constante arbitraire, et le terme dependant de q dans
(19) par ( ^ ^

REMARQUE (ii). La formule (19) est triviale pour k = 1. Cela est du a la methode
de demonstration adoptee, utilisant la decomposition log n = £ A{d) pour

d\n

transformer nk{x, 6) en une somme double, qui est inefficace pour k = 1. Pour traiter
ce cas, il faut faire appel a la methode de Vinogradov [24], ou a celle de Vaughan
[22, 23], qui sont fondees sur des identites necessitant un traitement plus sophistique
que celui employe ici. On trouvera dans [5] une application de la methode de
Vaughan au cas ou k est borne independamment de x.

Demonstration du Theoreme 4. La formule (18) etant connue pour k = 1,
nous pouvons nous restreindre au cas k ^ 2.

Dans un premier temps, faisons l'hypothese supplemental

(20) q > (log*)11

et considerons l'expression

nk{x,9):= YJ e{9n)logn .

On a pour u dans (x(logx)~2, x)

n < x
il(n) = k

Z
md < u

il(md) = k

* I
p<u/m

/am/A

UQ ^ "1 < "1 "* m < UQ "l u\ ^ m < u
Q(m) ^ k-\ n(m) ^ ^ - 1

ou Ton a pose u0 := (logx)10 et u1 := w(logx) 10.
Le premier terme de cette majoration peut etre estime a l'aide du Lemme 1 en

choisissant X{p,u) = (logp)/(logu); le second est traite trivialement et le quatrieme
par sommation d'Abel en utilisant (17); pour le troisieme, on utilise la majoration

oj{n) = j

dont on tire

m < UQ

(m)^k-l n(n/i2) ^ k-\
nW

n 2 k - l |

O j = 0 J I
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avec c = co + 3. On obtient finalement

(21)
a

n\ u,-
q

1 1

fc-2

IT; 7 + 1

De la relation

a\ 7tfc(x, {a/q))
~ I = i
qj logx

u(logu)
^
dU

on deduit alors, grace a (21), que (19) est satisfaite pour 0 = a/q.
Le resultat souhaite en decoule en remarquant que

/
nk[ x>

\

a\
-
q

+ 2n 0
a

q
f
J

/
nk[ u,

\

a\\
i

qj
du

(TtJx, -
q

+ 2nx 9
a

q

et en utilisant (20).
Supposons maintenant que (20) n'est pas satisfaite. D'apres la formule (11) avec

k = 1, on peut ecrire

= x
7 = 1

d'ou Ton tire, comme dans la preuve de la Proposition 1,

|T(x;z ,0) | <s\Ti{z,q, l)|x(logx)Re-"-'+x(logx)Re--2(logloglogx)5.

De plus, d'apres (12), on a

et, par (5),

n
PI<«
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avec (cf [18])

cela permet d'expliciter

Maintenant, si Ton designe par ^ le cercle de rayon p := (k — l)/loglogx centre a
l'origine, on a

\nk(x, 0)| =
2in

logx [ plogx

_ + loglogx(logloglogx)5

/c logxlogx (fc-1)! (/ v " v " ' k logx

quitte a remarquer que

Cela acheve la demonstration.

REMARQUE. Les methodes employees dans cette section permettent d'etablir
que, pour y < 2 et 9 irrationnel, on a

(22) T(x;y,6):= £ e ^ n ) ^ = ©(xOogxy1).
n<x

Ce resultat est a rapprocher du theoreme de Daboussi affirmant que, pour toute
fonction multiplicative / de module < 1 et 0 irrationnel, on a, uniformement en / ,

(23) X e(6n)f(n) = o(x).
n<x

Dans [16], Montgomery et Vaughan ont prouve que le membre de gauche de (23)
x x(\ogR)312

est <̂  1 — , uniformement en / , des que \6 — (a/q)\ ^ l/q2 avec
l°9x JR

2 ^ R ^ q ^ x/R. La formule (22) suggere une autre direction de recherche: a
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quelle condition une fonction multiplicative / satisfait-elle a la relation
asymptotique

(24) £ e(dn)f(n) =

pour tout irrationnel 0? Meme en restreignant / , la reponse a cette question est sans
doute delicate: Vaughan (communication personnelle) a fourni un contre-exemple a

/ x
(24) a l'aide d'une fonction positive et pour laquelle Y f(n) = Q. -—

n<x \logx,

4. Resultats metriques

Dans cette section, nous designons par ^ la mesure de Haar sur le groupe
compact (U/Z)N. Nous pouvons etablir le resultat suivant.

THEOREME 5. (i) n-presque toute fonction f: N -> U/Z est erd.

(ii) Etant donne un reel 6 > 1, la fonction d i—• XQd est erd pour presque tout reel X.

(iii) La fonction d\-^9d est erd pour presque tout reel 6 de (1, + oo).

La demonstration des trois assertions etant analogue, nous nous bornons a
prouver le point (i).

Posons, pour 0 ^ y ^ 1,

k<x
I yn{Mf(n))

n < x
k\n

nous allons montrer que la relation asymptotique

a lieu pour ju-presque toute /. En notant, pour tout £ de (0,1), ^ e ( / ; x, y) la quantite
obtenue en imposant, dans ^{f; x, y), la restriction k < xx~% on a, d'une part,

; x, y) <$y Ft(f; x,
et, d'autre part,

k S yn^e{f(km)-f(km')))d^f)
m,m < s/k /

x
« ( l o g x ) X k - - <$ x 2 ~ £ \ o g x .

kK.^-* k

D'apres le lemme de Borel-Cantelli, on a done pour j infini, et, pour ^-presque
toute / ,
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00

pour toute suite {x7-} telle que la serie £ 0°8x./)xrs/3 converge. L'existence de la
majoration triviale J=i

\^{f;x,y)-^{f;u,y)\ < (x-u+l) logx,

valable pour u < x, permet alors de conclure aisement.
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