
SUR DEUX FONCTIONS DE DIVISEURS

GERALD TENENBAUM

1. Introduction et enonces des resultats

Nous nous proposons dans cet article de donner quelques proprietes des deux
fonctions arithmetiques suivantes;

Pi(n) = maxd
d\n

et
p2(ri) = mind.

d\n
d2^n

Ces fonctions interviennent en particulier dans des problemes de decompositions
en sommes de deux carres (voir [3; Chapitre IV]) et, quoique tres naturelles, elles ne
semblent pas avoir deja ete etudiees.

Nous montrerons les trois resultats suivants:

THEOREME 1. Pour tout s > Oil existe un reel x0 = xo(e) tel que pour x ^ x0 on ait

x* x*
(\ogx)*+E < , , ? / l ( r t ) < C Oogx)V(loglog*)

oil c est une constante absolue effective et oil Von a

log (e log 2)
a = 1 - - ^ — = 0-0860....

log 2

THEOREME 2. On a laformule asymptotique

n^x 12 log;

THEOREME 3. La densite naturelle de Vensemble des entiers n tels que

(pM,p2(n))= 1
est egale a 1.

Notations.

f(x) < g(x) s ignified) = 0(gix)).

[x] designe la partie entiere du nombre reel x.

ia, b) designe le plus grand diviseur commun des nombres entiers a et b.
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a | b signifie " a divise b " .

S(n) designe la quantite (pi(n), p2(n)).

Cl(n) (resp. ft>(«)) designe le nombre de facteurs premiers de I'entier n comptes
avec (resp. sans) leur ordre de multiplicite.

TCi(x) designe le nombre d'entiers n inferieurs a x tels que Q.(n) = i et on note
n(x) la quantite n^x).

La lettre p dans une sommation designe toujours un nombre premier.

Remarque. On peut aussi considerer les fonctions px{n) et p2(ri) comme les
solutions du probleme d'optimisation suivant: etant donne un rectangle de surface n
comment doit-on choisir les diviseurs dt et d2 (tels que dx d2 = n) mesurant les
longueurs des cotes pour que le perimetre soit minimal? Cette interpretation geo-
metrique suggere la generalisation aux fonctions piik (1 ^ i ^ k) definies pour un
entier k superieur a 2 par:

k

(a) I ! Pi, k(n) = n

fc(n) < P2,M ^ ... ^ pk>k{n)

* 1 * 1
(c) I — = min £ —.

i=zl Pi,k\n) di...dk=n i = l dt

Nous ne donnerons pas ici de proprietes concernant ces generalisations.

2. Demonstration du theoreme 1

Dans l'article [1] paru en 1960, P. Erdos donne une minoration asymptotique
de la quantite

A(x) = card {n ^ x: n = uv; u, v ^ y/x}
soit

P o u r x

ou a a la valeur donnee dans l'enonce du theoreme 1.
En fait cette minoration est obtenue en minorant le nombre d'entiers qui sont

produits de deux entiers de l'intervalle [\s/x, y/x]. Comme ces entiers n verifient
Pi(«) ^ W ^ o n obtient immediatement la minoration du theoreme 1, soit

La majoration utilisera le lemme suivant dont la demonstration peut etre trouvee
par exemple dans [3; Lemme 1.3.2].
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LEMME 1. Pour 0<b<\<aona lorsque x tend vers Vinfini

x"
(i) £ — =0{eaxa-axx-±)

nZax n\

(ii) £ — = 0{ehxb-bxx-±).

Posons alors pour tout entier k tel que k ^ log log x/log 2

l -Jx y/x )
ux(k) = card In < x : 3 d \ n — < d < — J.

Pour evaluer ux(k) nous decomposons

ou les entiers n comptes dans ux
1(k) (resp. ux

2(k)) sont les entiers n comptes dans
ux(k) avec la condition supplementaire

log log x i log log x\
Q(n) < ——— resp. Q(«) ^ .

log 2 V log 2 /

La majoration suivante est due a Hardy et Ramanujan (voir [2]).
Pour i < c log log x on a

, . . , x (log log xV"1

^((x) ^ c (1)
logx (i-1)!

ou c est une constante quelconque et c' ne depend que de c.
Ceci nous permet, grace au Lemme 1, de majorer w^1^): en effet, on a, en posant

v = log log x/log 2

x (2 log log xY

• (2 !og 2)log l08

(2)

Majorons maintenant ux
z(k).
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En prenant c = 4/log 2 dans (1) on a

, x (log log A:)'"1

ux
2(k)< Z * V +R2(x) (3)

log A; (I — 1)!

avec
R2(x) = card {n ^ x: Q(«) > 4v}.

Le terme principal de la majoration (3) est, d'apres le lemme 1,

ol ^ V
Uog a xV( log logx) /

De plus, si n est compte dans R2(x) ou bien co(n) ^ 2v, ou bien w(n) < 2v.
Dans la premiere eventualite, on a:

d(n) = card {d : d \ n} > 2co(n) ^ 22v = log2 x

done le nombre correspondant d'entiers n est majore par

1 2x
d(n)<- .log X n$x

Dans la seconde eventualite n est multiple de /2 avec fi(/2) > 2v. Des inegalites

/ 2 ^ 2 n ( ' 2 ) ^ 2 2 v = log2x

on deduit done que le nombre correspondant d'entiers n est majore par

[ x *| x

/2 J log*On a done finalement

Ri(x) < - 7 ^ - . (4)

logx

Les inegalites (2), (3) et (4) montrent done que Ton a

x 1
ux(k) « . (5)

log" x VOog log x)
On deduit alors la majoration du theoreme 1 en remarquant que pour k0 — [v] on a
l'inegalite

Jx x*
+ W+

3. Demonstration des theoremes 2 et 3

La demonstration du theoreme 2 repose sur les deux lemmes suivants.
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LEMME 2. Si n est un entier infer ieur ou egal a x et si pour un entier k positif on a
p2(n) > xik + m2k+1\ alors Q(p2(«)) ^ k.

Demonstration. Posons p2(n) = ax...ak+x avec ax < a2 ^ ... ^ ak+l on a
«i ^ P2(«)1/(k + 1)

5 done a2a3...ak+1 > p2(n)m+1) > x
m2k+1) > px(n). Le produit

a2--ak+i e s t done un diviseur de n strictement superieur a px(n), il est done superieur
ou egal a p2(n), ce qui montre que a2...ak+x = p2(n) et que ax = 1.

LEMME 3. Soit p un nombre premier p > x* et k un entier positif. On a Vimplication

kp < x=> p2(kp) = p.

C'est clair puisque les seuls diviseurs de kp superieurs a sa racine sont les k'p
avec k' \ k.

Soit alors

d'aprds le lemme 2, pour k=\. On a done:

S(x)= £

ou a(p) = card {n ^ x : p2(«) = p}.
Le lemme 3 montre alors que a(p) = [x/p], on a done

Les estimations classiques de 7T(JC) permettent alors d'en deduire le theoreme 2 (voir
[3; Chapitre I]).

La demonstration du theoreme 3 repose sur le lemme suivant.

LEMME 4. Soit m un nombre entier plus grand que 1 et p un nombre premier; on a
V implication

p 15{mp2) => px(m) > J(m/p).

Demonstration. Si p | d(mp2) posons

p2{mp2) = pm2.

On voit immediatement que mx = px{m) et m2 = p2(mi), ce qu'on peut encore ex-
primer par l'implication

d | mp2 =>d + mp2/d ^ pp x (m) + mp/p x (m).

Supposons px(m) < y/(m/p): on verifie alors que Ton a

p2(m) > ppx(m)
et

2 < ppx(m)+ mp/px(m)

ce qui apporte la contradiction souhaitee.
Les techniques de la demonstration du theordme 1 permettent d'autre part de

montrer le resultat suivant.
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LEMME 5. // existe line constante absolue c telle que pour tout a> 1 et tout y ^ 3
on ait

[ yfn\ y
card In ^ y : Pi(») > } ^ ca

I a )
Posonsalors, pour tout x ^ 3, et tout nombre premier p

T,(x) = £ 1 = 1 1
p | d\n) p

il nous suffit de montrer que
S TJx) = o(x)

or on a
Tp(x)

p() I
^x/p2

) V (
d'ou les majorations (l'exposant ^ n'est pas fondamental ici)

p ^ x* => Tp(x) ^ c

p ^ x* => Tp(x) ^ x/p2

ce qui montre finalement:

= o(x).
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CORRIGENDUM A MON ARTICLE
"SUR DEUX FONCTIONS DE DIVISEURS"

GERALD TENENBAUM

Je tiens a remercier ici K. Norton de m'avoir signale une erreur dans
l'article [3] et de m'avoir indique comment retablir la demonstration.

La formule (1), page 523, n'est pas valable pour toute constante c mais seulement
pour c < 2 [1]. Elle est en fait fausse pour c > 2, comme le montre le resultat de
Selberg [2]: pour tout 8 > 0 et

(2+<5) log log x ^ i ^ clog log x,

on a

7r,(x) ~ cl(x log x) 2~'.

La demonstration de la majoration

ux\k)
log" *V (log log*)

doit etre modifiee comme suit:
Dans la formule (3) et la definition de R2(x) on remplace 4 par 1,3. Cela permet

d'appliquer le lemme 1 avecc = l,3/log2 < 1,9; on obtient la meme majoration pour
le terme principal. Pour le terme complementaire, on montre la majoration

en appliquant le meme dichotomie mais par rapport a la valeur 1,1 v au lieu de 2v.
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