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S u r  l a  c o n c e n t r a t i o n  m o y e n n e  d e s  d i v i s e u r s  

GI~RALD TENEN~AUM 

1. Introduct ion  

Dfi h Paul L4vy, le concept de fonction de concentration date de 1937. I1 s 'est 
av6r6, depuis lors, un outil fructueux de la Th4orie des Probabilit6s [7]. La 
fonction de concentration Ox d 'une variable al4atoire X est d4finie par la relation 

Ox(l)=supProb(u<X<~u+l) ,  ( / >  0). 
u ~ R  

Nous nous int6ressons ici h un cas particulier d'essence arithm6tique qui 
apparMt naturel lement dans le cadre de l '&ude de la structure multiplicative des 
entiers. Soit D .  la variable al6atoire discrete qui prend, pour chaque entier n, les 
valeurs log d, lorsque d parcourt  l 'ensemble des diviseurs de n, avec probabilit4 
uniforme 1/r(n).  Notons ~ ( n )  la valeur en l =  1 de la fonction de concentration 

de /9. et posons 

a (n) = r ( n ) ~ ( n )  = max card {d : d ] n, e" < d ~< e"+l}. 
u 

L'&ude  arithm4tique de A(n) est particulihrement riche et d61icate. 
La question de l 'ordre normal de A(n) est sous-jacente dans la vieille 

conjecture d 'Erd6s  affirmant que presque tout entier n posshde au moins deux 
diviseurs d, d ' ,  tels que d < d' <~2d. Cette conjecture a 6t6 r4cemment  r6solue 
dans [9]. On connMt m~me un encadrement  relat ivement pr4cis de l 'ordre normal 

de za(n): on a pour  presque tout n [9, 10] 

(log log n) "~ < A(n) < q/(n) log log n 

pour  toute constante , / < - l o g  2/log ( 1 -  l / log 3) = 0.28754 . . . .  et toute fonction 

qJ(n) tendant  vers l'infini. 
Abord4e  dans [1, 11], l '4tude de l 'ordre moyen de A(n) a 6t6 4clair4e sous un 

angle nouveau dans un important  travail de Hooley [8], datant de 1979. L 'au teur  
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y montre que le comportement  asymptotique de la quantit6 

S(x)= ~ a(n) 
r l  ~ x  

intervient de mani~re cruciale dans plusieurs questions classiques, appartenant ~t 
des domaines vari6s de la Th6orie des Nombres, comme le Probl~me de Waring 
ou l 'Approximation Diophantienne. 

Cependant,  alors que l '6tude analogue pour  ~ ( n ) =  A(n)/,r(n) est susceptible 
d 'un traitement satisfaisant par une m6thode 616mentaire simple [5] conduisant h 
l '6valuation 

~ ( n )  = x(log x) -(1/2)+~ 
r t ~ x  

la d6termination du v6ritable ordre grandeur de S(x)  se r6v~le particuli~rement 
ardue. 

Dans [8], Hooley 6tablit, par  une m6thode de transformation de Fourier, la 
majoration 

S(x) << x(log x) (4/'~)-x 

et l 'exposant de log x a 6t6 successivement am61ior6 dans [5], [6], jusqu'h la 
valeur 0.21969 (pour m6moire, (4/7r)-  1 = 0 .27323. . . ) .  Ces majorations sont tr~s 
61oign6es de la meilleure minoration connue pour S(x), 

S(x)  >> x log log x, 

6tablie dans [5]. 
A d6faut d 'apporter  une r6ponse optimale au probl~me, nous nous proposons 

ici de montrer  que S(x) /x  est effectivement de l 'ordre d 'une fonction 5 croissance 
lente de log x. 

Tt - IEOREME.  On a pour x >I 16 

S(x)  < xZe(log x) 

oi~ ~ d~signe la fonction ~ croissance lente d~[inie par 

2g(u) = exp ic0x/log u �9 log log u} 

pour une constante absolue positive convenable Co. 
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La plupart  des applications d6velopp6es par Hooley dans [8] subissent ipso 
facto une am61ioration de m6me qualit6. D6finissant pour  u assez grand 

5f'(u) = exp {c~x/log u �9 log log u} 

off c~> Co, on obtient ainsi que l'in6galit6 

IIn20 - 3'11 <~ (~ ' ( log  n)/n)~/2 

poss6de, pour  tout irrationnel 0 et tout r6el 3/, une infinit6 de solutions enti~res n 
(llxll d6signant, comme c'est l 'usage, la distance de x h l 'ensemble des entiers). 
Une autre cons6quence porte sur l 'estimation du nombre  v(x) des entiers <~x 
repr6sentables comme somme d'un carr6 et de deux bicarr6s. On obtient Fen- 
cadrement  

x/Sf'(log x) < u(x) < cx, (x > xo). 

Pour certaines applications, toutefois, Hooley a introduit les g6n6ralisations 

A, (n)=  max card{d1 . . . . .  dr l : d ~ " ' d r - l [ n , e  u,<di<~e u~+l,(l~<i~<r)}. 

(On a donc A =A2, La valeur moyenne  de a,(n) ,  r~>3, a 6t6 consid4r4e, outre 
l 'article initial de Hooley,  dans [4, 5, 6].) En particulier, c'est le r6sultat concer- 
nant  a3(n) qui est utilis6 par  Hooley pour  am4liorer la majorat ion de la fonction 
rs(n) 4gale au nombre  de repr6sentations de n comme somme de 8 cubes. I1 est 
probable  que la m6thode du pr6sent article soit 6galement pertinente dans le cas 
des fonctions A. Toutefois,  certaines difficult6s nouvelles apparaissent lorsque 
r/> 3, et nous avons pr6f4r4 repor ter  cette 6tude ~ un travail ult6rieur. 

La technique d6velopp6e ic ies t  assez semblable ~ celle de [10]. Elle prochde 
d 'un double principe. Un premier  aspect, contingent, r6side dans le fait d 'ap-  
procher  a ( n )  par  les normes-L  q successives de la fonction a ( n , u ) =  
card {d : d ] n, e" < d ~< e"+l}. Un second, fondamental ,  consiste ~ r6duire la ques- 
tion initiale ?~ l '4tude, par rdcurrence sur l 'entier k t> 1, du sous-problhme obtenu 
en rempla~ant n par  le produit  de ses k plus petits facteurs premiers.  

L ' au teur  tient h exprimer ici ses remerciements h Richard R. Hall  pour son 

aide lors de la pr6parat ion de cet article. 
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2. Notations et conventions 

La lettre p d4note exclusivement un nombre premier. Pour chaque entier n, 
on note ~'(n) le nombre de ses diviseurs et oJ(n) le nombre de ses facteurs 
premiers distincts, dont  la suite ordonn6e est d6sign6e par 

pl(n) < p 2 ( n )  < "  �9 �9 < po,(n). 

On pose P-(n)= pl(n), P+(n)=p,,,(n), ( n >  1). Par convention, P - ( 1 ) =  +~, 
P + ( 1 )  = 1. 

Pour x >i 10, 1 ~< n ~< x, on pose 

logx 
xl = exp [(log log x)2J 

et l 'on d4finit la quantit~ 

K=K(n, x ) - - m a x  {k : 1 ~< k ~<~o(n), pk(n) ~<Xl}. 

On note alors 

t I I  pj(n), (si k<~K) 

nK, (si k > K). 

Pour  chaque n, le nombre nk est donc un entier sans facteur carr6 (i.e. 
~z(nk) 2 = 1 off ~x est la fonction de M6bius) ayant au plus k facteurs premiers, tous 
~ x  1. 

On d6signe par Ak l 'ensemble des entiers a satisfaisant ~t 

(Ak)JP (a)~xl, 
l o ~ ( a )  = k. 

Posant 

L=L(x)=[51oglogx], (x~> 10), 

nous convenons que le symbole Y~' d6signe une sommation portant  sur t ous l e s  
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entiers n satisfaisant 
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f n ~ x ,  

2 

I 

(K(n, x) <~ 2L. 

Pour la variable enti~re n >/1, on d6finit les fonctions arithm6tiques 

A(n,u)=card{d:dIn,  e~<d<~eU+l}, ( u ~ ) ,  

A(n) = max A(n, u) 

Mq(n) = A(n,u)qdu, (q>~ 1), 

{ (max d~] ~< } 
M*(n) = card da . . . . .  dq [ n :log \ ~ / ~  1 , (q/> 1), 

Nq,j(n, v) = A(n, u)~A(n, u - v )  q-j du, ( l ~ j  ~q ,  v eR), 
- - a c  

et les fonctions sommatoires 

S(x) = Y. a ( n )  

Sl(X)= Y. u(n)2a(n) 
r t  ~ - x  

s'~(x) = ~ '  a(n~).  (k >t 1) 

Tk.,(x) = Y~' M,(n~) TM, (k. q i> 1). 

La lettre c, avec ou sans indice, d6signe une constante absolue positive. Sauf 
indication contraire explicite, les constantes impliqu6es par l'utilisation des sym- 
boles << de Vinogradov et O de Landau sont absolues. L'6criture 

X ~ Y  

signifie: X<< Y et Y<< X. 
Enfin, nous convenons, comme c'est l'usage, qu'une somme (resp. un produit) 

vide est nulle (resp. 6gal h 1). 
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3. Le•meS 

Dans cette section, nous nous proposons d'&ablir, ou de rappeler, les prin- 
cipales assertions auxiliaires qui nous serons utiles dans la suite. 

Nous commen~ons par deux r6sultats classiques de Th6orie Analytique des 
Nombres.  Le premier est une forme faible, susceptible d 'une preuve 614mentaire 
simple, d 'un r6sultat de Halberstam et Richert [2]. Le second est un outil 
fondamental de la Th6orie du Crible (cf. par exemple [3] p. 201). 

L E M M E  1. Soit  f une fonction multiplicative r~elle sat is faisant  

O ~ f ( p  ) ~ h l h 2 ,  ( u =  1,2 . . . .  ), 

avec ~ ~ > O, 0 < ,k2 < 2. Alors  on a pour x >i 1 

E/(n) <<,,.,=x I-I (l-p-') ~ f(p")p-~ 
n ~  p ~ x  v = O  

LEIVI1VIE 2. Pour 2 ~ y ~ c ~ x ,  on a 

X 
card {n ~< x : p.(n) 2 = 1, P - ( n )  > y} log y 

L E M M E  3. Pour 1 <~ k <~ L,  a ~ Ak ,  on a 

~ '  1>( x (1) 
,k=a a log P+(a) " 

l~rnonstrat ion .  L e  membre de gauche de (1) est 5gal h 

c a r d{  b~<x } : ~ ( b ) 2 =  1, e - ( b ) > e + ( a ) ,  K(b ,  x )<~2L - k  . (2) 
a 

Comme P+(a)~<Xl, on a pour  x assez grand 

a <~ x~ < c l x / x l .  

D'apr~s le Lemme 2, on obtient donc, en notant  X la fonction caract6ristique des 
entiers b tels que /~(b) 2= 1, P - ( b ) >  P+(a),  

Y. x(b)>( x (3) 
b-~/, a log P+(a)"  
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Cela implique la majora t ion  contenue  dans (1). Pour  6tablir la minorat ion,  il 

suftit de r emarquer  que le cardinal (2) est au moins  6gal 

Y'. x(b)-  Y. x(b). 
b ~-.x/a b ~ x l a  

t o ( b ) ~ L  

La seconde  s o m m e  est major6e  pour  tou t  y >i 1 par  

x(b)yO~b)_ L <<y ,. x 
b~,/a a uog  P+(a))  y 

(log x) y-a-'~ lo~ ~, 

d 'aprbs  le L e m m e  1. Le  choix opt imal  y = 5 rend n6gatif l ' exposant  de log x et 

fournit  donc  une es t imat ion d ' o rd re  inf6rieur au membre  de droi te  de (3). Cela 

implique le r6sultat  annonc6.  

L E M M E  4. On a uniform~ment pour t ~ O ,  x>~2, et k <~L 

Y. ~(n)a( log ~ (n) ) - '  <~ czxe ~,'(1 + t) -k. (4) 
r t ~ x  

K ( n , x ) ~ k  

D~monstration. Le m e m b r e  de gauche de (4) est 6gal h la somme triple 

Z 0og p)-' Z Y. a 
p m h 

avec les condit ions de sommat ion  

f 
mph <~x, t~(rn) 2 =  w(h) 2 = 1, 

~o(m)= k - l ,  p~<xl,  

P+(m) < p < P-(h). 

(5) 

Notons  que l ' on  a pour  x assez grand 

pm <~ x~ <~ x~ < clx[xl. 

On peu t  donc  est imer la s o m m e  en h par  le L e m m e  2, soit 

a mp log p " 
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De plus, on a, g p fix6, 

~ 1 < _ _ _ _ ~ 1  ( V l '~k-l<~ ( l~176 p--+c3)k-I 

m ( k - l ) !  \p~pp']  ( k - l ) !  

On peut  donc majorer  la somme triple par 

O x (log log p + c3)k--l~ 

J 

<< x [ ~ (log log v + C3) k-I 
(k - 1)! Je v(-~og ~ dv x_ I:(w+c3)k_Xe_O+,)Wdw, 

(k 1)~ 

maintenant z = avec le changement de variables w = l o g l o g v .  Posons 
(1 + t)(w +c3). La derni~re majoration ne d6passe pas 

x (1 + t)-kFZk-leC3(l+')-= dz = xeC~(l+')(1 + t) -k. 
( k - l ) !  Jo 

Cela complete la d6monstration. 
Notre m6thode de majoration de S(x) repose essentiellement sur l '6tude en 

moyenne des normes-L q de A(nk, u) par le biais d 'une double r6currence, en k et 
q. Les trois 6nonc6s qui suivent constituent les in6galit6s fondamentales qui nous 
permettront  d 'entreprendre la rfalisation de ce programme. 

Le r6sultat suivant a 6t6 6tabli dans [10] (Lemma 6). 

(6) 

(7) 

(8) 

L E M M E  5. Pour n, q>1 1, on a 

a (n) <~ 21+l/qMq(n) TM 

/W~q(n) ~< 2"Mq (n). 

C O R O L L A I R E .  Pour n >t 1, 1 <~ q <~ r, on a 

M,(n)  1/" <~21+1/"Mq(n) TM. 

D~monstration. On a 

I2 M,(n)  = A(n, u)" du <~A(n)r-qMq(n) 
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d 'o6  par (6) 

M, ( n ) <~ 2~'-"~ ' + '/q) Mq ( n ) 1 +~'-"~/" 

<~ 2r(l+ l/q)M,(n )'l,, 

ce qui 6quivaut au r6sultat annonc6. 

L E M M E  6. Pour n >~ l, q >~ 2, et l ~ j <~q - 1 ,  on a 

Ms(n) <~Mq(n) ~ '~r(n) ("-i~/~"-'~. (9) 

D6monstration. On a 

Ml(n) = A(n, u) du = t-(n). (10) 

Le r6sultat est donc vrai pour  j =  1. Si ] i>2, il d6coule encore de (10) en 
appliquant ~ l ' int6grale Mi(n) l'in6galit6 de H61der, avec exposants (q - 1 ) / ( j -  1), 

(q - 1)/(q - ] ) ,  pour  la d6composition 

A(n, u) i = A(n, u)q(J-')l~q-1)A(n, u) (q-i~/(q-l~. 

L'~nonc6 suivant est une 6valuation technique qui permet t ra  d'6tablir,  au 
Lemme  8, l'in6galit6 de r6currence constituant le principe de base de la m&hode.  

L E M M E  7. Pour a >_ l, q, z >- 2, l <-- j <- q - 1 ,  on a 

log p)l/,  << Mi (a) p~:~ N,.~(a, q( M. i(a)llogz) TM. (11) 

D~monsiration. Appliquons l'in6galit6 de H61der avec exposants q, qi(q - 1), en 

d6composant  le sommant  de (11) sous la forme 

( l ~  Nq.s(a, log p)) '/q(p-'(log p)-'s~-l') ~q-~''q. 

On obtient que le membre  de gauche de (11) ne d6passe pas 

(~o ~ - ~  Nq,,(a, log p)) 'sq(o~> P-'(log p)-' / 'q-") ~q-x~/q. 
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Le Th6or6me des Nombres Premiers permet  de majorer  le second facteur par 

O(q(log z)-l/q). 

l] suffit donc de montrer  

log P Nq, j(a, log p)<< 2qMj(a)Mq_i (a). (12) 
p P 

Le membre de gauche de (12) s'6crit encore 

u) j ~ A - log p)q-i 1 p zl(a, (a, u du. (13) 
o 0  p 

En d6veloppant A(a, u - l o g  p)q-J comme une somme multiple et en intervertis- 
sant les sommations, on constate que la somme int6rieure en p dans (13) vaut 

~.* ~ { !~P:u- log(mindi )<logp<-u- log(max~)+ 1} (14) 
dl....,a,_j [ a 

Off l'6toile signifie que la sommation porte sur les ( q -  j)-uples de diviseurs de a 
tels que log (max dJmin d/.)-< 1. (On a donc 

~. 1 = M~q_i(a) <-- 2q-JMq_i(a) (15) 
a~,...,~_j I a 

d'apr~s (7)). 
Le Th6or~me des Nombres Premiers, sous la forme faible 

~. log p=  log x + O(1) 
o-~x P 

montre que l 'expression (14) est 

o(~-i(a)). 

En reportant  dans (13) et en faisant appel ~ (15), on obtient bien la majoration 
souhait6e (12). 
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L E M M E  8. Pour x, q >- 2 et l <-- k <-- L, on a 

Yk+l.q(x)<--21/qTk,q(x)+c4qqt I E' 
i ~ 1  K ( n , x ) ~ k  

log pk(n) / (16) 

EMraonstraaon. Si K(n, x ) >  k, on a 

A(nk+x, U) = A(nk, U)+A(nk, u - - l o g  pk+l(n)) ,  (u  E~) .  

En 6levant cette identit6 h la puissance q et en int6grant relat ivement h u, on 

obtient  

"(7) / ~ ( n k + l )  = 2Mq(nk) + ~ N,~j(nk, log Pk+l(n)). 
j= l  

(17) 

D 'oh,  par  l'in6galit6 de Minkowski 

q - - 1  

Mq(nk+a) TM --< 2a/q/~(nk) a/q + 2  ~ Nqj(nk, log l~+ltn))" ,~vq. 
j = l  

(18) 

Sommons  l'in6galit6 (18) pour  t o u s l e s  entiers n satisfaisant (~') et tels que 
nk = a ~Ak,  en omet tan t  le second terme de la majorat ion si K(n, x)= k - c e  qui 

est licite puisqu'alors nk+l = nk. 11 vient 

q - - 1  

Y . ' / ~ ( n k + l )  TM --< (2Mq(a)) vq ~ '  1 + 2 
rtlt = a  n k = a  i = l  

La somme int6rieure s'6crit encore 

~'  Nqa(a, . ,,1/q logpk+ltn))  �9 (19) 
rl, k ~ a 

K ( n , x ) > k  

E Nqi(a,l~ llq E' 1<< X E 1Nqd(a,l~ l/q, 
P+~,~)<p~,,1 " ,~.1=aP a log P+(a) p>P+~,o P 

d'apr~s le L e m m e  3. On notera  que la condition K(n, x )>  k est impliqu6e par  
nk+l = ap. Appliquons le L e m m e  7, pour  majorer  la somme en p, et  le Lemme  3 

sous la forme 

<< 1. 
a log P+(a) ,~=, 

On obtient  que la somme int6rieure du second terme du membre  de droite de 
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(19) ne d6passe pas 

lc4q(Mj(a)Mq_j(a)/log P+(a)) 1/q Y~' 1. 
n k =tl 

En repor tant  dans (19) et en sommant  pour  a ~ Ak, il vient 

q--I E '  (MJ(~lk)Mq-j(nk)~ 
E '  Mq(nk+l) 1/q~21/q E'  Mq(nk) l /qq-cnqE \ ~ o g p - ~  ] 

K(n,x)~k K(n,x)~k i = l  K(n,x)~k 

Cela implique la majorat ion annonc6e, en consid6rant la relation 

E' Mq(nk+l) 1/q = E'  Mq(nk)l/q<21/q Y~' M,  fnk," 'l/". 
K(rt,x)<.k K(n,x)-<k K(n,x)<k 

1/q 

4. Premiere r~duction du probl~me 

Pour des raisons purement  techniques, il est agr6able de remplacer  S(x) par 
une somme por tant  sur des nombres  sans facteur carr4, dans laquelle les argu- 
ments de la fonction A ont au plus L facteurs premiers,  tous --<x 1. Le r6sultat 
suivant, auquel nous consacrons cette section, montre  qu 'une  telle substitution 
peut  s 'op6rer  au prix d 'un facteur multiplicatif O((log log x)2). 

et 

P R O P O S I T I O N  1. On a pour x >-2 

S(x)<< x max 

Sl(x) << (log log x)2S'L(x). 

Preuve de 

(20) 

(21) 

(20). Dans un premier  temps,  nous 6tablissons, par souci de 
compl&ude,  la majorat ion 

S(x)<< ~ x  Y~ ~(n)ZA(n) 
log x , ~  n 

qui est implicitement contenue dans [8] (pp. 119 et 126). 
Pour  m, n - 1, on a 

A (ran) <-- r (m)A (n). 

(22) 

(23) 
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Cela d6coule de l'in6galit6 fonctionnelle 

A(mn, u) < _ ~ A(n,u-- logd),  (m,n>--l ,u~N), (24) 
dlrn 

(qui devient une 6galit6 lorsque (m, n) = 1). Pour 6tablir (24), il suffit de remar- 
quer que chaque diviseur de nan s'6crit au moins une fois comme produit d'un 
diviseur de m par un diviseur de n. 

Gardant  (23) h l'esprit, on peut 6crire 

(logn)A(n)= ~ A(d)zi(md) < - ~ a(m) ~ A(d)T(d)<<x ~, a(m) 
n:~x m d ~ x  m~--x d"::x/m rn~x m 

Comme on a 6galement 

( x )  y~ A(n) 
Y. log A(n)<--x 

n ~ x  n ~  r[ 

il vient 

x A(n) (25) 
S(x)<<i~-xg x L n 

Utilisant la d6composition canonique de chaque entier rn sous la forme n = m d  2, 
~(m) 2= 1, on peut 6crire 

~. Zl(n)_ ~. ix(m)2a(md2) < ~. p.(m)2zi(m) ~ v(d 2) 

rn~-~=x d 2  n ~ x  12 md2.,~x md 2 - -  m d = l  

En reportant  dans (25), on obtient 

S ( X ) ( <  x d S l ( Z  ) _ S l ( x )  + 

z log x log x z 

&off l 'on d6duit ais6ment (20). 

Preuve de (21). I1 est clair que presque tous les  entiers sans facteur carr6 -<x 
satisfont la troisi~me des conditions (Y'). D'og 

~.' 1 >> x. (26) 
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Cela 6tant, on a 

s,(x)<_Y.'a(.)+ Y. ~(.)2~(,). 
n ~ x  

~(n )>2L  

La seconde somme est major6e,  pour  tout y >-1, par  

}-'- (2Y)~ - ~  <<7 x(log x) 2y-l-l~176 
tl  ~ ; x  

d'aprbs le L e m m e  1. Pour  y = 5, l 'exposant  de log x est n6gatif. Compte  tenu de 
(26), on obtient  donc 

Sl(x)<< Y.' a(n). (27) 

D6signons par a (resp. b) un entier g6n~rique satisfaisant 

a e  10 Ak, (resp. tz(b) 2= 1, P-(b)>xl) .  
l : ~ k  ~ ; 2 L  

Pour  x assez grand, on a 

a <- x~'-<- c lx lx l  

Maintenant,  on a d 'une part  

a b ~ x / a  a a l o g  x 1 ' 

d'aprbs le L e m m e  2. D 'au t re  part,  en utilisant (23), 

b r~xla 

�9 -- x log x ~. xA(a) 
<< L A(a) ~------Z2 = (log log x) = (29) 

a a 0 o g  xo ~ a log xl 

oh la seconde majorat ion provient  du L e m m e  1. I1 d6coule de (28) et (29) 

Y.' a(n)<< (log log x) 2 }-7 a(n~:). (30) 
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Enfin, on peut  6crire, puisque nL = nr  si K-<L,  

S;(x) = Y.' a ( ~ )  = Y~' a ( n K ) -  Y~' (A(nK)-- Z~(n.)). 
K(rt, x)>L(x) 

Le derni~re somme ne d6passe pas 

~ '  2 " ( " ) -  < ~. (2y) '(")y -L <<, x(log x) 2~-1-51~ 
oJ(n)>L(x) r t ~ ; x  

pour  tout y -> 1. Comme le choix optimal y = 5 fournit encore un exposant n6gatif, 
on obtient grace ~ (26) 

Sc(x).--.~ A(nK). (31) 

I_~ r6sultat annonc~ d~coule alors de (30). 

5. F'm de la d~monstration du Th~or~me 

Posons 

T*,q(x) ~ '  + 2k/q). = (M~(n~)I"  

Le Th6or~me d6coule de l 'estimation suivante. 

L E M M E  9. Pour x, q >- 2, et 1-< k -< L, on a 

, 1/. (32) Z*+l,a(X ) < Zk,q(X){2 + C5q2(9) -klq("-l)} 

Avant de prouver ce r~sultat, montrons comment on peut en d~duire la 
majoration annonc6e pour S(x). 

D'apr~s le Lemme 5 et la Proposition 1, on a 

Sl(x) << (log log x)2T~L,q(X ) (33) 

pour  tout q --> 1. Nous allons majorer  T*L.q(x) pour la plus grande valeur possible 
de q en utilisant d 'une part (32) et d 'autre part l'in6galit6 

T*r(x)-<3T*.q(x), (2-<q-<r, k >- 1), (34) 

qui d6coule trivialement du Corollaire au Lemme 5. 
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La relation (32) implique l'existence d'une constante absolue c telle que l'on 
ait pour ko----- k -< L e t  q <-- (ck/log k) 1/2 

T'~+Lq(x) <-- eX/qT*q(x). (35) 

Posons  

ki = 2J, qi = [(cki/l~ ki)1/2], (] >- 1), 

et d6finissons I, J par 

[log k0] [log L]  
I = 1 + I_ l - - ~ g  2 J '  J = [log 2 J" 

On a 

T*.,~,(x) <-- ~ '  (4.2 k' + 2 k'/q') --< C6X 

et, pour  I<--]<J, d'apr~s (35) et (34), 

T~+l.q, (x ) <-- exp { ki/ qj} Tk*,.q, (x ), 

T~+l.q,+,(x) <-- 3T~,+,.q,(x). 

Cela implique 

"l-~k,.o. ,(x)<--c6xexp{Jlog3+~(kj/qj)} 
i=1 

--<x exp {c7(L log L) l/z} 

En appliquant alors ( L -  kj) lois (35), il vient 

T*L.q, (x) -----exp {(L - kj)/qj}T*uu,.q,(x) 

--< x exp {cs(L log L) 1/2} 

En reportant dans (33), on obtient donc 

Sl(x)  <-- x exp {C9(1og log x �9 log log log x) 1/2} 

d'ofi le Th6or6me, d'apr~s la premiere partie de la Proposition 1. 

Preuve du Lemme  9. Si K ( n , x )  >-k, on a ~(nk)=2  k, d'ofi par (9), pour 
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l < ~ j ~ q - 1 ,  

En repor tan t  dans (16), il vient 

Z' Mq(nk+,)'/q <_ 21/q ~' Mq(nk) TM 

+ caq =2k/(q-1) ~.' Mq(nk) (q 2)/q(q-1)(log Pk (n)) -1/q 
K(n,x)Z-~-~k 

d'oh en a jou tan t  ~ '  2 (k+l)/q aux deux membres  

T'~k+,,q(x) <- 2'/qT~d,q(x) 

+ c4q 22u/(q-l) Z '  (Mq(nk) TM + 2u/q)(q-z)/(q-1)(l~ Pk(n)) -l/q- 
K(n ,x )~k  

Si q -> 3, appl iquons l 'in6galit6 de H61der h la derni~re somme avec exposants  
( q -  1)/(q - 2), q - 1. En utilisant le L e m m e  4 pour  est imer le second facteur,  on 

obt ient  

~'  (Mq(nk) TM + 2k/q)(q-2)/(q-l)(log /gk(n)) -1/q 
K(rt, x ) ~ k  

1 - k  1/ (q-1)  

D e  plus, cette in6galit~ est ~galement  vraie pour  q = 2, toujours  d 'apr~s le L e m m e  

4. O n  peu t  donc  f inalement 6crire, pour  1 ~ k --< L, q >- 2, x >- 2, 

( 1 ~-kt(q-1)Xl/(q-1)T, [X)(q-7~)/(q 17 
T~+L,(x) <- 2~/qTk*.,(x) + cmq2\ l - ~ q ]  k,., �9 (36) 

Cet te  ma jo ra t ion  serait 6galement  valable pour  les fonctions Tu.q(x) au lieu de 

T~k.,(x). A c e  stade, cependant ,  nous utilisons la minora t ion  

T*q(x) --> 2 TM ~ '  1 >> 2k/qX (37) 

qui n 'es t  pas i m m 6 d i a t e  pour  Tk.q(x) car les nk n ' on t  pas n6cessairement  k 

facteurs premiers .  
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D e  (36) e t  (37),  o n  d 6 d u i t  

r / 1 \ --k/(q--1) "~ 
"I~k+1.q(x)~__r~k,q(X)i21/q+C,lq2(1- '~q ) 2-~q(q-1) 1 . 

L ' i n6ga l i t 6  s o u h a i t 6 e  (32) d 6 c o u l e  de  ce t t e  m a j o r a t i o n  p u i s q u ' o n  a p o u r  q ~-2  

2 ( 1 - 2 - ~ )  q ->-98 . 

C e l a  achSve  la d 6 m o n s t r a t i o n .  
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