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Oscillations localisées sur les diviseurs®

R. de la Breteche & G. Tenenbaum

Abstract. Let f be a real arithmetic function and

A(n, f) = sup

uwER, 0<v<1

. @

d|n
eu<d<eu+v
denote the corresponding generalization of Hooley’s Delta-function. We investigate
weighted moments of A(n; f) for oscillating functions f, typical cases being those of a non
principal Dirichlet character or of the Mobius function. We obtain, in particular, sharp
bounds up to factors (log x)o(l) for all weighted finite integral, even moments computed
on the integers not exceeding x. This is the key step to the proof, given in a subsequent
work, of Manin’s conjecture, in the strong form conjectured by Peyre and with an effec-
tive remainder term, for all Chéatelet surfaces. The proof of the main results rest upon a
genuinely new approach for Hooley-type functions.

Keywords: Hooley’s Delta-function, divisors, Dirichlet characters, Mobius function,
moments of arithmetic functions, concentration functions, Chéatelet surfaces, Manin’s
conjecture, Peyre’s constant, count of lattice points over algebraic varieties.
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1. Introduction

1-1. Problématique et résultats

Etant donnée une fonction arithmétique f, posons

A(n, fiu,v) = Z f(d), A(n;u,v):=An,L;u,v) (neN,ueR, v>0),
dln
eu<d<eu+v
An, f):= sup |A(n, f;u,0)],  An):= sup A(n,1;u,v) = sup A(n;u, 1).
u€ER, 0L<v<1 026151 u€R

Ainsi, n — A(n) n’est autre que la fonction, aujourd’hui classique, introduite par
Hooley [11] en 1979 — voir aussi [19]. A la base de sa «nouvelle technique », cette mesure
de la concentration des diviseurs s’est révélée un outil arithmétique tres performant et
les estimations obtenues dans la littérature, tant en ordre normal qu’en ordre moyen, ont
constitué les étapes décisives de nombreuses applications dans des branches variées de la
théorie des nombres. Il est a noter, en particulier, que la conjecture d’Erdés (voir par
exemple [6]) selon laquelle I'inégalité A(n) > 1 a lieu sur une suite de densité naturelle
unité a été établie par Maier et Tenenbaum en 1984 [13] apres avoir résisté pendant presque
un demi-siecle. On pourra consulter l’article [14] pour une vue d’ensemble actualisée de
cet aspect de la question.

* Nous incluons ici certaines corrections relativement & la version publiée.
2010 Mathematics Subject Classification: primary 11N37, 11140, 11N56 ; secondary 11D45.
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De récentes études ont mis en évidence que les généralisations A(n, f) apparaissent
naturellement dans des applications d’envergure lorsque f est une fonction arithmétique
oscillante, comme un caractere de Dirichlet réel non principal ou la fonction de Mobius.
De plus, il s’avere alors souvent nécessaire de considérer des moyennes pondérées dont
les coeflicients sont eux-mémes susceptibles de présenter des fluctuations arithmétiques,
comme le nombre des solutions modulo n d’une équation algébrique en plusieurs variables.

Nous nous proposons ici de prouver, dans un cadre relativement général, les estimations
requises au développement de ces applications.

Notre résultat principal® concerne I'évaluation asymptotique des moments pairs de
A(n, f), pondérés par une fonction arithmétique g. Nous commencons par décrire les
hypotheses effectuées sur le poids g.

Pour A > 0, ¢ > 0, n €]0, 1], nous introduisons la classe M 4(c,n) des fonctions arith-
métiques g multiplicatives, positives ou nulles, satisfaisant, pour une constante convenable
A > 0, aux majorations

(11) o) <A 1)
(1-2) (Ve >0) g(n) <. nf,

et, pour une constante y = y(g) > 0 convenable, & la relation asymptotique

(1-3) > 9(p) = yli(z) + O(we >0s™)"),

p<T

Ici et dans la suite, nous réservons la lettre p pour désigner un nombre premier. Nous
notons P I’ensemble de tous les nombres premiers.

Pour tout caractere de Dirichlet réel non principal y nous désignons par Ma(x;c,n)
la sous-classe de M (¢, n) constituée des fonctions arithmétiques g vérifiant, pour une
constante z = z(g) € R convenable, la relation asymptotique

(1-4) > x)g(p) = 2li(z) + O (we—Mos)")

p<T

Les relations (1-3) et (1-4) signifient essentiellement, sous une forme faible, que la suite
{9(p)}pep se comporte en moyenne comme une constante sur les classes de congruence
modulo le conducteur de x. Ainsi, si g vérifie (1-2) et (1-3), et s’il existe un entier m tel
que g(p) soit effectivement constant sur chaque classe de congruence de module m, alors
g € Mu(x;1,m) pour tout caractére non principal x et tout n < %, avec

1 1
V= oo > oA, = D dooxt@ D> A,

¥ 1<r<m 1<a<h 1<r<m
(r,m)=1 (a,b)=1 (r,m)=1
r=a (mod (m,b))

ou y(r) est la valeur commune des g(p) lorsque p = r (mod m) et b est le module de x. Ce
résultat découle immédiatement de la validité d’une région sans zéro de type Vinogradov—

Korobov pour les séries L de Dirichlet — cf., par exemple, [15].
Nous nous proposons de montrer le résultat suivant. Nous posons

yo=yo(t)=1t/(2*""=1)  (t>1)

et utilisons librement la notation z* := max{z,0} (z € R).

1. Il s’agit d’une version légerement plus précise de résultats communs exposés par le second auteur
a l’école de printemps Conference on Analytic Number Theory, Gottingen, avril 2010.



Oscillations localisées sur les diviseurs 3

Théoréme 1.1. Soient x un caractére de Dirichlet réel non principal, A > 0, ¢ > 0,
t>1,1€l0,1 et g € Ma(x;c,n) telle que y = y(g) > 0, 2(g) < 2> {1+ (1 —y/yo)"}.
Il existe une constante oo = a(g, x; ¢, t,n) > 0 telle que 'on ait

Si(x,x:9) == Y g(n)An, x)*
(1-5) n<e (z > 16).
< eom/log2 z logs x(log $)y—1+(22t_1y—y—t)+

Le facteur logg « peut étre omis dans le membre de droite lorsque y > yo(t).
Sit est entier, t > 2, y(g) > max{2'7%, 2yo(t)}, z(g) < 0, nous avons en outre

(1-6) Sz, x;9) K ze*V 10?32I(log35)221"717’_%_1 (x > 16).

Remarques. (i) On a 217% > 2yq(t) si, et seulement si, ¢t > 3. Lorsque ¢ = 2, la condition
de validité de (1-6) est donc y > %. Les hypotheses y > 217t et 2 < 0 impliquant (1-6)
lorsque t est entier pourraient étre sensiblement affaiblies en raffinant le Lemme 2.6 infra.
Nous n’avons pas recherché le meilleur résultat possible dans cette direction.

(ii) Nous avons concentré notre étude sur le cas t > 1, qui reflete le plus nettement
le phénomeéne de compensation spécifique aux oscillations localisées sur les diviseurs.
Cependant, lorsque % < t < 1, nos estimations fournissent immédiatement, via I'inégalité
de Holder, lexistence d’une constante a = af(g, x;¢,t,n) > 0 telle que l'on ait, pour
y(g) > 0et z(g) <1—min(l,y)/2,

(1-7) Sz, x:9) < JUe“\/m(log3:)3’_1+’5(y_1)+ (x > 16).

Le facteur logs x peut étre omis dans le membre de droite lorsque y > 1.
(iii) La condition z(g) < Z = Z(y,t) := 2172 {1 + t(1 — y/yo) "} est génériquement
équivalente a

(1-8) > x(n)g(n) < z(logz)”~".

n<x

Si, par exemple, on choisit g(p) = y + ex(p) avec 0 < ¢ < Z, alors z(g) = € et, en
vertu d’un théoreme de type Selberg-Delange (voir [21], th.II.5.2) la somme (1-8) vaut
{C + o(1)}z(logz)*~! ot C est une constante positive dépendant de €, y et x.

(iv) Lecas t = 1, 0 < y < 1, du Théoreme 1.1 est particulierement significatif. La
condition Z = 1 —y/2 reflete alors, sous une forme simple, la souplesse de nos hypotheses.
Ainsi, posons par exemple ¢g(2”) = 0 (v > 1), et, lorsque p > 2, g(p) = %{1 + x(p)},
g(p”) =0 (v > 1). En choisissant alors y comme le caractére non principal de module 4,
nous obtenons

(19) > gmAm,x)* = Y un)*(5)“MAM)? = z(logz) PN (2 = o),
ns neE

ou F désigne ’ensemble des entiers impairs dont tous les facteurs premiers sont congrus a
1 modulo 4 et w(n) désigne le nombre des facteurs premiers distincts d’un entier naturel n.
La minoration implicite dans (1-9) provient de 'inégalité (4-1) infra. On voit ainsi que
I'inégalité y(g) < % apparaissant, lorsque ¢ = 1, dans les hypotheses du Théoreme 1.1 sous
la contrainte supplémentaire z(g) = y(g) est optimale.

Il est intéressant de comparer la majoration (1-5) a celle des moments de la fonction A.
Il est en effet établi dans [8] que nous avons

Z yw(")A(n)t < z(log I)y—1+(2ty—y—t)+e{2\/7t+o(1)}\/logg zlogs x

n<x
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pour tous y, t fixés tels que t > 1, y > 0.%)) De plus, Pexposant de logx dans cette
majoration est optimal. Ainsi, pour le choix y = 1, ¢ = 1, nous constatons que A(n,y)
se comporte en moyenne comme +/A(n) : cela signifie que, dans les intervalles Je%, e 1]
ou le nombre des diviseurs de n est proche du maximum, les compensations dues aux
oscillations du caractere sont de nature statistique.

Nous conjecturons que I'exposant de logx dans (1-5) est optimal lorsque ¢ est proche
de 1 et que la majoration (1-6) est valable et optimale — & un facteur (logz)°") pres —
pour t = to, y(g) = yi1(t), 2(g) < 0, o tg < 2 et y;(t) est une fonction continue de ¢
vérifiant y; (t) > 2yo(t) avec égalité pour ¢ assez grand. Ces hypotheses sont certainement
confirmées lorsque t € N*, comme 'atteste ’énoncé suivant.

Théoreme 1.2. Soient x un caractére de Dirichlet réel non principal, y > 0, et t > 1.
Nous avons

(1'10) Z u(n)Qy“’(”)A(n; X)Zt > w(log x)y—1+max(2ty—y—t,22t71y—y—2t,0)'

n<x

Ainsi, nous pouvons écrire

(1-11) 3 uln)?y " Aln, x)? = a(log )y HM (5 0),

n<x

et, lorsque t € N, t > 2, y > max{2!7%,2¢t/(2%-1 — 1)},

(1-12) > un)*y* M An, x)* = z(log )2 2 =1o(1),

n<x

De plus, la relation (1-10) apporte Uinformation que l’exposant 2 est maximal sous la
contrainte que le moment correspondant de A(n,x) soit (logz)°™") lorsque 2 — oo.

Nous observons que la méme méthode permettrait, au prix de quelques complications
techniques standard que nous avons préféré éviter ici, de montrer que la minoration (1-10)
persiste, dans les hypothéses du Théoréme 1.1, en remplacant y*(™) par g(n) dans le
membre de gauche et y par y(g) dans celui de droite. Cette remarque est également
valable pour le Théoreme 1.5 infra.

Nos méthodes sont transposables sans difficulté au cas ou le caractere non principal y est
remplacé par une fonction multiplicative oscillante suffisamment réguliere sur I’ensemble
des nombres premiers. A titre d’illustration, nous énongons le résultat obtenu dans le cas
de la fonction de Mdbius.

Nous posons

s 2t
(1.13) A(t) = 2177/_7r 1146 49 = W (t > 0),

et notons d’emblée, A fins de référence ultérieure, que A(t) < 22¢=! pour tout ¢t > 1 avec
égalité si, et seulement si, ¢t = 1.

Théoréme 1.3. Soient A > 0, ¢ > 0, ¢t > 1, n €]0,1] et g une fonction multiplicative
a valeurs positives ou nulles, vérifiant (1-1), (1-2) et (1-3). Il existe une constante
a = a(g;c,t,n) > 0 telle que 'on ait

CHENT IR z g(n)A(n, p)*
< 1e0V1082 71085 7 (1 U= 1+ Ay —y—0)"

Le facteur logs = peut étre omis dans le membre de droite lorsque y > t/(A(t) — 1).

2. Voir [20] pour une amélioration de I’exposant 2v/%.
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Ainsi, la relation (1-11) est également valable en remplagant x par p. Au vu de ces
résultats, il est intéressant de déterminer si les quantités

(115) =D BITORNCRS D ST NG

tendent ou non vers 'infini avec x. La réponse est positive : Maier a en effet établi dans
[12] que 'on a, pour presque tout entier n,

(1-16) A(n, ) > (logy n)r0od)
avec
(1-17) Yo = (log2)/|log(1 —1/log3)| ~ 0,28754

et sa démonstration fournit la méme borne inférieure dans le cas d’un caractere réel. Nous
pouvons donc énoncer le résultat suivant.

Théoréme 1.4. Nous avons

> u(n)*An, p)* > z(logy )W (z = o0)

n<x

ol g est la constante définie en (1-17). La méme relation vaut pour A(n,x).
Notons que 'inégalité (1-16), a fortiori valable pour A(n), a été récemment améliorée
dans ce cas par Maier et Tenenbaum [14], qui établissent

A(n) > (logyn)1 oW
pour presque tout entier n, avec

1—1/log27

Bien que les complications techniques soient significatives, il est trés vraisemblable que la
méthode de [12] puisse étre intégrée a celle de [14] pour permettre de remplacer 7y par v,
dans (1-16) et dans le Théoreme 1.4.

Lorsque t > 1, nous pouvons minorer le moment d’ordre 2t de A(n, u) par une puissance
de logarithme strictement positive.

Théoréeme 1.5. Soient y > 0, t > 1. Nous avons

S )Py A, ) > alogyr YT (@ o),

n<x

Notons, cependant, que nous ne disposons pas de renforcement de ce dernier résultat
comparable & (1-10) pour les grandes valeurs de t.

1-2. Applications

Etant donnée une forme binaire P € Z[X,Y] de degré 4 et de discriminant non nul, tout
modele propre et lisse V' de la surface affine

y> + 2% = P(x,1)

est une surface de Chatelet sur Q. La conjecture de Manin propose un équivalent
asymptotique pour le nombre Np(B) des points Q-rationnels de la variété V dont la
hauteur n’excede pas une borne déterminée B. Elle a donné lieu ces dernieres années
a de nombreux travaux, notamment [16]. Considéré spécifiquement depuis 2005, le cas
particulier des surfaces de Chéatelet a donné lieu a une confirmation de la conjecture sous
certaines conditions de factorisation pour la forme P — cf. notamment [2] et [3].
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Désignons par r(n) le nombre de décompositions d'un entier générique n comme somme
de deux carrés et, pour toute une forme binaire P € Z[X,Y] de degré 4, introduisons la
quantité

Qp(¢) = Y, r(Px))

TEZ2NRp (£)

ou l'on a posé
(1-18) Rp(€) = {z e R?: 2|0 <& P(x) >0} (£>0).

L’évaluation asymptotique de Np(B) peut étre reformulée en termes d’estimations de
quantités plus générales, mais essentiellement de méme nature que Qp(§), sous réserve
d’une uniformité suffisante en divers parameétres, notamment les coefficients de la forme
P.

Tant pour Np(B) que pour Qp(§) et ses avatars, la forme du résultat asymptotique
conjecturé et les méthodes nécessaires pour l'obtenir sont subordonnées au type de
factorisation de P dans Q et & la nature des facteurs dans Q[i]. La liste suivante explicite
tous les cas possibles :

(i) P = L1LyL3Ly, ol les L; sont des formes linéaires de Q[X];

(ii) P = L1L2Q ou les L; sont des formes linéaires, et ) une forme quadratique
irréductible sur Q mais réductible sur Q[i] ;

(iii) P = L1L2@Q ou les L; sont des formes linéaires, et () une forme quadratique
irréductible sur Q[i] ;

(iv) P = LC, ou L est une forme linéaire, et C est une forme cubique irréductible
sur Q;

(v) P =Q1Q2, ou les Q; sont formes quadratiques irréductibles sur Q, mais dont
I'une au moins est réductible sur Q[i] ;

(vi) P = (Q1Q2 ou les Q; sont formes quadratiques irréductibles sur Q] ;

(vii) P est irréductible sur Q, mais est réductible sur Q[i] ;

(viii) P est une forme irréductible sur Q[z].

Le premier exemple d’une formule asymptotique pour Qp (&) lorsque £ — oo a été obtenu
par Daniel [7] pour le polynéme P(X,Y) = X%+ Y4, qui est du type (vii). A la suite de
ce travail, d’autres progres ont été accomplis.

Pour les formes de type (i), ’évaluation asymptotique de Qp(§) a été traitée par Heath-
Brown dans [10]. Les précisions nécessaires a ’approche de la conjecture de Manin ont
été obtenues dans [1], ce qui a effectivement permis Iestimation asymptotique de Np(B)
dans [3].

Les mémes méthodes fonctionnent pour le type (iv) : les évaluations de Qp(&) et de
Np(B) ont ainsi été obtenues dans [2]. Cette approche permet encore de disposer des
autres cas dans lesquels P est divisible par une forme linéaire, autrement dit les types (ii)
et (iii).

Quoiqu’ils n’aient pas été explicitement traités dans la littérature, les types (v) et (vii),
dans lesquels I'un au moins des facteurs irréductibles de P sur Q est réductible sur Q[i]
relevent des techniques précédentes.

Cependant, les types (vi) et (viii) ne se réduisent pas & ces approches antérieures et
des idées nouvelles sont nécessaires pour les aborder. Le Théoreme 1.1 (spécialisé avec
t =1,y =1) est la clef de voute des estimations asymptotiques obtenues dans [5] pour les
quantités du type Qp(§), qui nous ont & leur tour permis d’établir la conjecture de Manin
dans ces hypotheses.

A titre d’exemple, nous pouvons ainsi annoncer le résultat suivant.

Théoréme 1.6 [5]. Soit P € Z[X,Y] une forme binaire de degré 4, irréductible sur Q[i]
ou produit de deux formes quadratiques linéairement indépendantes et irréductibles
sur Q[i]. Il existe une constante Kp telle que I'on ait

2
(1-19) Qp(€) = K€ + o<(lg§)/) (€ - o).



Oscillations localisées sur les diviseurs 7

Le calcul de la constante Kp est explicité dans [5], ou I'on établit en fait une version
uniforme en fonction des coefficients de P.

Il est & noter que, dans le cas des factorisations de type (v) et (vii), on s’attend a une
relation asymptotique de la forme

Qp(€) ~ Kp€(log€)” (€ — o0),

ou r est le nombre de facteurs de P qui sont irréductibles sur Q mais réductibles sur Q[i].
L’évaluation asymptotique de Np(B) est en fait favorisée par la présence de tels facteurs :
des que r > 1, les estimations en moyenne de A(-, x) ne sont plus nécessaires pour évaluer
Qp(€) et confirmer la conjecture de Manin.

On a classiquement r = 4(1 % x4), ou x4 désigne le caractere de Dirichlet non principal
de module 4. La démonstration du Théoreme 1.6 fonctionne, mutatis mutandis, pour toute
fonction arithmétique du type 1 % x ou x est un caractere de Dirichlet réel non principal.
Cependant, ces résultats s’appuyent sur un théoreme de type Bombieri—Vinogradov pour
la répartition des ensembles R(€) dans les classes de congruence P(x) = 0 (mod d) qui ne
possede pas de généralisation suffisante pour étendre le Théoreme 1.6 a une plus vaste
classe de fonctions arithmétiques.

Comme annoncé plus haut, nous avons pu confirmer la conjecture de Manin en nous
appuyant sur des estimations uniformes de méme nature que (1-19). Ainsi, pour les familles
de variétés correspondant aux types (vi) et (vii), nous établissons dans [5] 'existence d’une
constante C'p telle que

Np(B) ={Cp +O((log B)""/1)1Blog B (B — o0).

Remerciements. Les auteurs prennent plaisir a remercier ici Helmut Maier pour son aide
lors de I’élaboration de cet article, notamment la vérification que sa preuve du résultat
principal de [12] s’adapte sans difficulté au cas d’un caractere de Dirichlet réel et non
principal.

2. Lemmes
Définissons
E(n):= min log(d'/d), E*(n):=min{l,E(n)}
dd’|n, d<d’

et posons
1
M, (n, x) ::/ /A(n,x;u,v)q dudv (n>1).
o Jr

Observons d’emblée que

(2-1) Magy(n, x) > log2 — %(log2)2 > n=1,q>1).

1
4

Cette minoration triviale est obtenue en considérant la contribution des couples (u,v)
satisfaisant u < 0 et —u < v < min{log2 — u, 1}, pour lesquels A(n, x;u,v) = 1.
Nous considérerons également les quantités

M,(n) :== /RA(n; u, 1)?du, My(n) = Z 1 (n>1).

dl,..‘,dq|n
max d,<emind,

D’apres [13], on a
(2:2) Mp(n) <2My(n) (g3 1n> 1),

Rappelons également la majoration établie dans [18]

(2:3) M;(n) < Mq(n)(j—l)/(q—1)7(n)(q—j)/(q—1) n>1,¢=22,1<j<qg—1).
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Lemme 2.1. On a

(2:4) A(n, x)? < 20+ 259" (n) " UMye(n, x)Y9 (n>1, ¢ >1).
En particulier, si0 <n <1, E*(n)>n,1<qg<r,ona
(25) MZT(n’ X)l/r < 28—8q/r772/7’—2/qM2q(n’ X)l/q'

Démonstration. L'inégalité (2-4) est trivialement satisfaite si A(n, x) < 4.
Dans le cas contraire, considérons ug, vg, 0 < vg < % tels que
’A(’nﬂ X5 Uo, UO)‘ Z %A(?’L, X)
Soient d le plus petit diviseur de n dans |e0,e“0t0] et d’ le plus petit diviseur de
n excédant e“°TY0— nous omettons le cas ou I'un ou l'autre de ces diviseurs n’existe
pas : le raisonnement est similaire, et en fait plus simple. Pour ug < u < ug + %E(n),
vo <v < v+ 2E(n), on a
’A(TL, X5 U, ’U)’ = ‘A(nv X; Uo, UO) - 1}u0,u] (log d)X(d> - 1]u0+v0,u+v] (10g d/)X(d,)|
11 suit 5
E*(n)*{A(n, x) — 4} < 22720 Moy (n, X).
Cela implique immédiatement (2-4) en notant que
A(n,x)? <2-4% + 2{A(n,x) — 4}2.
Pour montrer (2-5), nous observons que 1’on a, sous les hypotheses indiquées,
1< (2/n)%/ 9 Maq(n)'/9 < 22072/ Moy (n) "/
et donc
MQT(na X) g A(TL, X)Q(T_Q)MZq(na X)
< {2807 I Maq(n, )9} Mag(n, x) < 2% 7597721/ Moy (n, X))/

A fins de référence ultérieure, posons

_ N~ n)g(n)
9(0) T Z nlto ’
n>=1
de sorte que nous avons, en vertu de (1-3),

(2-6) (o) <oV,

Nous notons PT(n) le plus grand facteur premier d’un entier générique n avec la
convention PT(1) = 1. Nous désignons également par {pk(n)}‘,:(:nl) la suite croissante
des facteurs premiers distincts d’un entier générique n et posons, dans ce paragraphe et
dans la section 3.1,

n H1<j<k pj(n) siw(n) >k,
k=
n siw(n) < k.

Lemme 2.2. Soient A > 0c > 0,t> 1, n €]0,1], et g € Ma(c,n) une fonction arith-
métique telle que y = y(g) > 0.

(i) Si 0 < y < 1, nous avons, uniformément sous les conditions 0 < o <
A = {n e N*: E(nk) > (420)_kt/y},

(2-7) Ri(o) = Z pu(n)?g(n) < e—16kt/9‘

2
nl+a’ oV
neN* A

7k>17

N =

(ii) Pour tout y > 0, nous avons, uniformément pour o > 0,
f1(n)*g(n)7(n)*
(2-8) > e <L
n>1
E(n)<03‘4ty
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Démonstration. Commencgons par établir le point (i). Désignons par wg(n) le nombre
des facteurs premiers d’un entier générique n qui n’excedent pas ug := exp(?Okt/ Y/k).
Commengons par majorer la contribution R, (0) & Ri(o) de I'ensemble des entiers n tels
que ng > uf. Si o > (32/9)kt707F/¥ nous avons

Z p(n ”k 9( ) < u(n)?g(n) < e 10kt/9
ka/Z = ko/2 y ’
w1 nttou ns1 Ao 2y g

alors que, si 0 < o < (32/9)kt70~ kt/v nous pouvons écrire, pour toute valeur du parametre
v €]0,1],

p(n)?g(n)vrm—* 1 y(v—1)
S ] (1M
nzl p<exp 4/log uy
70kt(v—1)/2ky(1—v)/2 e—let/Q

< A < s
viEoY oY

pour le choix v := 2/(tlog 70). La contribution complémentaire ne dépasse pas

p(mdd’)?g(mdd)
2 (dd'm) +e

1<d,d’' <exp(70*/¥)
0<|log(d’/d)|<(420)~**/v
m>=1
3 1(d)*g(d) T pu(d')?g(d')

< G(o) 7

420%t/y —1<d<exp(T0kt/) 0<|log(d’ /d)|<(415)—kt/y

La somme intérieure releve du théoréme de Shiu [17] : elle est < 415~ %4/¥(log d)¥~!. Nous
obtenons donc la majoration globale de la somme triple

415 kt/y u(d)?g(d)(log d)¥—1 14%t
D Z d < R3Figy’

(420)kt/v —1<d<exp(70)*t/y

ou nous avons utilisé une sommation d’Abel en majorant en moyenne g(d)(logd)¥~! par
< (logd)¥~t. Comme log 8 ~ 16 nous obtenons bien la majoration requise.
Pour établir la majoratlon (2- 8) nous posons Y := 3 - 4'y et nous écrivons

3 p(n)g(n)7(n)* 3 g9(m)g(d)g(d")r(m)*7(d)* 7 (d')*'

nl+o < (mdd/)H‘o
nz1 m,d,d’
E(n)<oY 1/20Y <d<d’' <(1+0Y)d
g(d)g(d)T(d)*'7(d')*!
< oty Z (dd/)1+0'
1/2ay<d<d’<(1+aY—1)d
SY 14t g(d)7(d)* (log d)*'¥ Y34
¥ Z d1+a << o Y <1,
ol nous avons de nouveau fait appel au théoreme de Shiu [17]. O
Posons 7(n, x;9) = >4, x(@)d”™ (n > 1,9 € R) et
\T n,x; v (n>1).

6—|—192
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Lemme 2.3. Pourn > 1, on a
(29) MQ(nv X) < T*(TL, X)

Démonstration. Pour tous u, v sauf au plus un nombre fini, on a

1 1- eiiﬂv —iud
A(n, x;u,v) = I A Te T(n, x; ) dod.

La formule de Plancherel implique donc

i 2 . 2
[ A= 2 [ GOl

92
d’ou
1 sind\ |7(n, x;9)[?
(2:10) Mg(n,x)—ﬂ/R(l— > ) S do.
Or )
sin 29
_ < 27 .
1 7 <612 (¥ € R) q

Pour ¢ > 1, 0 < j < ¢, nous introduisons les quantités

1
(2-11)  Nj 4(n,w) ::/ /A(n,x; uw,v)! Aln, x;u —w,v) I dudv  (n>1, weR).
0o Jr

Lemme 2.4. Pour 1 < j<q—1,A>0,¢>0,7n¢€]0,1, g € Ma(c,n),n>1, x> 2,
nous avons

Z Naj2q(n,log p)g(p) log p

(2-12) .

g yMQQ(na X)(q—?)/(q—l)T*(n’ X)q/(q_l) + RQ(na .T)
p>x

avecy = y(g) et
Ry(n,z) < e~clos2)"4a () (29=2)/(2a=1) 7 (py)2a/(2a-1)

ot la constante implicite dépend au plus de b, c et .

Démonstration. Notant provisoirement h := 2g — 24, nous avons

U — h
Sp(n, z;u,v) = Z A(n, x;u —logp,v)"g(p) log p

p>x p

dy,...,dp|n u—log min d, <log p<u+v—log max d, p
p>x

La somme intérieure est vide si log(max d,./ mind,) > v. Dans le cas contraire, on déduit
de (1-3) par sommation d’Abel qu’elle vaut

u+v—log max d, n
Y / 10 cof(t — log z) dt + O(e~clos®)"),

—log min d,
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D’ou, par (2-2),

Sulmwiuv) =y [ Alnxiu—t0)"dt+0 (e M7 (n)

log x

< y/ A(n, x;t,v)"dt + O(e_C(Ing”V'Qth(n)).
R

En reportant dans le membre de gauche de (2:12), nous obtenons

Nyiog(n,lo lo —e(log ) 1g—7
3 2j,24( ip)g(p) gp ngj+o<e (log )" 4q ﬂqu,Qj(n)ng(n))

1
Q; ::/ (/ A(n, x;u,v)% du/ A(n, x;t,v)%=% dt> dv.
0 R R

Or, d’apres I'inégalité de Holder avec exposants (¢ — 1)/(j — 1), (¢ — 1)/(¢ — j) utilisée,
lorsque j > 2, avec la décomposition

p>x

avec

An, x;u,0)% = A(n, x;u,v)20 "D/ @D A (n, 0, v)2@=9)/(a=1)

nous avons

/ A(n, x;u,v)* du
R

(G-1)/(qg—1) (¢—3)/(a—1)
< (/A(n,x;u,v)2qdu> (/A(n,x;u,v)Qdu> )
R R

Appliquant cela pour les exposants j et pour ¢ — j, nous obtenons

1 (¢—2)/(q—-1) q/(q—1)
@< [ ol [ A opran) ([ 80nxsu0au)
0 R R

<K Mayy(n, X)(q_2)/(q_1)M2(n, X)tz/(q—l)_

Le résultat annoncé découle de cette majoration grace a (2-9) et (2-3). ]

Lemme 2.5. Soient A > 0, ¢ > 0, n €]0,1[, t > 1, x un caractére de Dirichlet réel non
principal, et g € M4 (x;¢,n). Nous avons, uniformément pour 0 < |9| < 1,

Eg(p)\l + x(@)p™*
(213) ps2 P
log
_ 2t—1
= yA(t)log (1 + |[9]logz) + (y + 2)2% " log <71 ] 10g$> +0(1)

et, uniformément pour || > 1,

< yA(t) logy x + B(t; ¢, m) logy (2 + |9]),

9(@)I1 + x(p)p™**
2-14
p<a
ott B(t;c,n) est une constante convenable.

Démonstration. Observons d’emblée que la relation

(2-15) Zg;p) =ylogyz + O(1) (x> 3),

p<T

ou y = y(g), est une conséquence immédiate de (1-3).
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Le membre de gauche de (2-13) vaut

1+ x(p 912t (P 1—-x(p 912t g
S LX) |y o) | 5~ LX) |y e o)
2 p 2 p
P<T p<T
Une intégration par parties semblable & celle du lemme II1.4.13 de [21] et dont nous
omettons les détails permet de déduire de (1-3) et (1-4) que l'on a, uniformément

pour ¢ # 0,

(2-16) ~ w<PsT

(g E2)A) log = 1 1+ |9
N lo <logw) <|19] log w + e(C/Q)(logw)")

Supposons 1/logz < |9 < 1. En choisissant w := exp{(logz)/(1 + |¢|logz)} et en
approchant |1 + p™|?* par |1 &+ 1|? pour p < w, on en déduit immédiatement la
relation (2-13). Le méme résultat est valable lorsque || < 1/log z, en choisissant & présent
w = .

Lorsque 1 < |¥]| < exp{(c¢/2)(logz)"} — 2, nous appliquons (2-16) avec

wi= exp ({(2/)og(1+[9)}""),

nous utilisons la majoration triviale g(p)|1 + x(p)p™|** < g(p) pour p < w et nous
appliquons (2-15). Cela fournit bien (2-14).

Enfin, lorsque |9 + 2 > exp{(c/2)(logx)"}, nous nous contentons d’observer que le
membre de gauche de (2-14) est < log, x < log, (2 + |¥]). O

Quelques notations sont nécessaires pour I’énoncé du lemme suivant. Etant donné un
entier ¢t > 1, nous désignons par {e; : 1 < j < ¢} la base canonique de R’ et par W,
I'ensemble des formes linéaires w € £*(R?) := L(R?,R) telles que w(e;) € {—1,0,1} pour
tout j. Lorsque w € Wy, nous posons [w| := >, <, [w(e;)|. Nous introduisons alors la
famille d’intégrales

X 2t_|w‘y d’l%
pan W60 [ I ey I

t 1<t
|w|=0 (mod 2)

ou 9, X, y sont les parametres vérifiant (gt>1 1, X > 1, y > 0. Notons, a fins de référence
ultérieure, que le produit en w est < X2 ¥ uniformément en 1, puisque

t t
§ 2m< >2t—my — 2t—1y E {1 + (_1)m}< > — 22t—1y.
os<m<t m os<m<t m
2|m

Lemme 2.6. Pour tousé > 1,t € N, t > 2, y > 2!~ et uniformément pour X > 1, nous
avons -
L6, X) < X* v,

Démonstration. Etant donnée une famille libre U := (ui,...,u;) de j formes linéaires de
W, nous introduisons

V(U,X):={deR": max. lun(9)] < X, (Vw € Wy) [w(d)| < X = w € Vect(U)}.
NI

Lorsque j = 0, nous posons

V(2,X) ={9eR" : (YweW,) [w®)|>X}.
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Notant rg(U) le rang d’une famille de vecteurs de W;, nous avons clairement

R'= | |J vwx),

0<ist yew?
rg(U)=j

d’ou

L6,X)< > > LX)

0SSt Uew]
rg(U)=j

ot Jy,(X;U) désigne la contribution du domaine V' (U, X) a 'intégrale I,,(6, X).
Lorsque rg(U) = t, nous avons

2t—1 1 Qt_‘w‘y 2t—1
J,(X;U) < X2 y/ — dy,--- dv, < X2 Y
Y V(U.X) wl;[m (1 + |w(29)|) t
|w|=0 (mod 2)

puisque l'intégrale ci-dessus est convergente des que 2t~y > 1 : il suffit de restreindre le
produit aux formes w(¥) = £(Jy + 1) (2 < h < t), £(I2 — ).

Lorsque j = rg(U) < t — 1, nous complétons la famille U en une base de £*(R') en
choisissant des vecteurs e} (j < h < t) dans la base duale de la base canonique de R,
éventuellement réarrangés. On a alors e} € Vect(U) pour tout h € [1, j]. Ainsi

X 2t vly ddy - - - dvy
Jy(X;U0) <</ 7)
! V(U X) weWiNVect(U) L+ |U)(’l9)| Hj<h<t{1 + (ﬁh/X)a}
|w|=0 (mod 2)
< xo© / 1 )2 Ty dYy - d19t6 < xXoW)+i
VUX) wew,nvect(U) L+ |w(®)] [Ljcnei (L +33)

|w]=2

o(U)=y > Yoo 2t

0<m<t weWnVect(U)

avec

ou l'ultime majoration est obtenue via le changement de variable
v~ (U,l(ﬁ), R ,Uj(ﬂ),ﬁjqu, . ,1915),

qui permet de majorer la derniere intégrale par

A0y - -+ AV,

(11 45) L3, X " Jams M jane(1+97)

Il reste donc a majorer o(U).

Lorsque j = rg(U) =0, on a o(U) = y2t +t < 221y puisque ¢ + 2 < 2¢ lorsque ¢t > 2.

Lorsque j = 1, on a W, NVect(U) = {uy, —u1 } et o(U) = y2¢ +y2tH1 1wl ¢ — 1. Cette
quantité n’exceéde pas 22871y — 1 lorsque ¢t > 3; elle est < 22!~y lorsque ¢t = 2. Dans ce
dernier cas, les relations |u;| = 2 et 271y > 1 impliquent

1 ddy --- ddy

>2t_1y < x°W)
L+ |uy(9)] Hj<h<t(1 + 792)

Jy(X;U)<<X"(U)/ (
]Rt

d’ou la majoration requise dans cette circonstance.
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Soit alors j > 2. Pour tous g € [1,t], h €]j,t], g # h, 'une au plus des deux formes
e, + e, e; — e} appartient a Vect(U). Ainsi

(2-18) > 1225t —5)+(t—j)t—j—1)=(t—j)t+j—1),
wEWy, wgVect(U)
|w|=2
d’ou

o(U)+7 <y22t —y(t — )t 45— 1)2072 41 <2271y,

lorsque y > 217t ¢t > 2,2 < j<t—1saufsij=t—1etdonct > 3. Dans ce dernier
cas, les formes e} — €3, e] + 62, ey +ef avec h € {1,2} non encore comptabilisées dans le
minorant (2-18) ne peuvent appartenir toutes a Vect(U). Il s’ensuit que

DR T () [ S V!
wEW,, wg¢Vect(U)
|w|=2
et donc
oU)+t—1<y22 ™ =22 ((t—j)(t+7— 1)+ 1)+t < y2* 0

Lemme 2.7. Soient s € R, t > 1, x un caractére de Dirichlet réel non principal, A > 0,
c>0,n€)0,1,y>0,z€eR, y+2>0, et g€ Ma(x;c,n) telle que y(g) =y, z(g) = z.
(i) Si s > 0, nous avons, uniformément pour k > 1,

(2.19) n%:l M(Zﬁgg(gizfg’}f)t < k2(2t_1)k{ (i)k n <?; 1 i)k}

w(n)=k

(ii) Si s > —y, nous avons, uniformément pour k > 1,0 < o < 1,

(2-20) ”(n)QQ(n)T*(nkaX)t<<k2(2t1)’“{( y )k+<y+z>k}

— nlto{log P*(ny)}* oY s+y sty+1
w(n)=k

(iii) Nous avons, sous les mémes hypotheéses,

t 2t—1 2t—1
221) Y p)g()77(n x)” y{1+al—22 }1og(1/a) (0<o<d)

nl—l—o
n>1
De plus, lorsque t est entier,2t 2 y > 217t et z < 0, nous pouvons remplacer le membre
5
de droite de (2-21) par ot=?2

Démonstration. En employant 1'inégalité de Holder lorsque ¢ > 1, nous pouvons écrire

2 [ |r(n, x;0)* /°° dy \"
2:22 * b < -
(222 ' < o | R w( [ 5

Cette majoration est trivialement valable si ¢ = 1. Désignons par T' le membre de gauche
de (2-19). Nous avons donc

* T(9)
2.2 T
(2-23) <</o 00 dd,

avec

‘2t

p(n)*g(n)|7(n, x; )
> o
w(n):k

—1
9(p)|(p, x; 9 g(r \T rog?)P )"
S e (2 -

r<p
re®
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Appliquons (2-13) et (2-14) en majorant A(¢) par 22!~ L. Il s’ensuit que, lorsque 0 < ¥ < 1

4t2(2t71)k

(2:24) T(0) <~ r {119)+ W)},
o - g(p)(y + 2)*(logy p + co)F 1
T () = pgeg(:l/ﬁ) o 7
. g(p)(ylogy p + zlog(1/9) + co)* 1
e p>e§1/19) p(logp)* : ’

ol ¢y est une constante, choisie par exemple > 1, et dépendant au plus de ¢, 1, s, X, ¥, 2
11 suit

(2:25) /01 L(0) A9 < (y + 2) Zg 10g2p+co)k*1<<(k 1! (y+z)’

part p(log p)s+t (s + 1)k
1 1 ')
(2-26) / Ty (9) dY < / dv (yu + zlog(1/9) + co)*te " du
0 0 log(1/¥)
[e’) 1
< / (v + o) te™V/Y du / 975V 4y
0 exp{—v/(y+2)}

> _ _ Elyk kl(y + 2)F
k sv v(s+1 +z
<</0 (v+co) {e 1Y oo/ )}dv<< o + s+ 1)k

ou les sommes en p ont été évaluées par intégration par parties grace a ’hypothese (1-3).
Semblablement, lorsque ¥ > 1, nous obtenons, en posant b := B(t)/{yA(t)},

k—1
(2:27) T(9) ,Zg p)tlogs +(lilgof)2(2w)} < (yA(t)/s) {log(2 + )},
peP

La majoration (2-19) est obtenue par report de (2-24) et (2-27) dans (2-23) en tenant
compte de (2-25) et (2-26).
On obtient (2-20) en notant que

p(n)*g(n)7* (g, x)° p(m)g(m)r* (m, x)* 9(p)
2 nbo{log Pr(ng)) S 2 mito{log PT(m))* I (+55)

w(m)=k

p>Pt(m)

et en remarquant que la relation (2-15) permet de majorer le dernier produit par
< o VPt (m)? /{log P (m)}¥.

Nous omettons les détails de cette estimation, semblables a ceux de la démonstration du
lemme 71.2 de [9].
Pour établir (2-21), nous déduisons du Lemme 2.5 que

2t 2t—1 2t-1
5 BRSO O st (o =+ g + )

nl—l—(r
n>=1

et nous appliquons (2-22).
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Lorsque t est entier, t > 2, y > 2'~% et 2 < 0, nous pouvons écrire

Z H n1+o X)

n>1

<@;%H@Ihmmwﬁﬂlwz

1<5<t 1<<t J

9(p) . 2 dv;
<</Rtexp{ plto H 17(p, x; 9;)] } H 1102

pe?P NV N J

g(p) 2 '
</w% ) Ww%ﬂ} :
- Z plt H Zice 1+ 0?

p<exp(l/o) 1<t

t

(2-28)

A ce stade, observons que, avec les notations introduites avant ’énoncé du Lemme 2.6,
nous avons, pour tout nombre premier p,

IT Ireoxi9)1? = T @+x®p™ + x@)p~™)

1<5<¢t 1<5<t

Z ot=lwly (p)lvl cos (w(¥)logp).

weEW,
En vertu de (2:13), (2-14) et (1-3), il s’ensuit que
(

] €OS (w(ﬁ) logp)

BRI | [ETSATED DESID SR ;

p<exp(l/o) 1<t weWy p<exp(l/o)
1
Y e (te LY 03 toms )
weW, 1<yt
|w|=0 (mod 2)

Reportons dans (2-28). II suit

<</ I1 <1+1)2“'w'y I {log(3 + |9;])} By,

2
wew, o+ |w(d)| 1)<t 1+7;
|w]|=0 (mod 2)

ou B := B(t;c,n). En opérant le changement de variables ¢; = ¥; /0, nous obtenons
S(o) < o'I,(2,1/0).

La majoration souhaitée résulte donc du Lemme 2.6. a

3. Démonstration du Théoreme 1.1
3-1. Le casy < yo(t) : méthode itérative

Le résultat suivant permet d’opérer une premiere réduction du probleme.
Lemme 3.1. Soient A >0, ¢ > 0, n €]0, 1[ et g € Ma(e,n). On a

S:i(w,x: g logx > uln ( X% s

n<x

Démonstration. Compte tenu des hypotheses (1-1) et (1-2), la preuve est pratiquement
identique a celle de la formule (25) de [18]. Nous laissons les détails au lecteur, en
mentionnant simplement la majoration

(3-1) A(mn, x) < 7(m)A(n, x)  ((m,n) =1). O
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Le point de départ de la démonstration est 'identité suivante, valable pour tous n > 1,

p€ P telsque pin:

A(np, x;u,v) = A(n, x;u,v) + x(p)A(n, x; u — log p,v).

Par élévation a la puissance 2q et développement binomial, il suit, avec la notation (2-11),

2q .
Mg (np, x) = 2Maq(n, ) + > ( ‘>x(p)2q TN 2q(n,log p).

1<j<2g-1 N

En notant que

Nopt1,2¢(n, w) < 3 Nopg2,2¢(n, w) + 5 Nop,2q(n, w) (I1<h<qg—2),
Ny 2q(n, w) < 5qN2,24(n, w) + No 24(n, w)/(2q),
Nag—1,2¢(n, w) < Nag2q(n,w)/(2q) + 3qN2g—2,2¢(n, w),

nous obtenons
(32) MZq(np7 X) < 4M2q(n7 X) + W2q(nap)>

avec

(3:3) Wag(np) = (1+q) 3 (zq) Najiag(n.1og p).

1<jg-1 N
Posons ) "y
f1(n)?g(n) Mag(ny, x)"
Liq(0) := Z nHZ '
n>1
Grace a linégalité de Minkowski, nous déduisons de (3-2) appliquée avec n = ny,
P = Pri1 = prsa(n), que, si w(n) > k, g > ¢, nous avons
L (0) < 4Y9L, (o) + Z Z Wy (m, p)t/? Z p(n)*g(n)
k+1,q U) X k,q\O 2¢\M, p W
m>1 p>P+(7n) Nk41=mMmp
w(m)=k
La somme intérieure n’excede pas
u(mp)Qg(mp)g(a) I (1 L 9) )—1 <« _mp)*g(m)g(p) pu(mp)*g(m)g(p)
(mp)l—i-a b rlto m1+ap1+0'(1 _ p—a)y ml—i—crp(o— logp)y )
red

ou nous avons utilisé I’évaluation

g(r) 1—p°
51 = g (27 o
r<p

peEP

qui découle de (1-3) et du lemme 3.6 de [4]. Il vient donc

9(p)Waq(m,p)"/®

1 p(m)*g(m)
(34)  Litig(0) =47 Liglo) < — > B M-
m>1

o Ty PUogD)Y

w(m)=k
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D’apres le Lemme 2.4, nous avons

> Waq(m, p)g(p) log p
(35) P>z p
< 2qy4q{M2q(m, @D/ @D (1 3)8/@D R (1m, Z)}
et, d’apres (1-3),
1
Yy ) (s > 0).

2 pllogp)s <* (log 2"

En employant ces inégalités avec z := PT(m), nous obtenons que, pour q > t, la somme
intérieure de (3-4) est

) 9(p){Way(m,p)logp}t/

S 1 y+t/q

p> P (m) p(logp)

t/a (a—t)/q
<{ T 9(p)Waq(m, p) logp} { 3 9(p) }
h (qy+1t)/(qg—t)
p>P+(m) p oo Py PUlog p) v+ 0/t

May(m, X)t(qf2)/q(q71)7* (m, X)t/(qﬂ) qu(m)t(2q72)/q(2q7l)T(m)Qt/(qul)

< {log P+ (m)}v+t/a ocllog PF(m)}7 :

En majorant trivialement Ma,(m) par 7(m)?4, nous obtenons que la contribution du terme
de droite & la majoration de (3-4) est
1 m)2g(m)T(m)?t 1
I O G

oy = m1+aec{logP+(m)}" (k_l)!gy

w(m)=k

Z (4tylogy p + a)F~! < 1
pec{logp}n \/HO'y ’

ou a est une constante dépendant au plus de t.
Pour traiter la contribution du terme de gauche, nous remarquons que

y o) elm)gm) (m)2g(m)
= mlte{l — P+(m)=7}v = mltogy{log P*(m)}v’
nE=m
d’ou
3 11(m)2g(m) Moy (m, x)Ha=2/a@=1) 1 (1 x)t/(a=1)
140
m>1 o¥ymito{log P+ (m)}vt+t/a
w(m)=k
2 M. t(q—2)/a(q—1) * t/(g—1)
< > p(n)"g(n) Qq(?f’X) - t;— (& X) .
n>1 n'+o{log P*(ny)}"/4
w(n)=k

Employant & nouveau 'inégalité de Holder avec exposant (¢ — 1)/(¢ — 2), ¢ — 1, il suit,
lorsque ¢ > 2,

Z pw(m)?g(m)May(m, X)t(q—Q)/q(q—l)T* (m, X)t/(q—l)
o¥mito{log P+ (m)}v+t/a

m=1
w(m)=k

1/(g—1)
2 * t
< Ly (0)a-/@D) { § g (. ) }

1 —
2= nlto{log P+ (ny)}la-D/a
w(n)>k
Lip.g(0)(@=2)/(a=1)yk/ (a=1)

oy/(q—1) ’

<



Oscillations localisées sur les diviseurs 19
ol wy est une constante convenable satisfaisant a

22 max{y/(y+t—t/q),(y+2)/(y+ 1+t —t/q)} <wy <1/(1—1/2q)

et ou la derniere estimation découle du Lemme 2.7. Il est immédiat que cette majoration
est encore valable si ¢ = 2. En reportant dans (3-4), nous obtenons donc

Ly o(0)@=2/(a=Dyk/a=D) 1
. _ t/q kzq q .
(3-6) Lk-i—LQ(O-) 4 Lk:‘](a) < ou/(a—1) + \/an
Introduisons alors
. p(n)?g(n)
0(0) = Liglo) + 400 ST I 1y () + 4k/95(o),
n=1

de sorte que (3:6) est encore valable en remplacant L par L*. Comme, en vertu de (2-6),
nous disposons de la minoration

Ly (o) > 4k/1 /gy,

nous pouvons écrire

* * _ _ C
Lk+17q(0) < k’q(a){élt/q + BH, k/(a=1) 4 ﬁ}’

ou l'on a posé H, := (1 — 1/2q)4*/ €]1,4%/ Jw,] et C désigne une constante convenable.
Il s’ensuit que, pour ¢ < \/k/(1 +logk),

(3-7) ir14(0) < Lj g(0)e/1,

ol ¢ est une constante adéquate, dépendant éventuellement de ¢.
La mise en ceuvre de la récurrence nécessite également une estimation de Ly (o) en
b

fonction de Ly q(a). A cette fin, nous employons les Lemmes 2.1 et 2.2. En effet, conservant
la notation Aj introduite au Lemme 2.2 et notant K une constante absolue convenable,
nous avons d’apres (2-5) et (2:7),

(n)?g(n) Mag2(n, x)t/ @+
Lk q+1 ; nl+to
n k
2t
+ Z f1(n)*g (120( k) +4kt/q9(o_)
(3-8) nEN"<As n

2
< 28t/(a+1) 492kt /yala+1) z p(n) Min”’“’X)t/q + (Ke /3 4 4t%/9) g (o)
n o
neA

<(1+ Ke*kt/?’)QSt/(qul)4202kt2/y<1(f1+1)L;q(o-)’

ou nous avons utilisé l’megahte o5 —log4 > 3. Dans ce qui suit, nous désignons par c;
(j = 2) des constantes positives, dependant eventuellement de x, t et y. Posons

q(k) == |Vk/(1+1logk)].

Soit ko := [t] 4 1. Nous cherchons a estimer Ly, q()(0) en fonction de Ly, 4.k, () < 1/0Y.
A cette fin, nous employons tour & tour (3-7), pour faire décroitre la valeur de k, et (3-8)
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pour assurer la relation de compatibilité ¢ < 1/k/log k. La premiére manipulation fournit

un facteur
< H qcl geqvklogk
1<q<q(k)

alors que la seconde manipulation induit un facteur global n’excédant pas

H {(1 JrKe,qzt/s)28t/(q+1)ec3 logk} < ocay/klogk

1<q<q(k)
Ainsi
ecsV/klogh
(3-9) L g (0) < Qo
En choisissant, par exemple, k = M = Lélt“ylog2 xJ et o0 := 1/logz, nous obtenons
donc

(310) LM,q(M) (O') <. (log $)yecm/log2zlog3 T

Observons que

E* (nM)—Q/q(M) < 6071/10g2 zlogg @

lorsque n € Ay et que, d’apres (2:7),
3 g(n)7(nar)*

nlto <L

neN* A

D’apres le Lemme 2.1, la majoration (3-10) est donc en fait également valable, a la valeur
de cg pres, pour > _ u(n)?g(n)A(na, X)2t/n, et donc aussi pour

n<:c

Z p(n A( X)

n<T

w(n)<M

Comme
2t M

Z p(n Z p(n ( )2qe(n)— < (logx)4*“y(1—1og4)7
nx n<
w(n)>M

nous pouvons finalement écrire

Z /j' X) < (10g$)yec8\/10g2xlog3m.

n<r

Le résultat annoncé en découle, grace au Lemme 3.1.

3-2. Le casy > yo(t) : inégalités différentielles
Le lemme suivant est une variante du lemme 70.2 de [9] ; la démonstration est identique.

Lemme 3.2. Soient L(c), X (o) des fonctions de classe €' sur |0, o], telles que

—L'(0) < p(0.L(0)), —X'(0) = ¢(0, X(0)),

ou ¢(o,z) est, pour chaque o fixé, une fonction croissante, au sens large, de x. Si
L(og) < X(0y), alors L(c) < X(0) pour 0 < o < 0yp.

Nous nous donnons un parametre T° > 1, et considérons la série

p(n n) May(n, X)t/q
LT’q Z 1+o ’
n>1 nOn

ou l'on a posé

II »b= 11 »

pln, p<T p|n, p>T
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Sous ’hypothese ¢ > ¢, nous avons, pour une constante absolue convenable a,

p(n)>g(n) May(n, x)**log by,
/T,q(g) = Z a Zl-‘,—g
n>1 nOn
p(n)?g(n) = Maq(np, )" ?9(p) log p
<3 M) 5 Moyl
nx1 " p>T
Lrg(o){y+ach 5~ n(n)?g(n) 5~ Wag(n.p)g(p) logp
< 4t/a T q
o Z:l b1+a Z pl-i—a ’
n p>T
d’apres (3-2) et l'estimation
1
3 g(ch;gp _ YL on),
P o
P
qui découle de (1-3).
D’apres (3:5), la derniére somme en p n’excede pas
Waq(n,p)g(p) lo p)logp 4/
{Z 24(n, P)g gp} {Zg gp}
P 140
(3-11) ~p>T
M2q(n’ X)t(q_2)/q(q_1)7- (fn/’ X)t/(q_l) M2q(n)t(2q_2)/Q(2q_1)T(n)Qt/(Qq_l)
< ol—t/q + ec{log T} 51-t/q '

Nous estimons la contribution du premier terme en appliquant I'inégalité de Holder avec
exposants ¢ — 1, (¢ —1)/(¢ — 2) (lorsque ¢ > 2) et en utilisant la majoration (2-21) en
notant que notre hypothese sur z(g) permet d’omettre le terme impliquant le parametre
z. Pour estimer celle du terme de droite, nous nous contentons de majorer My, (n) par
7(n)?4. Nous obtenons donc, pour des constantes convenables Cj et C}

Lrg(o){y+ac} Lr (g)(q—2)/(q—1)
/ t q q
_ T,q(U) <4 /a o + Oo_l—t/q+22t—1y/(q_1)
C'Oefc{logT}’7 u(n)Qg(n)T(n)%

1-t/q 140
o 51 anbn

+

< 4t/a Ly ,(0){y +ac} L LT7q(g)(q—2)/(q—1) Cl(logT)zﬁye—c{logT}"
A o

0 T—t/q+2%-1y/(q—1) oAtyti—t/q
Notant ;
e := C1(log T)4tye_c(1°gT)n, B =4ty — -,
q
nous déduisons de ce qui précede que
/
—L74(0) < ¢(0, L1,4(0))
avec
44 93(1 + ao) Cozla=2)/(a=1) €
plo,x) = o GI—t/a+21y/(q—1) T gAFL
Posons ; K
o o2t—1, v €
V=Tt X(0) = — + 5,

ou K est une constante suffisamment grande dont la valeur sera précisée plus loin. Notons

que

t 22t71 -9
y+q77 v+1,
q qg—1 1
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Soit gp une constante absolue assez petite. Sous les hypotheses

v > 4%y + ago) + CoK /1071,

3-12
(312 B> 4"y + agg) + CoK /071 41,

nous avons alors, pour o < g,
K~ ef

ovtl  gf+l

N 491 4 ao)K 491 4 ao)e  CoK(a=2/(a=1) ( ea? > £

-X'(0) =

o+l oB+1 o+l * KobB o+l
N 4991+ a0)K  4Y9(1 +ao)e  CoKla=2)/(a=1) ea \ (a—2)/(a—1) e
oY+l of+1 + oY+l ( + K0f3> + oftl
= ¢(0,X(0)).

Comme v >y, B > 4'y — 1, les conditions (3-12) sont réalisées, pour ¢ assez grand, des
que K > CJ, ou C dépend au plus de a, Cy,y, og. Par ailleurs, la majoration triviale

t
pu(n (n)** _ (logT)*¥
Lz q(o Z b1+a L Ay
n>1

implique Ly 4(00) < X(00) avec K := C(logT)*'"¥, quitte & modifier la valeur de Cs.
Dans ces conditions, nous sommes donc en mesure d’appliquer le Lemme 3.2, qui fournit
I’estimation

Cl(logT)¥'v  Cy(log T)4 veclloeT)"

LT,q(O-) 0'22t71y7t+t/q O_4ty_t/q (0 < g < UO).

En choisissant T := exp { ({2 -4ty /c}log 1/0) 1/77}, nous obtenons

p(n)>g(n) Mag(n, x)** C4(log1/a)¥v/n
Z n1+0 S Lrglo) < o2t y—t+t/q
n=1

Compte tenu de (2-4) et de (2-8), nous pouvons écrire

ETEERS U RO G100

n>1 n>1 n=1

E(n)<03'4ty
< i—l— Cd(log1/o)*v/n Cd(log1/a)*v/n

oy g2 ly—t+6t-dty/q + Vo o2 Ty—t+6taty/q

2t

Choisissant ¢ < y/log 1/, nous obtenons

( X) ea\/logl/a

p(n
<
Z n1+0' O-2t71y7t ’
n=1

ol « est une constante convenable.

L’estimation (1-5) découle de cette estimation en spécialisant o := 1/logx et en faisant
appel au Lemme 3.1.

Lorsque t est entier > 2 et y > 21=¢, nous pouvons utiliser le raffinement de (2-21) énoncé
au Lemme 2.7(iii) pour gagner un facteur o/(a=1) dans la majoration de la contribution de
(3-11) & =L (o). Les calculs peuvent alors étre menés similairement pour fournir (1-6), la
condition supplémentaire y > 2y (t) étant alors nécessaire pour assurer I'inégalité v > y.
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4. Preuves des Théoréemes 1.2 et 1.5

L’idée de base de la démonstration est semblable & celle du théoréme 60 de [9] dans le
cas y = 1, ou de l'exercice 209 de [21].

Considérons d’abord le cas de A(n,x). Pour ¢t > 1, y > 0, désignons par 3(t,y) le plus
grand exposant pour lequel nous avons

Se(z,y) = S¢(x, x;y*) > z(log x)ﬁ(t’y).

L’inégalité [(t,t) > y — 1 résulte trivialement de la minoration A(n,x) > 1 valable pour
tout entier n > 1.

L’inégalité S(t,y) > 2%~1y — 2t — 1 provient, via une estimation standard de valeur
moyenne de fonction arithmétique, de la minoration

h(n)7(n)

4.1 A > ——
(1) () > T

(n>1)

ou h est la fonction indicatrice de I’ensemble des entiers dont tous les facteurs premiers p
vérifient x(p) = 1.

Il reste & 6tablir I'inégalité B(t,y) > 2ty —t — 1. A cette fin, nous déduisons de (2-10)
que 'on a, pour tout entier n > 1,

2

1 ! 0, sindy [7(n, x;9)?
2r |, (1 20)'7(” x: 9 do < 47r/<1_ 9 ) gz 40 =M(n.x)

1+logn 1
/ / A(n, x;u,v)* dudv
1—logn JO

< 2(1 +logn)A(n, x)%.

Posons I(n) := fjl |7(n, x;9)|? dv, de sorte que

N

A(n,x)* > I(n)/logz (I1<n<a).

Lorsque t > 1, nous pouvons donc écrire

S @ty 1) < (@) (3 a1y’

n<x n<e n<x

< 2D/t (log £)@y=D=D/tG, (3 ) log 7,

1/t

d’ou

x ! !
(42) Sie.n) > oy ([ V@0w) @22,
avec, notant z := 2t~ 1y,
1
Vie: ) = = 2 w(n) -9 2.
0) = 5 3 W=l

La minoration (4-2) est clairement encore valable lorsque t = 1.
Soit F'(s) la série de Dirichlet associée a cette fonction sommatoire. Nous avons le
développement en produit eulérien

w(n) 2

pu(n \T n,x;)IF 2z zx(p) | 2x(»)
Z o H (1 T ps+id psfiﬂ>
n>1 peP

= ((s)**L(s +10,x)*L(s — iv, x)* H(s; V),
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ou H(s;v) est une série convergente et uniformément bornée dans le demi-plan o > %
vérifiant en outre

)

|H(1;9)] >1 (|9 < 1).

Lorsque C'/logz < |9] < 1, ou C est une constante assez grande, la méthode de Selberg—
Delange (cf., par exemple, le théoreme I1.5.2 de [21], et I'exercice 208 de [21] pour les
détails) fournit

V(x;9) > (logz)?* | L(1 + i, x)|[** >, (logz)**~!.

En reportant dans (4-2), cette minoration implique immédiatement le résultat annoncé.

La démonstration est analogue dans le cas de A(n,u). Il suffit de remplacer, dans
lanalyse précédente, 7(n, x;¥) par 7(n, u; ) et d’observer que nous avons d’une part
1
(ogm A > [ [r(nm)Pdd (0> 1),

-1

et d’autre part, pour tout z > 0,

p(n)?2 W r(n, s 9)> ((5)*J(5;9)
Z ns C(s +1i9)%¢(s —i9)?’

n>1

ou J(s; 1) est une série de Dirichlet convergente et uniformément bornée dans le demi-plan
o= %, vérifiant en outre J(1;9)| > 1 pour || < 1. Nous omettons les détails résiduels.

5. Preuve du Théoréme 1.3

La preuve étant essentiellement identique a celle du Théoreme 1.1, nous nous contentons
d’indications sommaires.
Les Lemmes 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 sont valables en remplagant y par p. Il en va de méme du

Lemme 2.5 en posant formellement z := —y. Ainsi, nous pouvons remplacer ’estimation
(2-13) par
1 0) %
(5-1) D g(p)“(f;“ = _ y () log(1 + [9]logz) + O(1) (|9] < 1),
p<T

ol A(t) est toujours la quantité définie en (1-13), et (2-14) par

CONEp e D < Aty logy e + Bt logs 2+ 19)  (19] > 1),

pP<T

ou B(t) est une constante convenable. On obtient ainsi que (2:19), (2-20) et (2-21) sont
valables pour u en remplacant 22/=1 par A(t). Notons que la derniére assertion du Lem-
me 2.7 devient caduque dans le cas de A(n,p) puisque A(t) < 2%~! — ¢ pour t > 2,
I'inégalité étant stricte des que t > 2.

Le Lemme 3.1 est alors valable avec la méme démonstration et la fin de la preuve est
inchangée.
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