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Abstract. The standard probability law on the set S(z,y) of y-friable integers not exceeding z
assigns to each friable integer n a probability proportional to 1/n%, where o = a(z,y) is the saddle-
point of the inverse Laplace integral for ¥(z,y) := |S(x,y)|. This law presents a structural bias
inasmuch it weights integers > z. We propose a quantitative measure of this bias and exhibit a
related Gaussian distribution.
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1. Introduction

On dit qu'un entier naturel n est y-friable si son plus grand facteur premier PT(n), avec la
convention PT(1) = 1, n’excéde pas y. Désignons par S(x,y) 'ensemble des entiers y-friables
n’excédant pas x et par ¥(x,y) son cardinal. Posons

((s,y) == H (1—i)_1, ©y(s) ::—C/(S’y) :Z logp (y22, §Res>0),

S S __ 1
o p Clsy) =

o1, ici et dans la suite, la lettre p désigne un nombre premier. Le point-selle « = a(x, y) apparaissant
dans la formule asymptotique de Hildebrand—Tenenbaum [10]

(1-1) W(m,y)zm{l—i—O(l—FlOgy)} (x=y">y>2)

ay [27l () woy

est I'unique solution réelle positive de 1'équation ¢, (a) =logz. On a [10; (2.4)]

(1-2) alogy = {1 + O(l(;i;;zy>}log (1 + kém) (x>y=2)

Ici et dans la suite, nous notons log,, la k-ieme itérée de la fonction logarithme.
La loi de probabilité définie par

(1-3) Py ({n}) = 1/{n"C(e,y)}  (PT(n) <y)

apparait naturellement dans la théorie des entiers friables, notamment dans la modélisation des
fonctions additives sur S(z,y) : voir [3], [4], [12], [2]. La nature multiplicative de la dépendance
en n de (1-3) est particulierement utile en pratique, mais implique que la probabilité P, , charge
des entiers y-friables excédant x — un biais génériquement compensé par la décroissance rapide
de P, ,({n > t}) lorsque t/x — oo. Une description de certaines conséquences de ce biais et une
proposition de redressement partiel apparaissent dans [5]. Posant

D(z,y,2) = Z o) (x>y=>2 2>2),
n€S(z,y)

nous avons ainsi
P(x,y,z) =Py, ({n < z}) = D(z,y,2)/{(a,y) < 1,

de sorte que le comportement asymptotique de cette quantité, notamment lorsque z est, en un sens
a préciser, voisin de z, fournit une mesure quantitative du biais.
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Notre premier résultat consiste en une évaluation de P(x,y, z) lorsque log(z/z) est convenable-
ment dominé. L’énoncé nécessite quelques notations supplémentaires. Désignons par

R
= — e
V2T J oo

la fonction de répartition de la loi normale, notons traditionnellement

o(h)

u:= (logz)/logy, 7 :=min(y,logz)/logy,

et posons

ey (@)
log y)?

(
( log >{ (log ul—i—1)+lo;y)} (@>y>2),
(

ou lestimation provient de [10; 2.5)]. Désignons ensuite par £(¢) la solution réelle positive de
I'équation e = 1+t lorsque t > 1 et convenons que £(1) := 0. La fonction ¢ vérifie classiquement (")

0% =0(z,y)?:

(1-4)

B logy t ry L 1 1
£(t) 7logt+log2t+0( Tog 1 ), &) = ; + flog! +O<t(logt)2) (t — 00).

Notons alors que, pour tout € > 0 fixé, nous avons d’apres (1-4) et [10; (7.19)]

(1-5) (M% (z>y>2), @_W ((logz)'** <y < m).

Théoréme 1.1. Nous avons

(1-6) P(x,y,2) <x1—P(x,y,2) <1 (x >y >2 logz > logz, log(z/z) < Vulogy),
1

A7) Py =20 +0(=5) @2y

En particulier, P(z,y,z) = + + 0(1/61/3) (x >y =>2).

Nous verrons que ces résultats découlent assez facilement des renseignements spécifiques issus
de la méthode du col pour le comportement local de ¥(z,y). Nous n’avons pas cherché a affiner
le terme d’erreur de (1-7).(2) Cependant, la relation lim P(z,y,z) = 3 nécessite bien @ — co. En
effet, les estimations

a(z,z) =1 +O(®), a(r,2) = 10;;10 +O((log1x)2>7

log x
=e7] 1 = 1
C(a,z) = e logx + O(1), ¢(a,2) log 2 +0(1),
_ _ 1\ logx
D(z,z,z) =logx + O(1), D(z,2,z) = (1 g) og 2 +0(1),

ol 7 désigne la constante d’Euler, impliquent, lorsque  — oo,
1
P(z,z,z)=e" +o0(1), P(z,2,2)=1—=4o(1).
e

Les évaluations du Théoreme 1.1 permettent une mesure en moyenne de la pertinence de
I’approximation

U(z/d,y) 1

— T =P, = dd Pt(d) <vy),
qui s’est révélée cruciale dans nombre de problémes, comme ’estimation de la constante de Turdan—
Kubilius friable — voir notamment [2], [3], [12], [8] — ou encore ’évaluation asymptotique des

valeurs moyennes friables de certaines fonctions arithmétiques — cf., entre autres, [15], [9], [16], [17].

1. Voir par exemple [14; lemme II1.5.11] et la remarque qui suit ’énoncé de [14; th. IT1.5.13].

2. La démonstration fournit d’ailleurs une estimation légérement plus précise et l’on pourrait, au prix de
2

quelques complications techniques, obtenir une décroissance en e~ ¢*" du terme d’erreur.
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Posons

Ry(z,y) == \I/(;c(;y) - W(%,y), desz(;y) Ri(x,y) =: \Il(a:,y)D(x,y,a:){l - A(x,y)}.

Notant 7(n) le nombre total des diviseurs d’un entier n, nous avons alors

= 3 orm= 3 e(Ge) A =g nn

neS(z,y) deS(x,y) V(z,y)D(z,y,)

Les estimations de Drappeau [6] pour U, (x,y), ellessmémes obtenues par la méthode du col,
permettent une estimation de A(z,y) valable uniformément pour x > y > 2.
Nous considérons le domaine

(H.) z >3, ollog, )®/3te <y<a,
notons p la fonction de Dickman (cf. [14; ch. II1.5]) et g son carré de convolution.

Le comportement asymptotique de o(t) est intimement lié & celui de la fonction £(t) définie
précédemment. Notant I(s) := [, (e — 1) dv/v, de sorte que (cf. [14; th. IIL.5.10))

o= [ ofw)ersdv=eT1,
0

nous avons (cf. [14; th. 111.5.13])

') et 5
(18) o= {1 0() et -ew (t = o0),

_ I\ /@) '
o e o [ 0
une formule due & Alladi [1], et, d’apres [13; th.1 & (3.10)] ou [11; th.2]®),

(1.9) Qg(t):{l—i—O(%)} %ﬁexp{2’y—2 1

Définissons

t/2
E(s)ds | = o2 O 1ED (1 o0).

A(s,t) := / o(v)e"s® du (s=>0,t>1).
0

Nous verrons au §3 que

(1-10) A(s, t) = {cp( ) (s — t)) n o(%)}@( —E) (530,t— o).

Posons encore

1+2v
o _ >
g(v) :=wvlog4 (1+2v)log(1+v) (v=0),
2 ) {&(u) —&(B)pdt st (x,y) € (He),
Ha,y) = u/2
(z,y) ( y ) .
ug dans le cas contraire,
log x
et notons que
Wz,y) =u (z=y=>2),
Iz,y) = (1 —log2)u+ O(u/logu) (u— oo, y/logx — c0),
I(z,y) = (logd — D)@+ O(@*/u) (y/logz — 0).

3. En observant que g2 est solution de I’équation différentielle aux différences to} (t) — 02(t) +202(t —1) =0
(t > 1) avec la condition initiale g2(t) =t (0 <t < 1).
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Enfin, définissons

V(t) == @(tQ)ZA((tt)t) = {1 +o(%)} %;ft/)”exp{ - t/tzg'(s)@s — 1) ds} (t>1),

ou la formule asymptotique résulte de (1-8), (1-9) et (1-10).

Théoréme 1.2. Posons ¢, := 1/1/logy. Nous avons uniformément
(1-11) Az, y) =< e V@VH0ED (1 >y > 9),

De plus, dans le domaine (H,), le terme O(e,u) dans (1-11) peut étre omis et nous avons

log(u + 1)
112 Az, y) = {1 0<7)}.
(112) .y = v {1+0(5
La technique du présent travail pourrait étre adaptée a 1’étude de moyennes pondérées des
restes Rq(z,y).

2. Preuve du Théoréeme 1.1

Lorsque @ est borné, la relation (1-7) est triviale. Lorsque u est borné, (1-6) découle de 'estima-
tion® a(z,y) = 1+ O(1/logx) et du fait que ¥(z,y) < x, qui découle par exemple de (3-2)
infra. Lorsque y est borné, nous avons o ~ w(y)/logz et, posant v, := 1+ |(logz)/logp],
pp =1+ [(log 2)/(m(y) log p)]

1— p—ltp(! 1— p—upa
Hﬁ<D(Jc,y,2)< Hm (log(z/x) < 1),
Py PLY

ce qui implique bien (1-6).

Nous pouvons donc nous placer dans la circonstance ou la quantité u est arbitrairement grande.

Notant (logz)/logy = u + ©h, 'hypothése relative a (1-6) est Oh < /@. Puisque © < u/vau
par (1-4), on voit que (1-6) est une conséquence de (1-7).

Prouvons a présent (1-7).

Posons f(o) := ologz+log((o,y), o; := (—1)7 fU) (). Nous avons alors o, = 0, 03 = (©logy)?,
et (voir [10]), pour chaque j > 2 fixé,

(2-1) oj =< u I (logx)’.
Notons o, (= a(y”

(v,
par exemple [10; (6.6)]

(2:2) —al

v

y) et oj, = (—1)7 fW)(a,). La dérivée de o, en fonction de v vérifie (voir
)

_logy W
o9 “ v2logy

Compte tenu de cette estimation, nous déduisons de [14; cor. IT1.5.23] et [3; th. 2.4] que

(2:3) U(t,y)/t* < V(z,y)/z>  (t>2),
(2:4) U(t,y)/t* = U(a,y)/a®  (27VVE << aTVE,

‘Il(ta y) \I/({E, y) — —v 25 v — u
(2:5) o € e T (L=t <Y,

ol b est une constante absolue positive.
Nous pouvons clairement supposer |h|© < u/@'/3. 1l découle de (2-3), (2-4), (2-5) et (1-1) que

e [y V(zy) [T E(EY)
D(x,y,z) /1 : +/1 dt

te Pe toz-i-l

z 1—-1/w'/3 )
. \I/(ta y) dt + o) \I’(ZL’, y) + OZ\I’(ZL’, y) IOg z efb(lfv)zﬂ dw
pl-1/ut/3 tot+l xre T 0

of Uy (sl

1-1/wl/3 tatl ﬁ

oil nous avons utilisé 'estimation a >> @/ (ulogy), qui équivaut & a,/oz > V.

4. Voir (3-1) infra.
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Par (1-1), il suit

u+0Oh
(26) Dia.y. ) = Q) lo8y e w1 0S4,
27TU2,u u—u/u'/3 \/a

avec o )

L ava y _ o l

r(u,v) .7log(c(au’y)> + v(a, — ay)logy 2log( 2u) +10g‘( U)
L — )2 _ _ 1 Yu
_z(au av) 02t + (U u)(a au) 10gy+ log(Ugu) +1 <04'u>

N[

(o — )02 — (o — y)?027 + 3 log ( ) + log (Z )

ou t et 7 sont convenablement choisis sur le segment S(u,v) := {du+ (1 —F)v : 0 < ¢ < 1}.
Comme nous avons également

(u—v)uos., < (u—v)ogu

max |og; — 02| <K

te (u,v) u?logy u ’
oy = (u—v)logy _ (u—v)logy{l_i_o(u—v)}7
J2,s 02,u U

pour une valeur adéquate s € &(u,v), il vient

r(uw):7(ufv)2(logy)2{1+0( )}H)( 1/3)

2U2u

- _%{MFO( 1/3)} +O< 1/3)

oll nous avons & nouveau utilisé la minoration a,, > @/(ulogy). En reportant dans (2-6), nous
obtenons

Da,1:2) = {1+ 0(75) Yl @)+ 0(“92) = clawn (o) + 0( =75}

3. Précisions pour les grandes valeurs de y

La formule (1-7) peut étre affinée lorsque le parametre y est assez grand en fonction de x.
Soit € > 0. Dans le domaine (H.), nous avons

(3-1) a=1-¢&(u)/logy + O(1/(logzlogy)),
Compte tenu de I’évaluation de Hildebrand (cf. [14; cor. I11.5.19])

log(v + 1)
logy
et de [14; lemme I11.5.16](), il suit, dans le domaine (H.) pour log(z/z) < (logx)/u'/?,

D(x,y,z)a/lz \]:;(+1)dt+0( (, y))

(3:2) v(y"y) =y e(){1+0( )} () e (),

e e [ o 52
— s w)og )2(~€(u)) + O (L1 LA D)
~ glavy){wtuw) + (BT |
avec toujours w = (log z)/logy et
1 v vE(u
(3-4) K(u, w) := M/{) Vs p(v) du.

Pour w = w = 1, on retrouve bien £(1,1) = e~ puisque £(1) = 0.

5. Sous la forme p(—£(u)) < ¢(a,y)/logy.
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Nous pouvons également montrer que

) :@(s)—i—O(%) (u=1, uts/y/E(u) > 0).

s
(3-5) K (u, u+

§'(u)
Comme le terme d’erreur de (3-3) est plus précis que celui de (1-7) dés que y > e(1°8 @)'/* (1og, 1)3/4,
nous obtenons dans ce domaine un renforcement de (1-7) : nous verrons que, sous cette condition,
la relation (3-5) implique en effet

_ [l 1
(36) n(u,u+@h)_¢>(h)+0( s +u).

Pour établir (3-5), on peut supposer s < /log2u. La premiére étape consiste & majorer

2/3

- u G T(E(w)—H(u,)
E(u) := / "W o(v)dv = /2/3 o(u — v)e™EW 4y « €
0 u

w23 Vu—v+1 do,
H(u,v) :=1(§(w) = I(§(u —v)) — (u—v){&(u) - &{(u—v)}

’U2

u 1
_ . "(+ dt}l 1 —_— ) = —,
/u (t —u+v)¢'(t) 3V Og(lfv/2u) 4u

—v

puisque I(£(t)) = t&'(¢) > 1. 1l suit

avec

u

E(u) < e!¢w) / e v dy < o(—&(u)e

u2/3

_1,1/3
U

Pour compléter la preuve de (3-5), il reste a évaluer

u2/3
F(u,s) = / e(t=EW oy, — v) dv
—s/4/¢&'(v)

w23
_ ) €W / o—H(u0) {1 n O(M) } dv,
AN u

puisque £”(t) < 1/t2. Or
H(u,v) = /U wé' (w+u—v)dw = 202 (u) + O(v? /u?).
0

Il s’ensuit que
F(u,s) = eV H(E(w) % /u2/3 e*%vzél(u){l + O(MTJrl)}dv
—s/y/&'(u)
_ o HI(EW) {1 — ®(—s) + O(%) } = o(—¢w) {q»(s) n 0(1) }

Cela acheve la preuve de (3-5).
La relation (3-6) résulte alors de (1-5). On notera que logy > u'/?log(2u) dans le domaine
considéré et qu’on peut supposer h < /log 2u.

4. Preuve du Théoréme 1.2

D’apres [6; th.1], nous avons

1
v (,y) = BVt (Vay){1+0(2)}  @zy>2)
olt Pon a posé¢ B := a(y/z,y), 52 := |, (3)]. Compte tenu de (1-1) et (1-6), il suit

=B, y)?
Clayy)?

ol nous avons fait usage de lestimation «,/c2 < 3,/52, qui découle de [10; th. 2].

Az, y) =
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Posons
{(u) - 5(“/2)7 si (mvy) € (HE)a
Ui(@,y) = log (1 =+ L» dans le cas contraire,
y+ logx
2/ &' (t) dt, siz >y > (logx)(log, 27)3,
9 (x ).: w/2
A5 Y 2y log
@ log ( m), dans le cas contraire,

190(.’E, y) = 792(‘%, y) - 7-“91(‘%, y)
Nous avons alors, avec la notation ¢, de I’énoncé,

I(z,y) si (z,y) € (He) ouy < (log z)(logy x)°,

Y(z,y) + O(uey) dans le cas contraire.

790(3773/) = {

La premiére étape de la preuve de (1-11) consiste & montrer que
(4-1) (B —a)logz = udy(z,y) + O(1 + e,u) (x> y>=2),

ou le terme O(e,u) peut étre omis si (z,y) € (He).
Conservons la notation a, := a(y”,y), de sorte que a = v, 8 = ay, /2. Dans le domaine (H.), il

résulte de (3-1) que
— 2 1
§(u) — &(u/ )+0( ).
logy log x
Lorsque, disons, logy < (log, z)?, 1’évaluation

()0l )

B—a=

établie en [10; th. 2] fournit, compte tenu de (2-2),

" (logy)’ [
—a)lo :/ ———dv={1+0(e —_—
(B—a)logy P { (ey)}y /2 0(y T 0108 )
- Y
= {14 0O(ey)}log (1 + 7y+logm)'

Cela implique bien (4-1).
Il reste a établir I’estimation

Clvy)y _ 1 -
C(ﬁ7y)) —5192($,y)+0(1+5yu) (x>y>2)’

avec la méme convention que pour (4-1) concernant le terme d’erreur O(e,u).
Dans le domaine (H.), l'estimation (4-2) résulte du calcul effectué dans [10; p.289]. Dans le
domaine complémentaire, I’évaluation de cp'y (o) apparaissant au lemme 13 de [10] permet d’écrire

(4-2) Z(z,y) = log (

B 1-0 _
(4-3) Z(x,y) = {1 + O(lo?gy)}/a a —ya)(l —1y*") do.

La preuve donnée dans [10] de I’évaluation (3-1) pour o = e, fournit en fait (cf. [10; pp. 285-7]),
pour une constante C' assez grande,

€W |

(449) ofey) =110

1
O((log y)Q) (C(logz)(logy 2)* < y < ).

Cela implique dans le méme domaine y® > ye~¢(") > logy, de sorte que le terme 1 —y~7 peut étre
englobé par le terme d’erreur. Le changement de variables (1 — o) logy = £(t) et I’évaluation (4-4)
fournissent alors (4-2).
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Lorsque y < C(log z)(log, 22)2, nous effectuons le changement de variables ¢t = 37 dans I'intégrale
de (4-3). Il vient

Z(x,y) = {1+0(1O;y)}/ya mdt.

Or lévaluation (1-2) implique Slogy < log, 2y, d’ou

8 _ B
Z(x’y)_{1+O(1?§;2y)}102;y/_: t(td—t 1) :{1*O(lifézyﬂlféy1°g(1—5-a>'

Comme nous avons [10; (7.8)]

1 1 I
L0 )}““Ogy Ww=1y>2),
L -y~ logy Yy

cela fournit & nouveau (4-2).

Pour achever la preuve du Théoréme 1.2, observons que 'évaluation (1-12) résulte de 1'avant-
derniére formule (3-3) avec w = u, de (3-5) avec s = 0, de la formule de Hildebrand (3-2), et de la
formule analogue pour ¥, (x,y), telle qu’elle découle de [15; cor. 2.3].

5. Remarque finale

11 résulte de (1-6), (3-3) et (3-5) que, pour une constante absolue convenable ¢ > 0,
c< k(u,u) <l—c (u>1).

On peut établir cela directement, sans invoquer (3-5). En effet, d’apres [7; lemme 6.1] et
[14; (II1.5.63)], nous avons, pour une constante absolue convenable ¢y,

o(u—v) =< o(u)e’*™ (1 < v < eovu).

Cela implique d’une part

u covu
/ Vs dy > (W) / e YW p(u — v) dv = p(u)e" ™ /u = 5(—E€(u))
0 0

et d’autre part

/ o(v)e’€™ dy = ¢uE™) / o(u + v)e"s™ dy
u 0

covu
> ou)ere) [T dy 5 o) 9V = G- (w)
0
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